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壹、 摘要： 

1. 若有 a 個城市、b 間公司，每個城市至少有 n 間公司，則每個城市的公

司數要如何分配才能使線路有最少條數。 

2. 令有些城市有限定的公司數 m，分配方式又將如何改變。 

3. 兩城市之公司排成兩平行直線，從任一公司出發，恆可到達另一城市之

任意公司，欲找出最少之連線數及交點數的方法。 

4. 在兩城市各有固定公司數量，在最少線路及交點數的情況下，求得一畫

法，使得從一公司到任一公司有最少或最多的轉接次數。 

5. 如果公司數沒有「最多轉接次數等於交點數」的情形，我們試著找出最

多的轉接次數。 

6. 探討兩個城市間的線路畫法中，哪一種畫法能使線路總長度有最小值。 

貳、 研究動機： 
    我們在準備學科能力競賽時，偶然看到一個關於分派問題的題目，覺

得十分有趣，於是在我們找出原題答案的規律後，想進一步探討，於是我

們著手研究。 

參、 研究目的： 

    若在一些城市當中，每個城市有一些公司，不同城市間的公司需要有

線路相連，且每個城市有限定的公司數。我們想要探討這些線路的條數與

所構成的交點數會不會因不同的條件而改變。 

肆、 研究內容： 

一、研究主題一： 

1.設有 a 個城市、b 個公司，且每個城市至少有 n 個公司，在不同城市中的 

任意兩個分公司之間都必須設置一條獨立的線路，則這 b 個分公司之間最

少要設置幾條線路：設想將公司分為 A 1 ,A 2 ,……,A a ，則線路條數的求法為


 aji

ji AA
1

。 

定理一、當 A 1 =A 2 =A 3 =A 4 =……=A 1a =n，且 A a =b-n(a-1)=b-na+n，則


a

k

kA
1

2 有  

最大值。 

 

證明：若第 1 種分法為 n,n,n……n,b-n(a-1) 

       第 2 種分法為 x,n,n……n,b-n(a-2)-x 

       第 3 種分法為 x,y,n……n,b-n(a-3)-x-y 
. 
. 
. 
. 

       第 a 種分法為 x,y,z……m,r,b-x-y-z-…-m-r 

(1) 假設第二種方法的條數會小於第一種，則 
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 n
2

+n
2

+...+n
2

+ [b-n(a-1) ]
2
＜x

2
+n

2
+…+n

2
+  [b-n(a-2)-x ]

2
 

n
2

+[b-n(a-1) ]
2
＜x

2
+[b-n(a-2)-x ]

2
 

設 b-n(a-2)為 M 

n
2

+(M-n)
2
＜x

2
+(M-x)

2
 

M(x-n)＜(x+n)(x-n) 

∴M- x＜n 與已知每個城市至少有 n 個公司的條件矛盾 

∴n
2

+n
2

+...+n
2

+ [b-n(a-1) ]
2
＞x

2
+n

2
+…+n

2
+[b-n(a-2)-x ]

2
 

(2) 假設第 a 種方法的條數會小於第 a-1 種， 

則 x
2

+y
2

+z
2

+…+m
2

+n
2

+[b-x-y-z-…-m-n]
2
＜x

2
+y

2
+…+ m

2
+r

2
+ 

[b-x-y-z-…-m-r]
2

 

n
2

+ [b-x-y-z-…-m-n]
2
＜r

2
+[b-x-y-z-…-m-r]

2
 

設 b-x-y-z-…-m 為 M" 

n
2

+ (M"-n)
2
＜r

2
+ (M"-r)

2
 

(n+r)(n-r)＜M"(n-r)    n＜r 

M"＜n+r 

∴M"-r＜n 與已知每個城市至少有 n 個公司的條件矛盾 

∴x
2

+y
2

+z
2

+…+m
2

+n
2

+ [b-x-y-z-…-m-n]
2
＞ x

2
+y

2
+…+ m

2
+r

2
+ 

[b-x-y-z-…-m-r]
2

 

定理四：由上面討論得知，第一種分法


a

k

kA
1

2 有最大值 

∵(


a

k

kA
1

) 2 =


a

k

kA
1

2
+2 

 aji

ji AA
1

∴當


a

k

kA
1

2 有最大值時， 
 aji

ji AA
1

有最小值， 

即最少條線路的分法即為 a-1 個城市都只有 n 間公司，而剩下的一個城市擁有其

餘的公司數，其方法推導如下： 

若有 a 個城市 b 間公司且每個城市至少有 n 間公司 b-n(a-1)n 

n,n,n,……,n,b-n(a-1)ban 


 aji

ji AA
1

 =[ 2n (a -2)+ 2n (a -3)+…+ 2n ]+(a-1)(n)[b-n(a-1) ] 

= 2n 






 

2

)1)(2( aa
+(a-1)(n) [b-n(a-1) ] 

= 
2

1
n(a-1)(2b-na) 

 

＊ 主題一結論： 

要求得最少條線路，即 a-1 個城市的公司有 n 間，而剩下的一個城市則被分配
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到剩下的所有公司數，即最少線路條數為
2

1
n(a-1)(2b-na)。 

 

二、研究主題二： 

設有 a 個城市 b 間公司，且每個城市至少有 n 個公司，若有些城市至少有 m

間公司，在不同城市中的任意兩個分公司都必須設置一條獨立的線路，則最

少要設置幾條線路： 

1. 有一個限制(m 1 )，即有一個城市至少須有 m 1 間公司，且 m 1 ＞n： 

當有一個限制時，如何分配公司數，證明如下： 

證明： n,n……n, n,b-n(a-1)       →b-n(a-1)m 1  

n,n……n, m 1 ,b-n(a-2)-m 1   →b-n(a-2)- m 1 n 

(1)假設第二種方法所連接的線路會少於第一種方法，則： 

n 2 +…+n 2 + [b-n(a-1) ] 2 ＜n 2 +…+ n 2 +
2

1m + [b-n(a-2)-m 1 ] 2  

n 2 + [b-n(a-1) ] 2 ＜ 2

1m + [b-n(a-2)-m 1 ] 2
 

設 b-n(a-2)-m 1 為 P，且 Pn 

n 2 + [P +m 1 -n] 2 ＜ 2

1m + P 2
 

n(n-P)＜m 1 (n-P) 

n＞m 1 與已知條件 n＜m 1 矛盾 

∴n 2 +…+n 2 +[b-n(a-1) ] 2 ＞n 2 +…+ n 2 +
2

1m + [b-n(a-2)-m 1 ] 2  

2. 有兩個限制( 1m , 2m )，即有一個城市至少須有 1m 間公司，有一個城市至少

須有 2m 間公司，且 n＜ 1m ＜ 2m ： 

當有兩個限制時，如何分配公司數，證明如下： 

證明：n,n……n,n, 1m , b-n(a-3)- 1m         →b-n(a-3)- 1m  2m  

n,n……n,n, 2m , b-n(a-3)- 2m        →b-n(a-3)- 2m  1m  

n,n……n, 1m , 2m ,b-n(a-3)- 1m - 2m    →b-n(a-3)- 1m - 2m n 

(1)假設第二種方法所連接的線路會少於第一種方法，則： 

n
2

+……+ n
2

+
2

1m + [b-n(a-3)- 1m ]
2
＜ n

2
+……+n

2
+

2

2m + [b-n(a-3)- 2m ]
2

 

 2

1m + [b-n(a-3)- 1m ]
2
＜ 2

2m + [b-n(a-3)- 2m ]
2

 

設 b-n(a-3)- 1m 為 P，且 P  2m  

 2

1m + 2P ＜ 2

2m + [ P+ 1m - 2m ]
2

 


2m  ( 2m - 1m )＞ P  ( 2m - 1m ) 


2m ＞ P與已知條件 P  2m 矛盾 

∴n
2

+……+ n
2

+
2

1m + [b-n(a-3)- 1m ]
2
＜ n

2
+……+n

2
+

2

2m + [b-n(a-3)- 2m ]
2

 

(2)設第三種方法所連接的線路會少於第二種方法，則： 

n
2

+……+n
2

+
2

2m + [b-n(a-3)- 2m ]
2
＜
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n
2

+……+n
2

+ 2

1m + 2

2m +[b-n(a-3)- 1m - 2m ]
2

 

n
2

+ [b-n(a-3)- 2m ]
2
＜ 2

1m +[b-n(a-3)- 1m - 2m ]
2

 

設 b-n(a-3)- 2m 為 P ，且 P  
1m  

n
2

+ P 
2
＜ 2

1m +( P  - 1m )
2

 

2 1m  ( 1m - P  )＞n
2

 

∵ P  
1m ∴ 1m - P  0，故 2 1m ( 1m - P  )＞n

2
矛盾 

∴n
2

+……+n
2

+ 2

2m + [b-n(a-3)- 2m ]
2
＞

n
2

+……+n
2

+ 2

1m + 2

2m +[b-n(a-3)- 1m - 2m ]
2

 

→由 1、2 知，將限制的數量由小排到大並依此分配公司數，最後將剩下的

公司給限制最多的城市裡，即為最少條線路的分配方法，其平方和最大，再

由(


a

k

KA
1

) 2 = 
 aji

ji AA
1

+


a

k

kA
1

2 得知，此種分配得最少條線路 
 aji

ji AA
1

。 

 

定理五：若 m＜n，則可將限制最小的公司數視為原先所限制的公司數量 n，

所以仍可以上述的方式算出最少條線路。 

3.有多個限制( 1m , 2m ,…, 1am , am )，且 n＜ 1m ＜ 2m ＜…＜ 1am ＜ am ： 

證明： n,n,…,n,b-n(a-1)                      →b-n(a-1) 1m  

n,n,…, 1m ,b-n(a-2)- 1m                 →b-n(a-2)- 1m  2m  

         .  

                   .  

n, 1m , 2m ,…, 2am ,b-n- 1m - 2m -…- 2am  →b-n- 1m - 2m -…- 2am  1am  

      1m , 2m ,…, 1am ,b- 1m - 2m -…- 1am     →b- 1m - 2m -…- 1am  am  

(1)假設 n 2 +…+n 2 +[b-n(a-1)] 2 ＜n 2 +…+ n 2 +
2

1m +[b-n(a-2)- 1m  ] 2  

n 2 +[b-n(a-1)] 2 ＜ 2

1m +[b-n(a-2)- 1m ] 2

 

設 b-n(a-1)為 Q，且Q  1m  

n 2 +
2Q ＜[

2

1m +Q+n- 1m ] 2

 

 1m ( 1m -n)＞Q ( 1m -n) 

 1m ＞Q 與已知條件 Q  1m 矛盾 

∴n 2 +…+n 2 +[b-n(a-1)] 2 ＞ n 2 +…+ n 2 +
2

1m +[b-n(a-2)- 1m  ] 2  

(2)假設 n
2

+
2

1m +…+
2

2am +[b-n- 1m - 2m -…- 2am ]
2
＜ 

2

1m +
2

2m +…+
2

1am +[b- 1m - 2m -…- 1am ]
2

 

n
2

+[b-n- 1m - 2m -…- 2am ]
2
＜ 2

1am +[b- 1m - 2m -…- 1am ]
2

 

設 b-n- 1m - 2m -…- 2am 為Q  ，且Q  
1am  

n
2

+
2Q  ＜ 2

1am +[Q  +n- 1am ]
2
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
1am  ( 1am -n)＞Q   ( 1am -n) 


1am ＞Q  與已知條件Q  

1m 矛盾 

∴n
2

+ 2

1m +…+ 2

2am +[b-n- 1m - 2m -…- 2am ]
2
＜

2

1m + 2

2m +…+ 2

1am +[b- 1m - 2m -…- 1am ]
2

 

→由 3 知，若限制的公司數越多，則對線路的影響越大，使線路的條數越多。 

 

＊ 主題二結論： 

在 a 個城市、b 間公司中，若有些城市有限制的公司數，則按照所限制的公司數

量分配公司數，再將剩下的公司全分給限制數量最多的公司，此即為最少條線路

的分法。 

三、研究主題三： 

為了討論方便我們設想兩城市之公司排成兩平行直線，且從任一公司出發，

恆可到達另一城市之任意公司，一直線可經由兩直線之交點轉至另一直線，

並且不能經同城市兩次，且每三條路線不可交於一點，欲找出最少之連線與

交點數之方法。 

 

(一)、最少連線數： 

 在兩城市中，以較多公司城市的公司數為連線數，如圖 1，連線數為五條。 

 

(二)、最少交點數： 

1.步驟一：找出不合於條件之可能連線法，再加以排除。如圖 2： 

若兩系統僅由一點一折線相連（系統獨立）連線法將不合乎原條件。         

∵若系統 a(虛線右邊)之 A 5 公司欲至系統 b(虛線左邊)之 B 1 公司，必經 B 2 公司，

則不符合原條件，即不能經同城市兩次，故不合。排除此條件後，其餘皆符合。 

2.步驟二：討論。〈以公司數 6 和 4 為例，並以圖 3 的公司 B 1 為準〉 

(1).討論 1.：                                                           

圖 3 為排除系統獨立之連法，且藍色公司若欲連至綠色公司，至少要經過

紅線一次，即交點數至少為 5×1 點。 
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由此，得知結論 1： 

若有 m 個公司需經紅線與另一城市之公司相連，則交點數至少為 m×1 點。

如圖 4-1： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

但不一定 m 個公司皆與紅線相交，如圖 4-2： 

A 3 公司亦與 B 1 公司相連，則總交點數將變為 2×2+2×1=6＞5 

由此，得知結論 2： 

若在只有紅線連接的情況下，再使 m 個公司裡有一個公司所連接的線路

與紅線的交點數為零，則剩下之公司交點數變為 k×2+(m-k-1)×1，如圖 4-1

及 4-2： 

設 k 為線路 B A 3 左側的公司數 

將結論 1 中的 m 與結論 2 中的 k×2+(m-k-1)×1 相比，其中 k1: 

i.若 k＝1，則兩結論中的交點數相等  

ii.若 k＞1，則[k×2+(m-k-1)×1]＞m，且交點數相差了(k-1)個，所以結論 2 中

的交點數會多於結論 1 

由上述可知： 

因為紅線恰只有 1 條又因為 k 為正整數，所以 k＝1 

所以結論 2 中的交點數會多於結論 1(∵若 k=0，會導致系統獨立) 



 8 

若使紅線及 L1 之間的任一公司交點數為零，如圖 6： 

先只看虛線右邊，在右側系統中紅線有一條又 k＝1，與圖 5 交點數不變。但若

看虛線左邊，A 1 點變成有 3 個交點，即整體而言交點數變多。                                                             

也有第二種可能，如圖 7： 

虛線右邊的紅線數為一條且 k＝0，與圖 5 中右側的交點數少 1 個，但若看虛線

左邊，則交點數多一個。由此可得定理 3： 

若第一條連線即排除了系統獨立之可能，則最少之交點數為：較多公司城市之

公司數-1                                                 

(2).討論 2.： 

圖 8 為未排除系統獨立之連法。                                        

i.步驟一：如何排除系統獨立？ 

如圖 9，使黃色公司群其中一個公司

之連線，與紫色公司群其中一公司的

連線產生一交點，如上圖，此點為 S

點。如此，上面城市若欲到達下面公

司的城市，即可利用 S 點轉接，而不

須經同城市兩次。 
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ii.步驟二：(以公司數 8 和 4 為例，左下

角之公司 B 1 為基準) 

如圖 10，若連接 B 1 公司與 B 4 公司的兩

線路(藍線)互不相交。依照討論一的結

論，a 1 公司群欲產生最少交點數，必須

向 B 1 ,B 2 ,B 3 公司相連（如上圖為其中之

一種可能）。而 a 3 公司群需連向 B 3 或

B 2 或 B 1 公司，且至少有一個公司須與

B 3 相連（依照步驟一），即與 a 1 公司群連向 

B 2 之線路產生一交點 S，而 a 2 公司群產生的最少交點為一個。  

 

 

如圖 11，若連接 1B 、B 4 公司的兩線路相交。a 2 公司群的交點數將變成兩個。

總交點數變為(較多公司城市之公司數-2+2)＞（較多公司城市之公司數-2+1）

故非我們所求。 

將公司數 8 和 4 同理推廣至公司數為任意正整數。 

由此，得出第二個結論： 

討論二的最少交點數為 

(較多公司城市之公司數-2+1)=(較多公司城市之公司數-1)                                        

→最少交點數為(較多公司城市之公司數-1) 

(三)、轉接次數： 

在兩城市各有固定公司數量，並且在最少條線路及最少交點數的情況下，求得一

畫法，使得從一公司到任一公司在最有利的情況下(不繞遠路)有最少的交點數，

並求得另一畫法，有最多的轉接次數。 

定義：(1)轉接指的是可以經由相交的兩線路的 

交點，轉移至另一條線路。 

(2)→：代表轉一次 
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(3) 上 A：指上面城市左邊數來第 A 間公司 

   下 B：指下面城市左邊數來第 B 間公司 

   頭公司：指下面城市最左邊的公司 

   尾公司：指下面城市最右邊的公司 

1.最少轉接次數： 

出發公司→L3→目的公司 

我們發現在此種畫法下有最少的轉接次數為：2

次，如圖十二。 

但在圖十三的情況下，從 A 2 公司到 B 4 公司的路徑為： 

出發公司→L4→L3→目的公司 

→在 B 1 連至 A 6 ，且 A 6 只接一條線路的圖形中，若排除系統獨立且有最少條

數及交點數的限制下，即有最少轉數的連接方法。 

 

2.最多轉接次數： 

(1).需產生最多的轉接次數，即每個交點都要經過。可得其條件為： 

i.一條線路最多只能有兩個交點。因為若一條線路有三個交點，如圖十四： 

(上五為 A 5 ，下二為 B 2 ) 

由圖十四知：A 5 公司要到 B 2 公司會跳過第二個點，這樣就不會每個交點都

轉接到。所以，一條線路最多只能有兩個交點。 

ii.較少公司數的城市的頭公司或尾公司不能同時連接兩個線路，如圖十五： 

(i).若由較多公司的城市出發： 

a 公司至尾公司有兩種走法，又因為頭公司有接兩條線路 

∴會產生兩個交點，導致若要到尾公司可不須經 5 

(ii). 若由較少公司的城市出發： 

頭公司至 A 5 公司有兩種走法，又因為頭公司有接兩條線路 

∴會產生兩個交點，導致若要到 A 5 公司可不須經 1、2。 

故由 i、ii 知，若頭公司和尾公司都同時接兩條線路，則無最多轉接次數

的情況因為如果照此畫法，出發或目的的選擇就有兩種，不會每個交點都

轉接到。 
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iii.較少公司數的城市的頭公司或尾公司不能 

同時有一個點連接兩條線路，且另一個點又

和兩條線路相交產生兩個交點，如圖十六：  

綠色線路有兩個交點，也會有兩種選擇，又

如上述(2)知，此圖不合。 

但若尾公司左邊的公司只連接一條線路，此

種畫法是成立的，如圖十七： 如此出發點可

由 B 5 公司出發。 

 

 

 

 

 

 

(2).畫法： 

如圖十八： 

若連接 B 1 公司的線路左邊有四個公司以上，則會使連接 B 1 公司的線路產生

兩個以上交點，故不合。所以，連接 B 1 公司的線路左邊只能有三個公司以下。 

1.

如圖十九，上二連到下一，為了避免系統獨立及要符合先決條件所畫出的圖可

得到圖 20 和圖 21 
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ii.如圖二十二，上二不能連到下一∵若上二連到下一(圖二十三)，則上一即使

連到下二也已經產生兩個交點了∴不能再和別條線相交，這樣就會導致系統

獨立。 

 

 

 

 

 

 

 

故上二只能連到下三，為了避免系統獨立及要符合先決條件所畫出的圖可得到圖

25 

→由 i.ii.知：若要產生最多的轉接次數，我們發現，須以交叉式的畫法來連接公

司間的線路。 

三、綜合上述，我們推測只要條件符合大城市(公司數較多的城市)的公司數目減

小城市(公司數較少的城市)公司數目小城市公司數目減 1，即能依照上述的畫

法畫出符合最多轉接次數的線路的圖。但是，我們以公司數７與４為例，發現怎

麼畫都畫不出來。於是我們進一步探討，當大城市公司數目減小城市公司數目＝

小城市公司數目減 1 時，是不是也會不符合。 

(一)討論： 

當大城市公司數目為偶數時，我們令其為 2n，且小城市公司數為 k 時，2n－k=k

－m  （其中的 m 為小城市中只連接一條線路的公司數） 

整理而得：k－n＝
2

m
 

∵在圖形中，小城市不可能同時接兩條線路 

∴2k＞2nk＞n，故
2

m
＞0 

則 m＝2，4，6，8… 

由此得知：若大城市的公司數為偶數，則不會產生大城市公司數目減小城市公司

數目＝小城市公司數目減 1 的問題。 

當大城市公司的公司數為奇數時，我們令其為 2n+1，n＝0，1，2… 

當小城市公司數為 k 時，2n+1－k＝k－m 

經過整理可得：k－n＝
2

1m
，m＝1，3，5，7… 

由此得知：若大城市公司數為奇數時，則會產生大城市公司數目減小城市公司數

目＝小城市公司數目減 1 的問題。所以，我們必須進行討論。 

我們先來看一個例子，如圖三十二：  

圖中畫紅色的線路，兩線間的公司加上左側紅線上的公司有 2 個公司，而最後一
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個 v 字形，有六個公司，所以，若要公司數剛好符合在 v 字形內，較多城市公司

數需為偶數。 

若為奇數，則會剛好在 v 字形外多一個公司。如圖三十一：L 會有兩個交點。 

由此，我們得知：若為奇數，則會剛好在 v 字形外多一個公司，L 會有兩個交點。

如此就不符合先決條件，故不合。 

綜合以上，我們得出一個結論： 

→要形成最多轉接次數的圖形，只要符合大城市公司數目減小城市公司數目＜小

城市公司數目減 1 的條件即可。 

經由上述結論，我們發現有些公司數目在最有利的條件下沒有最多轉接次數等於

交點數的可能，所以我們想要進一步找出這些公司數構成的線路圖，最多可以轉

幾次。說明：(以圖三十三為例) 

以圖三十三中的 A 公司到 5b 公司

為基準(因為若要構成最多轉接

次數必須避免走不到某些交點，

所以我們選擇大城市右邊數來第

二個或左邊數來第二個公司) 

(1) 因為從任一公司出發必可到

達另一公司，所以 A 公司的

連線(L0)會與「連接下面除了 b1 的公司線路」(如圖中此線路即為 L1)產生交

點，則 A 可順著 L1 走，又為了避免碰到 b2 公司，所以要走出 L1，這樣就

會在 L1 上轉兩次。 

(2) 走出 L1 後必定會碰到連接下面除 b1、b2 的線路(如圖中此線路即為 L2)，同

(1)的理由，在 L2 上必須轉兩次。 

(3) 同(1)中理由，再連接 b3、b4 的線路上個轉兩次。 

(4) 最後走到了連接目的公司(如圖中此線路即為 L4)只需在 L4 上轉一次。 

(5) 綜合(1)~(4)，我們發現圖中最多的轉接次數是[(5-2)×2+1×1]=7 次。 

由圖中公司數推廣到全部沒有最多轉接次數等於交點數的公司數，同理得到了結

論：若公司數不能畫出最多轉接次數等於交點數，則最多轉接次數為[(小城市公

司數-2)×2+1]次。 
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四、研究主題四： 

若在兩個城市中有線路連接，則在兩城市公

司數量一樣並且交點數為最少的情況下，我

們將此兩城市的公司排成兩平行直線，並將

同城市中兩兩公司之間以及兩城市的距離

設定為一定值(如圖三十四)，則哪一種畫法

能使得總線路長度有極小值？ 

定義：1 兩城市間距離為 a 

2 一城市中，兩公司的最大間距為 b 

1.我們設想最多轉接次數的畫法其總路線長度為所有畫法中最短的。 

在兩城市公司數量都為 n+1 的情形下∵轉接次數較多的圖型中，有兩條線路為

連接其對面城市公司的鄰公司∴其線路長度在計算上這兩條線路其底邊長為

兩公司之間之距離(
n

b
)，我們定義此為「空一格」，又扣除這兩條線路之後，其

餘的線路皆為底邊空兩格，又因為要改變圖形的畫法一次至少要改變兩條路

線，所以我們要得知若以最多轉接次數的圖形為本，改變其線路的畫法不可能

使線路長度變短，以下就是排除路線變短的可能。 

(1) 圖形中沒有辦法畫出長度為 a 的線路，即一城市的公司連接其對面的公司： 

證明：若在圖形中有線路長度為 a，此時為避免系統獨立，則此線路的左側

須有一線路與此線相交連至右側的公司，此時因為公司數量相等的情況下，

兩城市各有多出一公司分別在此線路兩側，所以需再加以連接此兩線路，而

這樣連接下來就會使得總交點數多一個，與已知的最少交點數不符，所以沒

有此種畫法。 

(2) 若將空兩格的線路改成空一格，則總路線長度會變長： 

證明：因為公司數固定，所以只要改變一條線路則至少需改兩條以上，又若

將其中某些條線路改為空一格，為避免系統獨立，則與此條線路交的線不能

為空一格的線至少需空兩格，但因為最多轉接的畫法其圖中已有兩條空一格

的線路在圖的首尾，若須在圖的中間部分更改，則與空一格線路相交的線其

為不只空兩格的線才有可能畫出，若一次改 x+3 條，扣除系統獨立的可能之

後，則改後最短長度的畫法為一條空 x+2 格、兩條空 2 格和一條空 x 格，以

下證明即求得 x+1 條空 2 格的總長度會小於改變畫法後可能的最小長度： 

證明：
2

2 2
1 










n

b
ax  < 

  2

2

2

2 2
















 


n

b
ax

n

bx
a  

    032 22224222  nbaxbnbax  

∵x、a、b、n 恆為正值，故上式成立，即 x+1 條空 2 格的總長度會小於改變畫法

後可能的最小長度。 
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由上述知，排除了變更線路將使總長度變短的可能，因而得知最多轉接次數的畫

法其線路總長度會有最小值。 

伍、結論： 

1.在 a 個城市 b 間公司當中，每個城市至少有 n 間公司，若要求得最少條線路，

即將 a-1 個城市各配 n 間公司，剩下的一個城市配到剩下所有的公司數，此

即為最少條路線的分配方法，且這種安排產生的最少條線路為
2

1
n(a-1)(2b-na)

條。 

2.在 a 個城市 b 間公司當中，每個城市至少有 n 間公司，若有幾個城市有限定

的公司數，我們發現只要將所限定的公司數量由小排至大，並按照前 a-1 個

城市分配個別的公司數，剩下的均分給限定數目最大的公司，此種分法可求

得最少條線路。 

3.若兩城市之公司排成兩平行直線，且從任一公司出發，恆可到達另一城市之

任意公司，一直線可經由兩直線之交點轉至另一直線，並且不能經同城市兩

次，且每三條路線不可交於一點。 

(1)最少的線路條數為：兩城市中，較多公司城市的公司數。 

(2)最少的交點數為：兩城市中，較多公司城市的公司數-1 個。 

(3)最少的轉接次數(兩次)的畫法:所畫的第一條線路及排除系統獨立。 

(4)最多的轉接次數(每個交點都轉接到)：在兩城市的連線數及交點數有最小

值的情況下， 

如果要使兩城市間的「最多轉接次數=交點數」，條件為「大城市公司數-小

城市公司數＜小城市公司數-1」，如果「最多轉接次數<交點數」，則最多須

轉接(小城市公司數-2) 2+1 次。 

4.當兩城市的線路為最多轉接次數的畫法時，總線路的長度會有最小值。 

陸、未來展望： 

1. 在研究主題一中，將公司改以 n 邊形或封閉曲線排列 

2. 研究主題三可由 2 個城市推廣到 n 個城市。 



【評語】040405 

1) 科展作品必須附加參考資料，其目的在於告訴讀者該研究

的思路來源。為了説明本作品並非閉門造車，作者實在需要

多下功夫進行資料搜索。 

2) 科展重視文字及口語表達的邏輯性、精準性、簡潔性等。

數學研究往往把畫龍點睛的精彩結果尊稱為「定理」。作品

中的「定理」呈現出「已知」、「求證」、「證明」三者拖泥帶

水的局勢，實在為本研究的品質帶來減分作用。 
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