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摘   要 

在此作品中，我們探討一些三角形、四邊形乃至四面體的鑲嵌問題(意指內切或內接幾何

圖形)，主要成果如下。 
    給定一三角形，我們指定跟它內接的三角形的形狀，而證出內接指定形狀三角形的「外、

重、垂、內、旁」諸心之軌跡皆為線段，且能用尺規作出這些三角形之最小者。相對地，給

定四面體並選取其某一面，我們證出「有一面平行於此面並內接於此四面體」的正四面體的

重心軌跡為四次平面曲線，並求出諸正四面體邊長最小值。 
    其次，我們導出四邊形的內切橢圓所形成的(廣義)Gergonne 點的軌跡是圓錐曲線的一部

分，並利用平行截線分解出三角形的內切橢圓中心軌跡及 Gergonne 點軌跡之幾何結構。 
    最後，我們以連續變動的平行平面來截一四面體，套用前述結果，可看出和此四面體相

切的橢圓之中心軌跡及 Gergonne 點軌跡的一些幾何結構。 
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壹、研究動機： 

    曾解一題：「給定一三角形，以尺規作其一內接正三角形」，亦見關於內接正三角形之文

獻([6])，另閱一文討論三角形之內切橢圓，覺諸文所談皆屬「鑲嵌圖形於三角形內」，遂欲對

之復加討論，亦望論及四面體。 

 

貳、研究目的： 

    了解三角形內切或內接一些我們熟悉之圖形(主要者為指定形狀之三角形、橢圓)之性質

(如最大值或最小值、特殊點軌跡)，並對四邊形、四面體作類似討論。 

 

叁、研究器材： 

GSP、Cabri3D、Mathematica 

 

肆、研究過程：  

   以「鑲嵌」為主題，此部分含 4 章，其中或分小節。可堪玩味者，解四面體之問題時，甚

倚重於三角形相關問題之研究成果。 

 

一、三角形之內接指定形狀三角形 

    由[6]知，一三角形之內接正三角形之重心軌跡在一直線上，且此直線與原三角形之尤拉

線垂直。而[6]中亦論及諸內接正三角形邊長之最小值。 
 
    我們問：給一三角形，並對內接三角形指定形狀，如何作出內接指定形狀三角形，而諸

三角形之五心軌跡是否皆在直線上？又於何處產生最小內接指定形狀三角形呢? 

 

    作圖法︰如右圖，給一 ABCΔ ，分別在 AB 、 AC 上取兩點

D 、 E ，並取適當點 F ，使 DEFΔ 之形狀符合預先指定者。連

接 AF ，設其交直線 BC 於 'F ，過 'F 分別作直線平行於 FD 、

FE ，且分別交 AB 、 AC 於 'D 、 'E ，則 ''' FEDΔ 即為 ABCΔ 之

內接指定形狀三角形。 
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    證明：由相似三角形比例關係可證。  
 

(一----1)重心軌跡 

    接著，我們想探討重心之軌跡。如右圖，給一 ABCΔ ，並

指定內接三角形 DEFΔ 之形狀，滿足 

             
DE
DF =定值 r 且 =∠EDF 定值θ 。 

    考慮複數座標，令 A )00( i+  B )0( ia +  C )( cib + ；又設

D )0( iam + 及 ))(( cninabaE +−+ 。 

由 DF = riDE )sin(cos θθ +× = ricniamnaba )sin(cos))(( θθ +×+−−+  

得 [ ] [ ] )cossin)(,sincos)(( θθθθ rcnamnabarrcnamnabaramF +−−+−−−++  
又點 F 在直線 0=− bycx 上，代入遂得 

2 2

1sin cos ( cos sin )

sin cos sin sin

b c c b c m
rn a

ab ac b c

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− + − −
=

− − −
，乃 m 之一次式，又 )0,(amD ， ),)(( cnnabaE −+ ， 

[ ] [ ] )cossin)(,sincos)(( θθθθ rcnamnabarrcnamnabaramF +−−+−−−++ ， 
故 D 、 E 、 F 之座標皆可表為 m 之一次式，從而 DEFΔ 之重心可用 m 之一次式表示，故其重

心軌跡在一直線上。 
 

(一---2)外心、垂心、內心、旁心軌跡 

     
    如右圖，我們用 GSP 作其重心G (黑色)、外心O (紅色)、

垂心 H (綠色)、內心 I (藍色)軌跡。 
仔細觀察，其軌跡頗似在直線上，遂作以下證明。 

    
 
 

外心：由引理([7])知 02sin2sin2sin =++ FOFEOEDOD 。因 DEFΔ 之形狀已定，故 D2sin 、

E2sin 、 F2sin 皆為定值，又 D 、 E 、 F 之座標皆可用 m 之一次式表示，故外心座標亦然，

遂見其軌跡必在一直線上。 
垂心：既然重心、外心座標皆可用 m 之一次式表示，則考慮尤拉線可知垂心座標亦然，故其

軌跡亦在一直線上。 

內心：由 0=++ FIDEEIDFDIEF 及 DEFΔ 之形狀已定，則仿外心軌跡之理，可知內心軌跡

必在一直線上。 
旁心：同理可證。 
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    雖有上述結果，惜乎未察其軌跡直線之方向有無幾何特徵。由[6]，我們知，當指定之形

狀為正三角形時，其重心軌跡垂直於原三角形之尤拉線。然則， 

 

我們問：當指定之形狀不為正三角形時，其重心軌跡與原三角形之尤拉線有無關係呢? 

 

    經連串之計算可得其重心軌跡之方向向量為

),)(1()0,)(cos21()2,33(sin 2
22

cbrarba
c

cbabr −+−+−
−− θθ ， 

其中向量 )2,33(
22

ba
c

cbab
−

−−
與原 ABCΔ 之尤拉線互相垂直；而若 ABCΔ 為正三角形，

)0,0(),)(1()0,)(cos21( 2 =−+− cbrar θ 。可惜者，此分析侷於表面，尚待深耕。 
 

(一---3)最小值 

     復次，我們要探討 DEFΔ 之邊長最小值。 

因 DE = ),)(( cnamnaba −−+                                                  

= 
2 2

2 2

1cos sin ( cos sin ( ))
,

sin cos sin sin
1sin cos ( cos sin )

sin cos sin sin

b c b c a b m
rac

ab ac b c

b c c b c m
rac

ab ac b c

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− − + + + −⎛
⎜ − − −⎝

− + − − ⎞
⎟− − − ⎠

 

故 =
2

DE 2
2 2( )

sin cos sin sin
ac

ab ac b cθ θ θ θ− − −
 

× { 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 1( ( cos sin cos cos ) ( 2 ) )b c ab ac b c a b c ab m
r r

θ θ θ θ+ + + − − + + + −  

+ 2 2 2 212( ( cos sin cos cos ))b c ab ac b c m
r

θ θ θ θ− − + − − + + + 2( cos sin )b cθ θ− −  

+ 2( sin cos )b cθ θ− } 
配方可得， 

當 (*)
)2(1)coscossincos(2)(

)coscossincos(1)(

222
2

2222

2222

LL

cbaba
r

cbacab
r

cb

cbacab
r

cb
m

++−+−−+++

−−+++
=

θθθθ

θθθθ
 

時，其內接指定形狀三角形獲最小邊長。 
 

見(*)式頗繁而雜，我們遂思尋覓 m 之幾何特徵， 
並希冀以尺規作出產生最小值處。 
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    在(*)式中， 

θθθθ coscossincos 22 cbacab −−+  

θθ sin2cos)cos(
2

面積ABCACAACAB Δ+−∠=  

θCBCACθCBCAC sinsincoscos ∠+∠−=  

C)(θBCAC +−= cos ， 

代回(*)式得
2

2

2 1)cos(2

))cos(1(

BC
r

CBCAC
r

AC

CBC
r

ACAC
m

++−

+−
=

θ

θ
。 

 

    我 們 將 原 ABCΔ 伸 縮 變 形 如 右 圖 ， 於 是

2

))cos(1(

X

CBC
r

ACAC
m

+−
=

θ
，從而得見 m 之幾何特徵，且能

以尺規找出產生最小值處。      
 
    特別地，當指定形狀為正三角形時，

=m 2

))60cos((
Y

BCACAC °+− θ
，如右圖所示。 

 

    在[6]中，雖知當
abaccb
abaccbm

−++
+++

=
3
3

2
1

22

22

時內接正三角形獲

最小值，然彼尚未言及此 m 值之幾何特徵。 
 
    再者，對一三角形所作之內接指定形狀三角形有如下圖之 6 種情況，而前面所論僅為其

一，我們希望能在「給定三角形三邊長」之情況下從此 6 種中快速找出最小值。 
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我們復加計算，發現
2

DE 之最小值為 

2
2 2( )

sin cos sin sin
ac

ab ac b cθ θ θ θ− − −
      

[ ]

)2(1)coscossincos(2)(

)coscossincos(1)(

)2(1)coscossincos(2)(

222
2

2222

2
2222

22222
2

2222

cbaba
r

cbacab
r

cb

cbacab
r

cb

cbcbaba
r

cbacab
r

cb

++−+−−+++

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+++−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+−−+++

⋅

θθθθ

θθθθ

θθθθ

, 

仿前面作法，可再將其化簡為 

2

2

2

2222

2

2

2

1cos2

cos11cos2

)
sin

2(
BC

r
C)(θBCAC

r
AC

C))(θBCAC
r

AC(AC)BC
r

C)(θBCAC
r

AC(

C)(θBCAC
ABC

++−

+−−++−

+
Δ 面積

2

2

2

222

2
2

1cos2

cos11

)
)sin

2(
BC

r
C)(θBCAC

r
AC

C))(θ(BCAC
r

C(θBCAC
ABC

++−

+−

+
Δ

=
面積

)BC
r

C)(θBCAC
r

AC(
r

ABC
2

2

2

2

2

1cos21
)2(

++−

Δ
=

面積

22

2)2(
Xr

ABC面積Δ
= 。 

於是，可如願地將
2

DE 之最小值快速求出。 

 

二、四面體之內接正四面體 

將平面的情形加以延伸， 
 
我們問：給一四面體，如何作出其內接正四面體？又內接正四面體之重心軌跡如何？再

者，何時產生內接正四面體邊長之最小值？ 

 

作圖法：如右圖，給四面體 ABCD，分別在 AD、BD、CD

上找 EFG 三點，且 HIJΔ 為 EFGΔ 之內接正三角形，取適當點

K 使四面體 HIJK 為正四面體，連接 DK 交底面 ABC 於 'K ，

過 'K 分別作直線與 KH、KI 、KJ 平行，且分別交平面 ABD、

BCD、ACD 於 'H 、 'I 、 'J ，則正四面體 ' ' ' 'H I J K 即符所求。 
(註：爲避線條繁複，圖中並未畫出 'K 及四面體 ' ' ' 'H I J K 。) 
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    證明：由相似三角形可證。 
 
    在上面的作圖法中，若我們將平面 EFG 平行移動，得到新平面 " " "E F G ，所作之四面體

HIJK 也跟著平行移動得 " " " "H I J K ，由三角形相似形比例可得 "D H H 、 "D I I 、 "D J J 三

點分別共線，故 "D K K 三點共線。由 "D K K 共線知，連接 DK 、 "DK 和底面 ABC 之交點都

是 'K ，又 KH // "KH 、 KI // "KI 、 KJ // "KJ ，故過 'K 分別作與 "KH 、 "KI 、 "KJ 平行之直

線，且分別交平面 ABD 、 BCD 、 ACD 於三點，而這三點很明顯地就是 ' ' 'H I J 。 
 
    上述結果表示，因平面可平行移動，所以我們可讓平面過 A 點，而不影響其所作之內接

正四面體，這讓我們更能看清楚內接正四面體之重心軌跡，也有助於計算邊長最小值。 
     

(二---1)、內接正四面體之重心軌跡 

據前所述，一三角形之內接正三角形之重心軌跡在一直線

上。於是， 
 
我們問：一四面體之內接正四面體其重心軌跡是否在一平

面上? 

 

於是我們利用 Cabri 3D 作重心軌跡如右圖，仔細觀察，其重心軌跡不在同一平面上，而

形成空間之一區域。 
為了研究重心軌跡，我們選取底面 ABC ，令內接正四面體

之一面與其平行，而觀察此時內接正四面體之重心軌跡Γ。我

們發現，由「 ABCΔ 內接正三角形之重心軌跡為一直線」再加

以分析，可知Γ為一平面曲線，且將Γ對平面 ABC 投影即為

ABCΔ 內接正三角形之重心軌跡。 
 

    我們又問：Γ是否為圓錐曲線? 

 

    建立座標系，設 (0,0,0)A  ( ,0,0)B a  ( , ,0)C b c  ( , , )D d e f ，

HIJΔ 為 ABCΔ 之內接正三角形，又已知 HIJΔ 之重心軌跡在一

直線上，可設 HIJΔ 之重心 )0,','( BBmAAmG ++ ，其中 m 為變數，其餘皆為常數。找 K 點，

使四面體 HIJK 為一正四面體，則 )
3
6,','( HIBBmAAmK −++ 。計算 HI ，並將其簡記為

γβα ++ mm2 ，α 、β 、γ 皆可視為常數。 
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連接 DK ，交底面 ABC 於 'K ，則可設 ))
3
6(,','(' tfHIfBBmAAmK −−+++ 。 

又平面 ABC ： 0z = ，故 6( )
3

f HI f t+ − −
uuur

= 0，於是 

t =
fHI

f

+
3
6

= 
fmm

f

+++ γβα 2

3
6

。 

 將 'K 向上沿著平面 ABC 之法向量方向走
6

4
HI
uuur

t 長度單位，可得其內接正四面體之重心座

標為 
          

)

3
64

6,','('
2

2

fmm

mmf
BBmAAmG

+++

++
++

γβα

γβα
=G′ ),','(

2

2

Dmm

mm
CBBmAAm

+++

++
++

γβα

γβα

既已知 'G 之軌跡在一平面上，我們不妨在此平面上建立局部座標系，以 ),','(
D

CBA
+γ
γ

為

其原點，以 )0,,( BA 之方向為其 x 軸方向， )1,0,0( 為新的 y 軸方向，則在局部座標系之 xy 平面

上， 'G 之坐標為 ),(
2

2

22 Dmm

mm
C

BA
m

+++

++

+ γβα

γβα
，令 λ=+ 22 BA ，則 

Dxx

xx
C

Dmm

mm
Cy

+++

++
=

+++

++
=

γβλαλ

γβλαλ

γβα

γβα
22

22

2

2

， 

整理可得 
                22222 )()( yDxxyC =++− γβλαλ 。 
由此加以觀察可知，Γ不為圓錐曲線，而是四次曲線。 
 

 (二---2) 「固定選取面」的內接正四面體之邊長的最小或最大值  

    ※所謂「選取面」是指選取一平面，使內接正四面體之某一面與之平行。 
 
    我們分情況討論： 
 

＜情況一＞選取面與四面體某一面平行時： 

給一四面體 ABCD ，考慮其內接正四面體中有一面與底面 ABC 平行者。作兩個 ABCΔ 之

內接正三角形，其邊長分別為 x 、 y ，再分別作此種內接正四面體。由相似形比例可得兩內

接正四面體之邊長分別為

xd

xd

3
6

+
、

yd

yd

3
6

+
，其中 d 為 D 至平面 ABC 之距離。 
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            由

xd

xd

3
6

+ yd

yd

3
6

+
−

)
3
6)(

3
6(

)( 2

ydxd

dyx

++

−
=                         

即知若 yx < ，則

xd

xd

3
6

+ yd

yd

3
6

+
< 。故若我們取 x 為 ABCΔ 之內接最小正三角形之邊長，

則對應之內接正四面體邊長亦為最小。於是我們得到以下結論： 

 

    與四面體其中一面平行的所有內接正四面體中，欲找出最小或最大邊長，只要在所平行

的面內找出具有最小或最大邊長之內接之正三角形即可。 

 

    ＜情況二＞選取面與四面體任一面皆「不」平行時： 

如右圖，給一四面體 ABCD ，建立直角座標系， 
令 (0,0,0)A  ( ,0,0)B a  ( , ,0)C b c  ( , , )D d e f  ( ( ) , , )E a d a s es fs+ −  ( ( ) , , )F b d b t et ft+ − ， 

平面 AEF 之法向量 n
r

= AE AF×
uuur uuur

(方向為上) 

HIJΔ 為 AEFΔ 之內接正三角形， 

令 HIJΔ 之重心 ),,( zyx GGGG ，取 

K 點=G 點
6

3
nHI
n

−
r

uuur
r ， 

則此時四面體 HIJK 為一正四面體。 
 

連接 DK ，交底面 ABC ： 0z =  於 'K ，可設 

)
3
6,

3
6,

3
6(' qf

n

nHIGfqe
n

n
HIGeqd

n

n
HIGdK z

z
y

y
x

x

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−+ 。 

因底面 ABC ： 0z = ，故 qf
n

n
HIGf z

z

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−+

3
6 0= ，可得

n

nHIGf

fq
z

z 3
6

+−

= 。 

由相似形可知內接正四面體邊長為 HI q

n

nHIGf

fHI

z
z 3

6
+−

= ， 

由於 HI 、 zG 過於複雜，我們回想前面對「 ABCΔ 之內接正三角形 DEFΔ 」之討論： 
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=
2

DE 2
2 2( )

sin cos sin sin
ac

ab ac b cθ θ θ θ− − −
 

       × { 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 1( ( cos sin cos cos ) ( 2 ) )b c ab ac b c a b c ab m
r r

θ θ θ θ+ + + − − + + + −   

+ 2 2 2 212( ( cos sin cos cos ))b c ab ac b c m
r

θ θ θ θ− − + − − + + + 2( cos sin )b cθ θ− −  

  + 2( sin cos )b cθ θ− } 

     

[ ]22222

2

))60cos((2))60cos(2(

)60sin(
2

ACmCBCACACmBCCBCACAC

CBCAC
ABC

+°+−−+°+−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°+
Δ

=
面積

 

同理，在 AEFΔ 之內接正 HIJΔ 中， 

=
2

HI ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°+
Δ

2

)60sin(
2

FEFAF
AEF面積

[ ]22222
))60cos((2))60cos(2( AFmFEFAFAFmEFFEFAFAF +°+−−+°+− ， 

=HI
)60sin(

sin
°+F

F [ ]22222
))60cos((2))60cos(2( AFmFEFAFAFmEFFEFAFAF +°+−−+°+− 。 

 
又根據前面對內接指定形狀三角形之討論，當指定形狀為正三角形時，其重心為

°+°−°+° 60cos60sin60sin60sin 22 acabcb
ac

)60sin)
3

(
3

60sin60cos,60sin)
3

(
3

60cos60sin(
2

mbbacbcmc
c

babbbc
°−

+
+

+°−°
°−

−
+

+°+°  

其中
°+°−°+° 60cos60sin60sin60sin 22 acabcb

ac
)60sin(

2
°+

Δ
=

CBCAC
ABC面積

)60sin(
sin

°+
=

C
C

， 

注意到 )60sin60cos,60cos60sin( °−°°+° bcbc 即 ),( cb 轉 °− 60 所得之向量， 

而 )
3

,
3

(
2

bbac
c

bab
−

+
−

−
為 '' HG 轉 °90 所得之向量，其中 'G 、 'H 分別為 ABCΔ 之重心、垂心。 

同理，令 AF 沿平面 AEF 轉 °− 60 所得之向量為 'AF ， AEFΔ 之重心、垂心分別為 1G 、 1H ，

ω 表 11HG 沿平面 AEF 轉 °90 所得之向量，則 AEFΔ 內接正三角形之重心可表示為

)60sin(
sin

°+F
F ( ω°+

+ 60sin
3

' mAFAF )，其 Z 軸方向之分量即為 zG ， zG 可表示為

)60sin(
sin

°+F
F )60sin

3
'( z

zz mAFAF
ω°+

+
，代回 qHI ，得 
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=qHI

[ ]

⎭
⎬
⎫

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +°+−−+°+−

+°+
+

−
°+

⎩
⎨
⎧

+°+−−+°+−

n
zn

AFmFEFAFAFmEFFEFAFAF

zmzAFzAF
f

F
F

fAFmFEFAFAFmEFFEFAFAF

2))60cos(2(22)2)60cos(22(
3
6  

)60sin
3

'
(

sin
)60sin(    

))60cos((2))60cos(2(
22222

ω

 

令 ))60cos(2(
22

EFFEFAFAF +°+− = α  , ))60cos((2
2

°+−− FEFAFAF = β  , 
2

AF = γ  , 

3
'

sin
)60sin( zz AFAFf

F
F +

−
°+

= χ   , zω°− 60sin = δ  , 
n

nz

3
6

= σ  , 

則 =qHI
γβασδχ

γβα

++++

++

mmm

mm
2

2

f ，其中 f 為 D 至底面 ABC 之距離。 

請注意，在上面諸式中，只有 m 為變數，其餘皆為常數。 

我們想要求
γβασδχ

γβα

++++

++

mmm

mm
2

2

之最小值，可這相當於求

γβα

γβασδχ

++

++++

mm

mmm
2

2

= σ
γβα

δχ
+

++

+

mm
m

2
之最大值。 

只需看
γβα

δχ

++

+

mm
m

2
，令

γβα

δχ

++

+
=

mm
my

2
，將兩邊同時平方並移項得

0)2()( 222222 =−+−+− χγχδβδα ymymy   
若 0)( 22 ≠−δαy    因 m R∈ ，故判別式 0≥ ，即 0))((4)2( 222222 ≥−−−− χγδαχδβ yyy  
 

化簡可得 2

22
2

4
)(4

βαγ
βχδγδαχ

−
−+

≤y ，" "= 成立時，此時代回原方程式化簡得 

βδαχ
βχγδ

−
−

=
2
2m 。(※經過討論，可將 0)( 22 =−δαy 之情況排除。) 

將α 、β 、γ 、 χ 、δ 、σ 代回，得
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)60))(sin60cos(()
3

'
sin

)60sin()()60cos(2(

)
3

'
sin

)60sin())(60cos(()60(sin

222

22

z
zz

zz
z

FEFAFAF
AFAF

f
F

FEFFEFAFAF

AFAF
f

F
FFEFAFAFAF

m

ω

ω

°°+−−
+

−
°+

+°+−

+
−

°+
°+−+°−

=

時，
γβα

δχ

++

+

mm
m

2
有最大值 2

22

4
)(4

βαγ
βχδγδαχ

−
−+

，所以此時固定選取面所作之內接正四面

體邊長有最小值

σ
βαγ

βχδγδαχ
+

−
−+

2

22

4
)(4

1 f 。 

    我們注意到，利用上面這個 m 之表達式，可以搭配立體幾何作圖軟體，將這個產生最小

值的點作出。 

 

   ＜情況三＞若選取面不固定時： 
    由於計算過於繁雜，我們寄望來日得解此問題。 
 
 
 
 
 
 

三、三角形及四邊形之內切橢圓 

    在前面的研討後，我們現在轉而探索三角形的內切橢圓。接下來，請讓我們把圓視為橢

圓的特例。 

 

(三---1) 三角形的內切橢圓的 Gergonne 點的軌跡及中心之軌跡 

我們知道，若 ABCΔ 的內切圓分別切三邊 , ,BC CA AB 於 , ,D E F 三點，則 , ,AD BE CF 會共

點於所謂的 Gergonne 點，而同樣的結論對 ABCΔ 的任一內切橢圓也成立。那麼，就讓我們把

由內切橢圓所產生的這種特殊點稱為「廣義的 Gergonne 點」而簡稱為「Gergonne 點」吧。 

 

    我們問： ABCΔ 的內切橢圓的中心的軌跡及 Gergonne 點的軌跡為何？ 

 

    首先，若 , ,D E F 分別為 ABCΔ 的三邊 , ,BC CA AB 上的點，滿足
DA
BD

FB
CF

EC
AE

×× ＝1， 

則由[1]、[2]，我們可作出跟 ABCΔ 內切於 , ,D E F 的橢圓。於是，讓 , ,D E F 在符合條件

下任意變動，便不難看出 Gergonne 點佈滿於整個 ABCΔ 的內部區域。如此一來，廣義的

Gergonne 點豈非無聊？其實不然！請看下文。  
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    其次，由實驗(如右圖)我們猜測 : ABCΔ 的內切橢圓的中心軌

跡是以此三角形三中點為頂點的三角形(簡稱「中點三角形」)的

內部區域。 

 

我們先是想到模仿牛頓使用投影法(見[3])的精神再輔以平面

的解析幾何技巧而證實此猜測。不久，卻發現在 1947 年的 AMS

數學月刊(見[5])上已經有相關的討論。雖然如此，我們仍幸運地

發現另一種饒富幾何興味的證明方法，請見下面的(三---3)節。 

 

(三---2) 四邊形內切橢圓的 Gergonne 點的軌跡 

類似地，我們也考慮「四邊形內切橢圓的中心軌跡」，結果我們在[3]中發現這問題早就

被牛頓解決了，答案是「兩條對角線的中點所成的線段(不含這兩中點)」。 
 
我們不禁納悶：那麼，四邊形內切橢圓的 Gergonne 點的軌跡 

為何呢？ 

       可是，Gergonne 點不是對三角形來講的嗎？ 

 

如右圖，設四邊形 ABCD 的對邊 BCAD , 延長線相交於點

G 。那麼，四邊形 ABCD 的任一個內切橢圓Γ皆是 ABGΔ 的內切

橢圓。於是，相鄰兩頂點 BA, 與對邊切點 FE, 的連線 BFAE , 相

交於 ABGΔ 的一個 Gergonne 點。由此引發我們做如下的定義。 

 

定義： 

任給四邊形 ABCD（允許對平行）及其一內切橢圓。考慮對

邊 BCAD, 及切點 FE, 。則稱 BFAE , 之交點P 及 CFDE , 之交點

Q皆為 ABCD的 Gergonne 點。同理，考慮對邊 CDAB, 時，就產

生另兩個 Gergonne 點。 

 

因此， 
 
我們問：固定四邊形 ABCD的相鄰兩頂點時，所有的 Gergonne 

       點(如上述定義中 BFAE , 之交點P )的軌跡為何？ 

 

經實驗後，我們猜測其圖形為雙曲線之一部分(如右圖)， 

加上在 Cabri 3D 上，軟體直接顯示圖形為雙曲線，激起我們的

鬥志於是做了以下計算。 
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（由於過程繁複，故使用 Mathematica 輔助化簡。） 
 
    如右圖，設立直角座標系。 

由 AD ： 0=− dyex ， BC ： acybacx =−+ )( ， 

AC ： 0=− bycx ， BD ： aed)y-(a =+ex ， 

解
⎩
⎨
⎧

=−+
=−

aeydaex
bycx

)(
0

，得 O(
becda

ace
becda

abe
+−+− )(

,
)(

)， 

故 FO ：
becda

tabeacdeydt
becda

abexet
becda

ace
+−

−
=−

+−
−−

+− )(
)()

)(
()

)(
(

2

， 

於是解得 FOBC , 交於  

{ } )
])][()([

,
])][()([

])[())((( 2

2222

2

2

tbecdacdbaecea
etcaeca

tbecdacdbaecea
tbecdaacdbecdbaaebceaE

+−−−−+
−

+−−−−+
+−−−−+

。 

進而知 AE 、 BF 之交點 P 之 yx, 座標分別為 

222

222

))(()]()([)(
])()([
taecdbecdbetcdbeacacac
tcdeabecdacacdaecdbeabebcetax

−−−+−+−+
++−−−−+

= ， 

222

22222

))(()]()([)(
)(

taecdbecdbetcdbeacacac
tecaetcay

−−−+−+−+
−+

= 。 

我們要設法消去參數 t，由於式子過於繁複，便令 

γβα
σδ
++

+
=

tt
ttx 2

2

，
γβα

ωμ
++

+
=

tt
tty 2

2

， 

其中 ))(( aecdbecdbe −−−=α ，β = )]()([ 2 cdbeacac −+− ， 2)(ac=γ  
δ = cdeabecdacacdaecdbeabe 2)()( ++−−−− ，σ = bcea2 ，μ = eca 22− ， ω = eca 22 。 
 

γβα
α
δγ

α
δβσγβα

α
δ

γβα
σδ

++

−−+++
=

++
+

=
tt

ttt

tt
ttx 2

2

2

2 )()(
 

γβα
α
δγ

α
δβσ

α
δ

++

−−
=−⇔

tt

t
x 2

)(
KK ○1  

γβα
α
μγ

α
μβωγβα

α
μ

γβα
ωμ

++

−−+++
=

++
+

=
tt

ttt

tt
tty 2

2

2

2 )()(
 

KK
γβα
α
μγ

α
μβω

α
μ

++

−−
=−⇔

tt

t
y 2

)(
○2  
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○1 /○2 得

α
μγ

α
μβω

α
δγ

α
δβσ

α
μ
α
δ

−−

−−
=

−

−

t

t

y

x

)(

)(
化簡得

))(())((

))(())((

α
δβσ

α
μ

α
μβω

α
δ

α
μ

α
δγ

α
δ

α
μγ

−−−−−

−−−
=

yx

yx
t 。 

又
α
δγ

α
δβσγβα

α
δ

−−=++− tttx )())(( 2 KK ○3  

α
μγ

α
μβωγβα

α
μ

−−=++− ttty )())(( 2 KK ○4  

將○3 × )(
α
μβω − 減○4 × )(

α
δβσ − 消去右式之 t ， 

並將左式之 t 以

))(())((

))(())((

α
δβσ

α
μ

α
μβω

α
δ

α
μ

α
δγ

α
δ

α
μγ

−−−−−

−−−

yx

yx
代入 

化簡得  
22222222

22

2
)2()(

yxyxyxxxx
yxyxyyxyy

γδβδωγδμαωβμωγμδω

βδαωβμδωβωσαμσ

++−+−+−=

++−−−+−
。 

由上式確定軌跡圖形為二次曲線，其中 
xy 項之係數為 )22( βδωγδμασωβσμ +−+− ， 

2x 項之係數為 )( 22 αωβμωγμ −+− ， 
2y 項之係數為 )( 22 γδβδσασ −+− 。 

代入判別式 ACB 42 − ，化簡得
22 ))(4( δωσμαγβ −− 。     

     

    經實際代數字驗證，無法確定 )4( 2 αγβ − 正負，引起我們

懷疑:難道有負的情況，也就是橢圓的情形嗎？經實驗發現真 

的有橢圓的情形，原來是我們忽略了存在於較短邊的 C、D 兩

角，如右圖，果然橢圓的情況真的存在。 

 

    我們想分析判別式
22 ))(4( δωσμαγβ −− 之正負。顯然，

只需看 αγβ 42 − ，其中 

β = )]()([ 2 cdbeacac −+− ， ))(( aecdbecdbe −−−=α ， 2)(ac=γ ，代入化簡得 

=− αγβ 42 )](4)(4)(2)()[( 22222 cdbeaecdbecdbeacaccdbeec −+−−−−+−  

      22ec= )2)(2(4)2(4)2)(2(2)2()2( 222 ACDABDACDACDABCABCACD ΔΔ+Δ−ΔΔ−Δ+Δ  

      = )22)(2(4)22( 2 ACDABDACDABCACD Δ−ΔΔ+Δ−Δ 。 

(補充說明︰ 0>− cdbe ，可用極座標觀點解釋。) 
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因此，當四邊形 ABCD滿足 ACDABDABCACD Δ=ΔΔ=Δ , 時，其 Gergonne 點之軌跡為

拋物線之一部分，又一個內切橢圓產生 4 個 Gergonne 點，我們不難發現，只要是平行四邊形， 

4 個 Gergonne 點之軌跡都為拋物線之一部分。 

 

以下，為了方便，請讓我們將「拋物線之一部分」簡稱為「拋物線」，餘類推。 

 

如右圖，以 A 、 B 所作之 Gergonne 點軌跡為雙曲線，以C 、

D 所作之 Gergonne 點軌跡為橢圓。 
 
我們猜測︰如果一邊上兩頂點所作之 Gergonne 點軌跡為雙

曲線，則對邊上兩頂點所作之 Gergonne 點軌跡是

否必為橢圓？ 

           
 

    為此，我們利用平行截線來截三角形而產生一四邊形，當截線平行移動時，即可產生許

多各頂角相同的四邊形。藉由改變三角形及截線方向就可產生所有四邊形（平行四邊形除

外），因此就可探討所有情況的四邊形內切橢圓 Gergonne 點的軌跡。 
 
    首先，若以 BA ∠∠ , 作為對角（圖一），則在 

)22)(2(4)22( 2 ACDABDACDABCACD Δ−ΔΔ+Δ−Δ 中，比 

較 ACDABD ΔΔ , 的共同邊 AD 各自所對的高，便可確定

ACDABD Δ−Δ 22 為正，故判別式必大於零（對任何三角 

形及截線方向皆如此），因此 Gergonne 點軌跡為雙曲線。 

 
    其次，以 DC ∠∠ , 作為對角時，經實驗得到有橢圓與雙 
曲線的情況，並不像我們一開始預期的，對邊上兩頂點所作 
之 Gergonne 點軌跡為成對出現之雙曲線、橢圓。我們以判別 
式 )22)(2(4)22( 2 DBADCADBADBCDBA Δ−ΔΔ+Δ−Δ 來說明。 
 

 

圖一 

圖二 
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    如右圖，將 DC 截線平行移至 CD, 近乎與三角形頂角重合 

（圖二），則此時因 DBCΔ 與 DCAΔ 面積趨近於零，則判別式趨 

近 )2)(2(4)2( 2 DBADBADBA Δ−Δ+Δ 即為負值；反之，若將 DC 截

線平行移至C 與 B 近乎重合（圖三），此時除 DBCΔ 面積趨近於零

外， DCAΔ 面積亦幾乎同於 DBAΔ 之面積，判別式趨近 2)2( DBAΔ 而為正值。 

 

綜合上述，若使 DC 自最端點連續平行跑動到C 與 B 近乎重合，判別式的值有漸增之勢，

此時Gergonne點軌跡圖形會連續變動逐漸自橢圓轉變為雙曲線（如下圖四、五），這也表示 DC

的變動過程中，有一瞬間 Gergonne 點軌跡為拋物線（因判別式由負變為正過程為連續的），

找到這精確點為我們目前努力的方向。 
 
 

⇒  
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
（上方依序為圖一到圖五 Gergonne 點之判別式以 GSP 跑出的數據） 
 

最後，我們在作軌跡圖形時，觀察到軌跡所成之圓錐曲線，似乎與四邊形兩條對角線相

切於 A 、 B 兩點。為此，我們計算此軌跡之方程式為 

22222222

22

2
)2()(

yxyxyxxxx
yxyxyyxyy

γδβδωγδμαωβμωγμδω

βδαωβμδωβωσαμσ

++−+−+−=

++−−−+−
 

又 ))(( aecdbecdbe −−−=α  ，β = )]()([ 2 cdbeacac −+− ， 2)(ac=γ ， 
δ = cdeabecdacacdaecdbeabe 2)()( ++−−−−  ， σ = bcea2 ， 
μ = eca 22−  ， ω = eca 22 ，  

圖三 

圖四 圖五 
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代入化簡得 

0
)()(

222

2222222222222

=+−

+−−++−+−−+

yabcexeac
yebabebcdeacdedcdacxybcedeceacxec

 

由上式不難算出過 )0.0(A 之切線為 0=− bycx ，此即對角線 AC 之方程式， 

又過 )0.(aB 之切線為 aeydaex =−+ )( ，此即對角線BD之方程式，證畢。 

 

 

(三---3) 平行截線分解法 
 
    從上面的討論過程，我們察覺到，三角形和四邊形的內切橢圓

的相關性質其實密切聯繫。 
 
    如右圖，三角形 ABC 內部可做出一四邊形 EBCD，F、G 點分

別為其對角線 ECBD, 的中點，H、I、J 分別為三邊 BCACAB ,, 的中

點。 

 

 

    我們已知四邊形所有內切橢圓的中心位在其對角線中點連線

FG 上，當截線 ED 平行跑動，由前述證明配合相似三角形比例性

質，我們不難看出 FG 會掃出三角形中點三角形內部區域，也就說

明了三角形內切橢圓的中心軌跡形成其中點三角形之內部區域。 

 
 
    至於 Gergonne 點，由(三---2)的證明我們知道四邊形的

Gergonne 點軌跡為圓錐曲線，當截線 JKHIED ,, 平行跑動時產生四

邊形 EBCD、HBCI、JBCK 的 Gergonne 點（ ED 平行 HI 和 JK ），

即可看出當截線平行移動時 Gergonne 點的變動模式，故知三角形

內所有 Gergonne 點可遍滿三角形內部。 
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頗堪注意者，利用上述之法(簡稱為「平行截線分解法」)， 
我們不但證明了： 

          ABCΔ 的內切橢圓的中心軌跡為中點三角形之內部區域， 

              而且還分解出其內部的幾何結構， 

等於是對文獻[5]做了補充。 

 

 

四、四面體的內切橢圓的軌跡問題 

(四---1)對平行截面討論變化情形及內切橢圓中心軌跡 

    現在我們要把對內切橢圓的討論從平面

延伸到立體。我們從四面體的平行截面出

發，如右圖，我們要將第(三)章中關於平面

的結果應用到「以同一法向量的平面所截出

的三角形、四邊形」中，以探討截面連續變

動時幾何圖形的變化及特殊點的軌跡。 
 
 
    經實驗觀察，如右圖，截出三角形的區域與截出四邊形的區域有兩個分

界處，我們分情況討論。 
 

 
在截出三角形的區域，這些三角形的內切橢圓會與四 

面體的三面相切，而且任一內切橢圓隨截面連續變動而縮 
小、放大，進而掃瞄出一個橢圓錐，而橢圓中心會存在於 
一三角錐內，Gergonne 點的軌跡則會遍滿可由截面產生三 
角形的區域內。 
 

而在四邊形區域內，由於四邊形不呈相似放大，故截 
面變動時橢圓所跑出的圖形不能確定，但在中心軌跡方面 
，如右圖，我們發現其為兩不平行線段所成的線織面，於 
是做了下列的證明。 
 
證明：由於此軌跡是由平面所截出四邊形之對角線的 
中點連線所構成，故只要確定對角線中點軌跡為線段便 
可解釋，因為對角線是由兩對稜所構成，將兩棱分別用參數 st, 表示。利用對角線的方向向量

與平行截面法向量垂直，我們就可將 t 用 s 表示，於是，對同一個四邊形而言，兩條對角線的

中點的座標皆可表為參數 s 的一次式，故可確定內切四面橢圓的中心軌跡為兩不平行線段所

成的線織面。 
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另外，在平面上我們所發現的 Gergonne 點軌跡，經截面平行移動後，由於四邊形不是相

似放大，一開始只能確定它會跑出一連續且平滑的曲面。又當四邊形為平行四邊形時，由(三

---2)的結果可知此曲面是由拋物線(之一部份)連續地變動而成的。 
此外，非常值得注意的是，根據(三---2)的結果可知，此曲面會與「平行截面所截四邊形

之對角線所跑出的曲面」相切於四邊形頂點所在的稜上。 
 

(四---2)平行截面分解法   
在前面的討論中，不難看出，如果把任何一個內切三面橢圓逐步往第四面移動並相似地

放大，那麼，當它剛好碰到第四面的時候，就變成內切四面橢圓了。於是，我們就可以把(三
---3)的「平行截線分解法」調整成「平行截面分解法」，而有以下的觀察： 

當截面平行而連續地變動時，若設 PQRΔ 是其中一個被截出的三角形( PQRΔ 平行於下圖

中的 CBACBAABC ′′′′′′Δ′′′ΔΔ ,, )，則 
1. PQRΔ 的內部區域變形為「截出四邊形的區域的其中一個 Gergonne 點的軌跡曲面Ω」， 

且 PQRΔ 內由Gergonne點所形成的一條條的圓錐曲線皆相應地伸縮、平移而成為躺在Ω上

的圓錐曲線。（同色相對應） 
2. PQRΔ 的中點三角形的內部區域，即 PQRΔ 的內切橢圓的中心軌跡，會以跟上面的 1.所描

述的方式變形成為「截出四邊形區域的內切四面橢圓的中心所形成的線織面」。 
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實際用 Cabri3D 所做出的----以平行截面截一四面體而截出四邊形時四邊形內切橢圓之四

個 Gergonne 點的軌跡。將此截面平行移動即可掃出四個曲面。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、結論： 

1. 三角形內接指定形狀三角形： 

    (1)其五心軌跡分別在一條直線上。                  

    (2)當 2

))cos(1(

X

CBC
r

ACAC
m

+−
=

θ
時產生最小值，其中 m 為一邊上之參數，我們可以 

    用尺規作圖的方法將此點作出，又，產生最小值時其中一邊長為
rX

ABC面積Δ2 ，其中  

    
2

2

22 1)cos(BCAC2 BC
r

C
r

ACX ++−= θ 。 

2. 四面體內接正四面體： 

(1) 當選取面不固定時，其重心軌跡為一立體空間的區域。 

(2) 當選取面與四面體某面平行時，其重心軌跡在同一平面上，且為一四次曲線。 

(3) 當選取面與四面體某面平行時，欲找出其最小或最大值，只要在該面之三角形內，找

出最小或最大之內接正三角形即可。 

(4) 當選取面之法向量固定，而不與四面體某面平行，我們算出最小值之產生情況，且能

用立體幾何作圖軟體找出最小值之發生點。 



24 

3. 作一四邊形之內切橢圓： 

    (1) 其 Gergonne 點(有 4 個)之軌跡皆為圓錐曲線的一部分。 

    (2) 一般四邊形皆可放入三角形中，作為底的一邊，其 Gergonne 點的軌跡必為雙曲線的 
       一部分，而其對邊的軌跡則可能為各類圓錐曲線，又當四邊形為平行四邊形時， 4

個特殊點之軌跡都分別為拋物線之一部份。 

    (3) 其 Gergonne 點之軌跡與兩對角線分別相切於四邊形兩頂點上。 

4. 以同一法向量的平面截一四面體， 

   (1)在截出三角形的區域內，三角形內切橢圓會隨截面連續變動跑出許多橢圓錐，而橢圓

中心會存在於由「中點三角形」所構成的三角錐內，Gergonne 點的軌跡則會遍滿可由

截面產生三角形的區域內。 
(2)在截出四邊形的區域內，四邊形內切橢圓中心軌跡為兩歪斜線段所成的線織面， 
  Gergonne 點的軌跡為圓錐曲線所掃出的曲面的一部分。 

   (3)當截面平行而連續地變動時，固定其中任何一個截出的三角形，它會以巧妙的結構地 
     變形為「截出四邊形之區域」的「所有內切四面橢圓的 Gergonne 點軌跡曲面及中心軌 
     跡線織面」。 

 
 
 
 
 
 

陸、討論與未來展望： 

1. 三角形內接指定形狀三角形，其五心軌跡之方向有什麼幾何特性？ 

2. 四面體內接正四面體的邊長最小值與重心軌跡仍盼更加透徹更加完整的了解。 

3. 給定一四面體，可作內切三面圓、內切四面圓，希望探討其圓心軌跡與最大最小值。 
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【評語】040404 

策劃科展作品時，請思考要如何利用圖形來解說。如果實驗

數據的確很重要，請盡量以圖表來呈現。如果幾何圖形能夠

作有意義的動態變化，請用動態畫面取代靜態畫面。 
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