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摘要 

運用中線性質、平行線交換面積、等角面積比定理和作相似形、作三點共圓等，求出「過三

角形邊上、內部、外部任意點」的三角形面積平分線。再探討出過三角形內部點的位置和面

積平分線的數目關係。並擴大解出「過四邊形至 𝑁 邊形邊上、內部、外部任意點」的 𝑁 邊形

面積平分線。 

壹、研究動機 
在八下我們學到尺規作圖，看到一道數學題：「求過三角形邊上一點的面積平分線」，引起我

們的興趣，所以我們便著手去研究「過任意點的三角形面積平分線」，進而深入探討「求過任

意點作四邊形、五邊形至 𝑁 邊形的面積平分線」。我們先自行研究後，再比較參考相關的研

究資料。發現對三角形我們有不同的作圖解法，以及對「四邊形至 𝑁 邊形，過內部、外部任

意點作面積平分線」的問題，我們也研究出解法。於是把我們的研究過程整理出來作為報告。 

貳、研究目的 

一、求過任意點，作三角形面積平分線。 

二、求過任意點，作四邊形面積平分線。 

三、求過任意點，作 𝑁 邊形面積平分線。 

參、研究器材 

圓規、直尺、三角板、𝑇𝑕𝑒 𝐺𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟′𝑠 𝑆𝑘𝑒𝑡𝑐𝑕𝑝𝑎𝑑 𝑉4 (電腦作圖軟體) 

肆、文獻探討 

一、多邊形面積平分線的參考文獻中，大都是探討過邊上一點的面積平分線。由三角形、四

邊形、五邊形，先求出過頂點的面積平分線，再推展至過邊上任意點的面積平分線。至

於多邊形，則先分割成好幾個三角形、四邊形、五邊形，再進一步解決，方法較繁複。

而我們利用平行線交換面積法，先將多邊形轉換成等面積之三角形，然後以三角形中線

來平分面積。必要時，再利用平行線交換面積法修正，解出所求正確的面積平分線。 

二、過任意點作「邊數大於 3 的多邊形」面積平分線的問題，除了過邊上之點作平分線之外

並無發現相關文獻，而我們自行研究出一套解法。 

三、作三角形內或外任意點的面積平分線，一般文獻是用兩次相似形的解法。而我們不同的

作法是僅用一次相似形。 

四、台中一中以線性變換、基本偏微分及坐標平面系統，求出三角形分割線形成的包絡線，

並證明此分割線之中點連線為雙曲線。再延伸至任意等分分割線的存在性，與無解區存

在的範圍。 

五、北縣福和國中建立坐標系統，利用方程式導出面積平分線，再算出點在多邊形何處有幾

條面積平分線，並算出多邊形的面積平分線數量。 

六、「多邊形形上點面積等分線探討」此作品主要研究為多邊形邊上一點作兩等分分割線，再

延伸至任意等分分割線作圖法之研究。並討論到凹多邊形之分割作法，但若凹多邊形分

割成 3 個以上之區域，則算無解。 
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伍、研究方法及過程 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

一、求過任意點，作三角形面積平分線。 

問題一：過 ∆𝐴𝐵𝐶 之頂點 𝐴 作面積平分線 

 

作法： 如圖 1  

1. 取 𝐵𝐶 之中點 𝑃 

2. 連中線 𝐴𝑃       ，即為所求面積平分線 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明： 如圖 2  

1. 作 𝐴𝐻 ⊥ 𝐵𝐶 交 𝐵𝐶 於 𝐻 

2. ∆𝐴𝐵𝑃 面積 =
1

2
× 𝐵𝑃 × 𝐴𝐻 ， ∆𝐴𝐶𝑃 面積 =

1

2
× 𝐶𝑃 × 𝐴𝐻 

0. ∵ 𝐵𝑃 = 𝐶𝑃   ∴ ∆𝐴𝐵𝑃 面積 = ∆𝐴𝐶𝑃 面積  等底同高  

0. 故三角形中線 𝐴𝑃       為面積平分線，得證 

 

 

 

𝐴 

𝐵 𝐶 𝑃 𝐻 

┐ 

𝐴 

𝐵 𝐶 𝑃 

圖 1 圖 2 

 
三角形，點在頂點或邊上 
 
 

 
三角形，點在內部 

 
 
 

 
三角形，點在外部 

 
 

文
獻
參
考
與
比
較 

  

 
四邊形，點在頂點或邊上 
 
 

 
四邊形，點在內部 

 
 

 
四邊形，點在外部 

 
 

 
N 邊形，點在頂點或邊上 

 
 

 
  

邊
形
，
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意
位
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問題二：過 ∆𝐴𝐵𝐶 邊上一點 𝐾 作面積平分線 

 

 一  𝐾 在 𝐴𝐶 邊上，且不為 𝐴𝐶 中點 

 如圖 3，若 𝐾 為中點，則連 𝐵𝐾       中線，即為面積平分線  

 

作法： 如圖 4 和圖 5  

1. 連 𝐵𝐾 

2. 取 𝐴𝐶 中點 𝑀 

3. 作 𝑀𝑃 // 𝐵𝐾 交 𝐵𝐶 或 𝐴𝐵 於 𝑃  

4. 連 𝐾𝑃       ，即為所求面積平分線 

 

 

證明： 如圖 4，交 𝐵𝐶 於 𝑃  

1. 連 𝐵𝑀 

2. ∵ 𝑀𝑃 // 𝐵𝐾   ∴ ∆𝐵𝑃𝑀 面積 = ∆𝐾𝑃𝑀 面積  同底等高  

3. ∆𝐾𝑃𝐶 面積 = ∆𝑀𝑃𝐶 面積 + ∆𝐾𝑃𝑀 面積 

0. ∆𝐾𝑃𝐶 面積 = ∆𝑀𝑃𝐶 面積 + ∆𝐵𝑃𝑀 面積 

0. ∆𝐾𝑃𝐶 面積 = ∆𝑀𝐵𝐶 面積 =
1

2
∆𝐴𝐵𝐶 面積 

   故 𝐾𝑃       為面積平分線，得證 

 

 

證明： 如圖 5，交 𝐴𝐵 於 𝑃  略 

 

 二  𝐾 在 𝐴𝐵 邊上 如圖 6 和圖 7  

 

 

 

 

 

 

 

 三  𝐾 在 𝐵𝐶 邊上 如圖 8 和圖 9  

 

 

 

 

 

 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝑀 

𝑃 

𝐾 

圖 4 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝑀 
𝑃 𝐾 

圖 5 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝑀 
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𝐾 

圖 6 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝑀 

𝑃 

𝐾 圖 7 

𝐵 

𝐴 

𝐶 𝑀 

𝑃 

𝐾 

圖 8 

𝐵 

𝐴 

𝐶 𝑀 

𝑃 

𝐾 

圖 9 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝐾 

圖 3 
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問題三：過 ∆𝐴𝐵𝐶 內一點 𝐾 作面積平分線 

構想： 如圖 10  

1. 能利用的是 𝐴𝐾 ，所以先在 𝐴𝐵 上取 𝐾′  使 𝐴𝐾′ = 𝐴𝐾 ， 

1. 再作出面積平分線 𝐾′𝐸′          ，以取得 𝐴𝐸′  。 

2. 因 𝑃𝑄       即為所求面積平分線，故利用等角面積比定理， 

2. 得到 𝐴𝑃 × 𝐴𝑄 = 𝐴𝐾′ × 𝐴𝐸′  。 

3. 因而設計 ∆𝐴𝑃𝐸~∆𝐴𝐾𝑄 ，其中 𝐴𝐸 = 𝐴𝐸′   如圖所示  。 

4. 又過 𝐾 點作 𝐴𝐶 平行線交 𝐴𝐸 延長線於 𝐹 ，形成 𝑃, 𝐾, 𝐸, 𝐹 四點共圓， 

4. 最後利用 𝐾, 𝐸, 𝐹 共圓，在 𝐴𝐵 上取得 𝑃 點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

※等角面積比定理：兩三角形面積比 = 等角兩邊乘積比 

∠𝐵 = ∠𝐸 ， ∆𝐴𝐵𝐶 面積 ∶ ∆𝐷𝐸𝐹 面積 =  𝐴𝐵 × 𝐵𝐶 ∶  𝐷𝐸 × 𝐸𝐹  

證明： 如圖 11  

1. ∆𝐴𝐵𝐻~∆𝐷𝐸𝐼  𝐴𝐴  ， ⇒
𝐴𝐵

𝐴𝐻
=

𝐷𝐸

𝐷𝐼
 

2. ∆𝐴𝐵𝐶 面積 ∶ ∆𝐷𝐸𝐹 面積 

    =  
1

2
× 𝐵𝐶 × 𝐴𝐻 ∶  

1

2
× 𝐸𝐹 × 𝐷𝐼  

    =
𝐴𝐵

𝐴𝐻
 

1

2
× 𝐵𝐶 × 𝐴𝐻 ∶

𝐷𝐸

𝐷𝐼
 

1

2
× 𝐸𝐹 × 𝐷𝐼  

    =  𝐴𝐵 × 𝐵𝐶 ∶  𝐷𝐸 × 𝐸𝐹  ，得證 

 

 

 

 

 

 

圖 10 
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𝐴 

𝐶 

𝐾′ 

𝑃 𝐾 

𝑄 

𝐸′ 

𝐹 

𝐸 

𝑅 

圖 11 
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┐ ┐ 
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作法： 如圖 12  

1. 連 𝐴𝐾 ，並在 𝐴𝐵 上取 𝐾′  使 𝐴𝐾′ = 𝐴𝐾 

2. 作過 𝐾′  之面積平分線交 𝐴𝐶 於 𝐸′  (作法見問題二) 

3. 在 ∆𝐴𝐵𝐶 內作 ∠𝐾′𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐸′  ，並使 𝐴𝐸 = 𝐴𝐸′  

4. 作 𝐾𝐹 // 𝐴𝐶 交 𝐴𝐸 延長線於 𝐹 

5. 作過 𝐾, 𝐸, 𝐹 三點的圓交 𝐴𝐵 於 𝑃 

6. 連 𝐾𝑃       交 𝐴𝐶 於 𝑄 ， 𝐾𝑃       即為所求面積平分線 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明： 如圖 13  

1. 連 𝑃𝐸 

2. ∵ 𝑃, 𝐾, 𝐸, 𝐹 共圓 ∴ ∠𝑃𝐾𝐹 = ∠𝑃𝐸𝐹   等弧對等角  

3. 又 𝐾𝐹 // 𝐴𝐶 ， ∴ ∠𝐾𝑄𝐴 = ∠𝐹𝐾𝑄 = 180°− ∠𝑃𝐾𝐹 = 180°− ∠𝑃𝐸𝐹 = ∠𝑃𝐸𝐴 

4. ∠𝑃𝐴𝐸 = ∠𝐾′𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐸′ = ∠𝐾𝐴𝑄 

5. 在 ∆𝐴𝑃𝐸 與 ∆𝐴𝐾𝑄 中 

     
∠𝐾𝑄𝐴 = ∠𝑃𝐸𝐴
∠𝑃𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝑄

 ⇒ ∆𝐴𝑃𝐸~∆𝐴𝐾𝑄  𝐴𝐴  ⇒ 𝐴𝑃 ∶ 𝐴𝐸 = 𝐴𝐾 ∶ 𝐴𝑄 

     ∴ 𝐴𝑃 × 𝐴𝑄 = 𝐴𝐾 × 𝐴𝐸 = 𝐴𝐾′ × 𝐴𝐸′  

6. 由等角面積比定理  見※   

    得 ∆𝐴𝑃𝑄 面積 ∶ ∆𝐴𝐾′𝐸′  面積 =  𝐴𝑃 × 𝐴𝑄 ∶  𝐴𝐾′ × 𝐴𝐸′ = 1 ∶ 1 

    又 𝐾′𝐸′          為 ∆𝐴𝐵𝐶 面積平分線， ∴ ∆𝐴𝑃𝑄 面積 = ∆𝐴𝐾′𝐸′  面積 =
1

2
∆𝐴𝐵𝐶 面積 

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝐾′ 

𝑃 𝐾 

𝑄 

𝐸′ 

𝐹 

𝐸 

圖 12 
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    故 𝐾𝑃       為面積平分線，得證 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

說明： 

本題作法 5. ，作過 𝐾, 𝐸, 𝐹 三點的圓交 𝐴𝐵 於 𝑃 還交於 𝑅  如圖 11  

連 𝐾𝑅       ，亦為另一條面積平分線，證明略 

 

※等角面積比定理：兩三角形面積比 = 等角兩邊乘積比 

∠𝐵 = ∠𝐸 ， ∆𝐴𝐵𝐶 面積 ∶ ∆𝐷𝐸𝐹 面積 =  𝐴𝐵 × 𝐵𝐶 ∶  𝐷𝐸 × 𝐸𝐹  

 

 

問題四：過 ∆𝐴𝐵𝐶 外一點 𝐾 作面積平分線 

作法： 如圖 14  

1. 連 𝐴𝐾 ，在 𝐴𝐵 上取 𝐾′  使 𝐴𝐾′ = 𝐴𝐾 

2. 作過 𝐾′  之面積平分線交 𝐴𝐶 於 𝐸′  (作法見問題二) 

3. 在 ∆𝐴𝐵𝐶 外作 ∠𝐾′𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐸′  ，並使 𝐴𝐸 = 𝐴𝐸′  

4. 作 𝐾𝐹 // 𝐴𝐶 交 𝐴𝐸 延長線於 𝐹 

5. 作過 𝐾, 𝐸, 𝐹 三點的圓交 𝐴𝐵 於 𝑃 

6. 連 𝐾𝑃       交 𝐴𝐶 於 𝑄 ， 𝐾𝑃       即為所求面積平分線 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 13 
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證明： 如圖 15  

1. 連 𝑃𝐸 

2. ∵ 四邊形 𝑃𝐾𝐹𝐸 為圓內接四邊形 ∴ ∠𝑃𝐾𝐹 + ∠𝑃𝐸𝐹 = 180° 

3. 又 𝐾𝐹 // 𝐴𝐶 ， ∴ ∠𝐾𝑄𝐴 = ∠𝐾′𝐾𝑄 = 180°− ∠𝑃𝐾𝐹 = ∠𝑃𝐸𝐴 

4. ∠𝑃𝐴𝐸 = ∠𝐾′𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐸′ = ∠𝐾𝐴𝑄 

5. 在 ∆𝐴𝑃𝐸 與 ∆𝐴𝐾𝑄 中 

     
∠𝐾𝑄𝐴 = ∠𝑃𝐸𝐴
∠𝑃𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝑄

 ⇒ ∆𝐴𝑃𝐸~∆𝐴𝐾𝑄  𝐴𝐴  ⇒ 𝐴𝑃 ∶ 𝐴𝐸 = 𝐴𝐾 ∶ 𝐴𝑄 

     ∴ 𝐴𝑃 × 𝐴𝑄 = 𝐴𝐾 × 𝐴𝐸 = 𝐴𝐾′ × 𝐴𝐸′  

6. 由等角面積比得 ∆𝐴𝑃𝑄 面積 ∶ ∆𝐴𝐾′𝐸′  面積 =  𝐴𝑃 × 𝐴𝑄 ∶  𝐴𝐾′ × 𝐴𝐸′ = 1 ∶ 1 

    又 𝐾′𝐸′          為 ∆𝐴𝐵𝐶 面積平分線， ∴ ∆𝐴𝑃𝑄 面積 = ∆𝐴𝐾′𝐸′  面積 =
1

2
∆𝐴𝐵𝐶 面積 

    故 𝐾𝑃       為面積平分線，得證 

 

 

 

 

 

 

 

說明： 如圖 16  

本題作法若 𝐴𝐾 > 𝐴𝐵 ，則 

1. 連 𝐴𝐾 ，在 𝐴𝐵 延長線上取 𝐾′  使 𝐴𝐾′ = 𝐴𝐾 

2. 取 𝐴𝐶 之中點 𝑀 ，連 𝐾′𝑀 ，並作 𝐵𝐸′  // 𝐴𝐶 交 𝐴𝐶 於 𝐸′  ，再連 𝐾′𝐸′  

2. (目的使 ∆𝐴𝐾′𝐸′ 面積 =
1

2
∆𝐴𝐵𝐶 面積) 

3. 在 ∆𝐴𝐵𝐶 外作 ∠𝐾′𝐴𝐸 = ∠𝐾𝐴𝐸′  ，並使 𝐴𝐸 = 𝐴𝐸′  

4. 作 𝐾𝐹 // 𝐴𝐶 交 𝐴𝐸 延長線於 𝐹 

5. 作過 𝐾, 𝐸, 𝐹 三點的圓交 𝐴𝐵 於 𝑃 

6. 連 𝐾𝑃       交 𝐴𝐶 於 𝑄 ， 𝐾𝑃       即為所求面積平分線 

證明  同圖 15 證明  略 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 16 
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討論一： 

1. 透過 𝐺𝑆𝑃 作出三角形所有面積平分線，如圖 17。我們發現三角形三條中線(紅線) 

的延長線，將面積平分線大致分成如圖中黃綠藍三個區域。 

 

2. 過任意點 𝐾 求作面積平分線，若 𝐾 在藍色區域內(其所夾的邊為 𝐴𝐵 或 𝐴𝐶 )，則

 𝐾′  點可在 𝐴𝐵 或 𝐴𝐶 邊上取得 𝐴𝐾′ = 𝐴𝐾 ；若 𝐾 在綠色區域內，則 𝐾′  點可在 𝐴𝐵 

或 𝐵𝐶 邊上取得 𝐵𝐾′ = 𝐵𝐾 ；若 𝐾 在黃色區域內，則 𝐾′  點可在 𝐴𝐶 或 𝐵𝐶 邊上取

得  𝐶𝐾′ = 𝐶𝐾。 

3. 在重心附近，面積平分線會交疊形成三條曲線。三曲線所圍成的「重心區」內的

點都可作出三條面積平分線；過曲線上的點則可作出二條面積平分線；過曲線的

交點或重心區外的點就只能作出一條面積平分線。 

4. 當兩條面積平分線的兩端點愈靠近，其交點則愈接近面積平分線的中點。因此，

重心區的「曲線」是由所有面積平分線的中點所形成。曲線的交點分別為三中線

的中點。 

5. 如圖 18，重心為三中線交點，而過重心區內藍色區內的點，所作出的三條面積

平分線，是兩條藍色及一條綠色；過藍色區曲線上的點，所作出的二條面積平分

線，是一條藍色及一條綠色。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 17 

圖 18 
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二、求過任意點，作四邊形面積平分線。 

問題五：過四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 之頂點 𝐴 作面積平分線 

 

作法： 

1. 連 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 交於 𝐸 點 

2. 比較 𝐵𝐸, 𝐷𝐸 之大小 

     目的使所求出的面積平分線不須再作修正  

 

     1 若 𝐵𝐸 = 𝐷𝐸  如圖 19 ，則 𝐴𝐶       即為所求之面積平分線 

     證明： 如圖 20  

     1. 作 𝐵𝐻,𝐷𝐼 ⊥ 𝐴𝐶 

     2. ∆𝐵𝐸𝐻 ≅ ∆𝐷𝐸𝐼  𝐴𝑆𝐴 ⇒ 𝐵𝐻 = 𝐷𝐼 

        ⇒ ∆𝐴𝐵𝐶 面積 = ∆𝐴𝐷𝐶 面積  同底等高  

        故 𝐴𝐶       為面積平分線，得證 

 

 

     2 若 𝐵𝐸 < 𝐷𝐸  如圖 21 ，則作 𝐵𝐹 // 𝐴𝐶 交 𝐶𝐷 延長線於 𝐹 ，再取 𝐷𝐹 之中點 𝑃  

     2 連 𝐴𝑃       ，即為所求之面積平分線 

     證明： 

     1. 連 𝐴𝐹 

     2. ∵ 𝐵𝐹 // 𝐴𝐶  ∴ ∆𝐴𝐵𝐶 面積 = ∆𝐴𝐹𝐶 面積  同底等高  

        ⇒ ∆𝐴𝐹𝐷 面積 = ∆𝐴𝐶𝐷 面積 + ∆𝐴𝐹𝐶 面積 

                                     = ∆𝐴𝐶𝐷 面積 + ∆𝐴𝐵𝐶 面積 

                                     = 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積 

     3. 又 𝐴𝑃       為 ∆𝐴𝐹𝐷 中線 

        ⇒ ∆𝐴𝑃𝐷 面積 =
1

2
∆𝐴𝐹𝐷 面積 =

1

2
 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積 

         故 𝐴𝑃       為面積平分線，得證 

 

     3 若 𝐵𝐸 > 𝐷𝐸  如圖 22 ，則作 𝐷𝐺 // 𝐴𝐶 交 𝐵𝐶 延長線於 𝐺 ，再取 𝐵𝐺 之中點 𝑄  

           連 𝐴𝑄       ，即為所求之面積平分線 

    證明：由 2 之證明，同理可證得 𝐴𝑄       為面積平分線 
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問題六：過四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 邊上一點 𝐾 作面積平分線，𝐾 在 𝐴𝐵 邊上， 𝑀 為 𝐴𝐵 中點 

 一  若 𝐴𝐾 ≤ 𝐵𝐾 

作法： 如圖 23  

1. 連 𝐾𝐷 ，作 𝐴𝐸 // 𝐾𝐷 交 𝐶𝐷 延長線於 𝐸 

2. 連 𝐾𝐸 ，作過四邊形 𝐾𝐵𝐶𝐸 頂點 𝐾 之面積平分線 𝐾𝑃       交 𝐵𝐶 或 𝐶𝐷 於 𝑃  作法見問題五  

     𝐾𝑃       即為所求四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 之面積平分線 

 

證明： 如圖 23  

1. ∵ 𝐴𝐸 // 𝐾𝐷  ∴ ∆𝐴𝐾𝐷 面積 = ∆𝐸𝐾𝐷 面積  同底等高  

    ⇒ 四邊形 𝐾𝐵𝐶𝐸 面積 = 四邊形 𝐾𝐵𝐶𝐷 面積 + ∆𝐸𝐾𝐷 面積 

                                               = 四邊形 𝐾𝐵𝐶𝐷 面積 + ∆𝐴𝐾𝐷 面積 

                                               = 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積 

2. 又 𝐾𝑃       為四邊形 𝐾𝐵𝐶𝐸 之面積平分線 

    故 𝐾𝑃       亦為四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 之面積平分線，得證 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 二  若 𝐴𝐾 ≥ 𝐵𝐾 

作法： 如圖 24  

1. 連 𝐾𝐶 ，作 𝐵𝐹 // 𝐾𝐶 交 𝐶𝐷 延長線於 𝐹 

2. 連 𝐾𝐹 ，作過四邊形 𝐾𝐶𝐷𝐴 頂點 𝐾 之面積平分線 𝐾𝑄       交 𝐴𝐷 或 𝐶𝐷 於 𝑄  作法見問題五  

     𝐾𝑄       即為所求四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 之面積平分線 

 

證明：由  一  之證明，同理可證得 𝐾𝑄       為面積平分線 
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問題七：過四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內一點 𝐾 作面積平分線 

 

作法： 如圖 25  

1. 過頂點 𝐶 作面積平分線 𝐶𝐸  作法見問題六  

2. 延長 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 交於 𝐹 

3. 連 𝐹𝐾 ，並在 𝐹𝐶 上取 𝐾′  使 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 

4. 連 𝐾′𝐸 ，作 𝐶𝐺 ′  平行 𝐾′𝐸 交 𝐹𝐷 於 𝐺 ′  ，並連 𝐾′𝐺 ′  

5. 在 ∆𝐹𝐶𝐷 內作 ∠𝐾′𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝐺 ′  ，並使 𝐹𝐺 = 𝐹𝐺 ′  

6. 作 𝐾𝐻 平行 𝐹𝐷 交 𝐹𝐺 延長線於 𝐻 

7. 作過 𝐾, 𝐺, 𝐻 三點的圓交 𝐹𝐶 於 𝑃 

8. 連 𝐾𝑃       交 𝐹𝐷 於 𝑄 ， 𝐾𝑃       即為所求面積平分線 
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證明： 如圖 26  

1. ∵ 𝐶𝐺 ′  // 𝐾′𝐸  ∴ ∆𝐾′𝐸𝐶 面積 = ∆𝐾′𝐸𝐺 ′  面積 (同底等高) 

    ⇒ ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 = ∆𝐹𝐾′𝐸 面積 + ∆𝐾′𝐸𝐺 ′  面積 

                                   = ∆𝐹𝐾′𝐸 面積 + ∆𝐾′𝐸𝐶 面積 

                                   = ∆𝐹𝐶𝐸 面積 

2. 連 𝑃𝐺 

3. ∵ 𝑃, 𝐾, 𝐺, 𝐻 共圓 ∴ ∠𝑃𝐾𝐻 = ∠𝑃𝐺𝐻   等弧對等角  

4. 又 𝐾𝐻 // 𝐹𝐷 ， ∴ ∠𝐾𝑄𝐹 = ∠𝐻𝐾𝑄 = 180°− ∠𝑃𝐾𝐻 = 180°− ∠𝑃𝐺𝐻 = ∠𝑃𝐺𝐹 

5. ∠𝑃𝐹𝐺 = ∠𝐾′𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝐺 ′ = ∠𝐾𝐹𝑄 

6. 在 ∆𝐹𝑃𝐺 與 ∆𝐹𝐾𝑄 中 

     
∠𝐾𝑄𝐹 = ∠𝑃𝐺𝐹
∠𝑃𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝑄

 ⇒ ∆𝐹𝑃𝐺~∆𝐹𝐾𝑄  𝐴𝐴  ⇒ 𝐹𝑃 ∶ 𝐹𝐺 = 𝐹𝐾 ∶ 𝐹𝑄 

     ∴ 𝐹𝑃 × 𝐹𝑄 = 𝐹𝐾 × 𝐹𝐺 = 𝐹𝐾′ × 𝐹𝐺 ′  

7. 由等角面積比得 ∆𝐹𝑃𝑄 面積 ∶ ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 =  𝐹𝑃 × 𝐹𝑄 ∶  𝐹𝐾′ × 𝐹𝐺 ′ = 1 ∶ 1 

    又 ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 = ∆𝐹𝐶𝐸 面積， ∴ ∆𝐹𝑃𝑄 面積 = ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 = ∆𝐹𝐶𝐸 面積 

8. 又 𝐶𝐸      為四邊形 𝐴𝐵𝐶D 面積平分線 

    ⇒ 四邊形 𝑄𝑃𝐶𝐷 面積 = ∆𝐹𝐶𝐷 面積 − ∆𝐹𝑃𝑄 面積 

                                              = ∆𝐹𝐶𝐷 面積 − ∆𝐹𝐶𝐸 面積 

                                              = ∆𝐸𝐶𝐷 面積 

                                              =
1

2
 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積 

    故 𝐾𝑃       為面積平分線，得證 
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問題八：過四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 外一點 𝐾 作面積平分線 

 

作法： 如圖 27  

1. 過頂點 𝐶 作面積平分線 𝐶𝐸  作法見問題六  

2. 延長 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 交於 𝐹 

3. 連 𝐹𝐾 ，並在 𝐹𝐶 上取 𝐾′  使 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 

4. 連 𝐾′𝐸 ，作 𝐶𝐺 ′  平行 𝐾′𝐸 交 𝐹𝐷 於 𝐺 ′  ，並連 𝐾′𝐺 ′  

5. 在 ∆𝐹𝐶𝐷 外作 ∠𝐾′𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝐺 ′  ，並使 𝐹𝐺 = 𝐹𝐺 ′  

6. 作 𝐾𝐻 平行 𝐹𝐷 交 𝐹𝐺 延長線於 𝐻 

7. 作過 𝐾, 𝐺, 𝐻 三點的圓交 𝐹𝐶 於 𝑃 

8. 連 𝐾𝑃       交 𝐹𝐷 於 𝑄 ， 𝐾𝑃       即為所求面積平分線 
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證明： 如圖 28  

1. ∵ 𝐶𝐺 ′  // 𝐾′𝐸  ∴ ∆𝐾′𝐸𝐶 面積 = ∆𝐾′𝐸𝐺 ′  面積 (同底等高) 

    ⇒ ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 = ∆𝐹𝐾′𝐸 面積 + ∆𝐾′𝐸𝐺 ′  面積 

                                   = ∆𝐹𝐾′𝐸 面積 + ∆𝐾′𝐸𝐶 面積 

                                   = ∆𝐹𝐶𝐸 面積 

2. 連 𝑃𝐺 

3. ∵ 四邊形 𝐻𝐾𝑃𝐺 為圓內接四邊形 ∴ ∠𝑃𝐾𝐻 + ∠𝑃𝐺𝐻 = 180° 

4. 又 𝐾𝐻 // 𝐹𝐷 ， ∴ ∠𝐾𝑄𝐹 = ∠𝐾′𝐾𝑄 = 180°− ∠𝑃𝐾𝐻 = ∠𝑃𝐺𝐻 

5. ∠𝑃𝐹𝐺 = ∠𝐾′𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝐺 ′ = ∠𝐾𝐹𝑄 

6. 在 ∆𝐹𝑃𝐺 與 ∆𝐹𝐾𝑄 中 

     
∠𝐾𝑄𝐹 = ∠𝑃𝐺𝐻
∠𝑃𝐹𝐺 = ∠𝐾𝐹𝑄

 ⇒ ∆𝐹𝑃𝐺~∆𝐹𝐾𝑄  𝐴𝐴  ⇒ 𝐹𝑃 ∶ 𝐹𝐺 = 𝐹𝐾 ∶ 𝐹𝑄 

     ∴ 𝐹𝑃 × 𝐹𝑄 = 𝐹𝐾 × 𝐹𝐺 = 𝐹𝐾′ × 𝐹𝐺 ′  

7. 由等角面積比得 ∆𝐹𝑃𝑄 面積 ∶ ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 =  𝐹𝑃 × 𝐹𝑄 ∶  𝐹𝐾′ × 𝐹𝐺 ′ = 1 ∶ 1 

    又 ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 = ∆𝐹𝐶𝐸 面積， ∴ ∆𝐹𝑃𝑄 面積 = ∆𝐹𝐾′𝐺 ′  面積 = ∆𝐹𝐶𝐸 面積 

8. 又 𝐶𝐸      為四邊形 𝐴𝐵𝐶D 面積平分線 

    ⇒ 四邊形 𝑄𝑃𝐶𝐷 面積 = ∆𝐹𝐶𝐷 面積 − ∆𝐹𝑃𝑄 面積 

                                              = ∆𝐹𝐶𝐷 面積 − ∆𝐹𝐶𝐸 面積 

                                              = ∆𝐸𝐶𝐷 面積 

                                              =
1

2
 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積 

    故 𝐾𝑃       為面積平分線，得證 
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討論二：(除梯形及平行四邊形外之一般四邊形) 

1. 透過 𝐺𝑆𝑃 作出四邊形所有面積平分線，如圖 29。我們發現四邊形四條過頂點面

積平分線(紅線)，將面積平分線大致分成如圖中黃橘綠藍四個區域。 

 

2. 過任意點 𝐾 求作面積平分線，若 𝐾 在橘色區域內，則延長兩夾邊 𝐴𝐵 , 𝐶𝐷 交於 𝐹，    

在 𝐹𝐴 或  𝐹𝐷 上取得 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 ；若 𝐾 在黃色區域內，即可直接在 𝐷𝐴 或 𝐷𝐶 上

取得 𝐷𝐾′ = 𝐷𝐾 ；若 𝐾 在藍色區域內，則延長 𝐵𝐶 , 𝐴𝐷 交於 𝐹 ，在 𝐹𝐶 或 𝐹𝐷 上

取得 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 ；若 𝐾 在綠色區域內，即可直接在 𝐶𝐵 或 𝐶𝐷 上取得 𝐶𝐾′ = 𝐶𝐾。 

3. 在中央附近，面積平分線會交疊形成四條曲線。四曲線所圍成的「中央區」內的

點都可作出三條面積平分線；過曲線上的點則可作出二條面積平分線；過曲線的

交點或中央區外的點就只能作出一條面積平分線。 

4. 如圖 30，過中央區內藍色區內的點，所作出的三條面積平分線，是兩條藍色及

一條橘色；過藍色區曲線上的點，所作出的二條面積平分線，是一條藍色及一條

橘色。 

 

圖 29 

𝐵 

𝐴 

𝐶 𝐷 

圖 30 
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討論三：(梯形及平行四邊形) 

1. 求過任意點作梯形面積平分線，也是先以四頂點面積平分線來畫分四個區域(如

圖 31)。若 𝐾 點在白色區域，則依討論二之方法處理。 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 若 𝐾 點在藍色區域，兩夾邊平行，則求過 𝐾 點作梯形面積平分線，如下之作法： 

 

作法： 如圖 32  

 1 分別作過頂點 𝐴 , 𝐵 之面積平分線 𝐴𝐸 , 𝐵𝐹 ，相交於 𝐺 點 

(2)連 𝐾𝐺       ，交 𝐴𝐵 於 𝑃 ，交 𝐶𝐷 於 𝑄 ， 𝑃𝑄       即為所求面積平分線 

 

證明： 如圖 32  

 1 ∆𝐴𝐸𝐷 面積 = 四邊形 𝐴𝐵𝐹𝐷 面積  ∵ 𝐴𝐸 , 𝐵𝐹 均為面積平分線  

 1 ⇒ ∆𝐴𝐵𝐺 面積 = ∆𝐸𝐹𝐺 面積 

 2 又 ∆𝐴𝐵𝐺~∆𝐸𝐹𝐺  ∵ 𝐴𝐵  𝐶𝐷  ，故 ∆𝐴𝐵𝐺 ≅ ∆𝐸𝐹𝐺 ， ⇒ ∆𝐴𝑃𝐺 ≅ ∆𝐸𝑄𝐺 

 3 四邊形 𝐴𝑃𝑄𝐷 面積 =  四邊形 𝐴𝐺𝑄𝐷 面積 + ∆𝐴𝑃𝐺 面積 

 3 四邊形 𝐴𝑃𝑄𝐷 面積 =  四邊形 𝐴𝐺𝑄𝐷 面積 + ∆𝐸𝑄𝐺 面積 

 3 四邊形 𝐴𝑃𝑄𝐷 面積 =  ∆𝐴𝐸𝐷 面積 

 3 四邊形 𝐴𝑃𝑄𝐷 面積 =  
1

2
 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積 

 3 故 𝐾𝐺       為梯形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積平分線，得證 

 

3. 求過任意點作平行四邊形面積平分線。因平行四邊形為點對稱圖形，故任意點 𝐾 

連對稱中心點即為面積平分線(因平分線兩邊為完全對稱圖形，如圖 33)。其他如

正六邊形等點對稱圖形作法亦如此。 

4. 過梯形 𝐺 點或點對稱圖形的中心點，會有無線多條面積平分線。 

 

 

 

 

 

 

 

𝐵 𝐴 

𝐶 𝐹 𝐷 

𝐺 

𝐸 

𝐾 

𝑃 

𝑄 

圖 32 圖 31 

圖 33 
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三、求過任意點，作 𝑁 邊形面積平分線。 

問題九：過 𝑁 邊形頂點 𝐴 作面積平分線 

 

作法： 

1. 先將 𝑁 邊形逐步轉換為等面積之 𝑁 − 1 邊形、 𝑁 − 2 邊形、…、直至三角形 

2. 取三角形中線平分三角形面積 

3. 再以平行線作等面積交換修正，修正線即為面積平分線 

     以六邊形為例，如說明圖示  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

討論： 

若出現須修正交換凹四邊形面積的情況  如圖 ， 

則須做兩次面積交換。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

六邊形 五邊形 四邊形 

綠色線為等面積三角形中線 

黃色區域為面積交換修正 

紅色線為原六邊形面積平分線 

第一次平行 𝐿1 

作出褐色修正線 

交換綠色區域面積 第二次平行 𝐿2 

作出紅色修正線 

交換藍色區域面積 

紅線即為面積平分線 
𝐿1 

𝐿2 

𝐴 

𝐴 

𝐴 

三角形 

𝐴 

𝐴 

𝐴 𝐴 𝐴 
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問題十：過 𝑁 邊形邊上一點 𝐾 作面積平分線 

 

作法： 

1. 仿問題六之作法，先將 𝑁 邊形轉換為以 𝐾 為頂點的等面積之新 𝑁 邊形 

2. 再以問題九之作法，作出面積平分線 

     以六邊形為例，說明圖示如下  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問題十一：過 𝑁 邊形內一點 𝐾 作面積平分線 

 

作法： 

1. 取兩條最靠近 𝐾 點之 𝑁 邊形頂點面積平分線  作法見問題九  

    並延長兩平分線所夾的邊交於 𝐹 

 

 

 

 

 

2. 在延長線上取 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 ，並利用平行線交換面積，做出另一條面積平分線 𝐾′𝐺 ′  

 

 

 

 

 

 

3. 仿問題七之作法，作出過 𝐾 點之面積平分線 

 

 

 

 

 

 𝐹 

𝐾 

𝐾 𝐾 𝐾 

𝐾 

𝐹 

𝐾′ 

𝐺 ′  

𝐾 

𝐹 
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問題十二：過 𝑁 邊形外一點 𝐾 作面積平分線 

 

作法： 以六邊形為例，並依 𝐾 點距離遠近分述兩種情況  

1. 取兩條最靠近 𝐾 點之 𝑁 邊形頂點面積平分線， 

    並延長兩平分線所夾的邊交於 𝐹 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 在延長線上取 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 ，並利用平行線交換面積，做出另一條面積平分線 𝐾′𝐺 ′  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 仿問題八之作法，作出過 𝐾 點之面積平分線 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐾 

𝐹 

𝐾 

𝐹 

𝐾 

𝐹 

𝐾 

𝐹 

𝐾 

𝐹 

𝐾′ 

𝐺 ′  

𝐾 

𝐹 

𝐾′ 

𝐺 ′  

問題十一、十二中，若兩面積平分線所夾的邊平行，

則 𝐾 點直接連兩面積平分線交點即可。 
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陸、結論 

一、「求過頂點或邊上一點，作多邊形面積平分線」。可利用平行線交換面積法，先將多邊形

轉換成等面積之三角形，再以三角形中線來平分面積。必要時，再利用平行線交換面積

法修正，解出所求正確的面積平分線。 

二、「求過內或外任意點 𝐾，作三角形面積平分線」。參考資料中是將 𝐾 點與邊上中點連線，

再作兩次相似形求解。而我們的作法不同，是先在邊上取 𝐾′  點，使 𝐾′與 𝐾 至頂點等距

離，再作出過 𝐾′ 點之面積平分線 𝐾𝐺 ′  ，取得頂點至 𝐺 ′  點的距離，再作相似形求解。 

三、所有三角形面積平分線的中點，在重心附近會形成三條曲線圍成的重心區，過重心區內

的點，可作出三條面積平分線；過曲線上的點，可作出二條面積平分線；在曲線交點或

重心區外的點，只能作一條面積平分線。 

四、對於「求過任意點 𝐾 ，作大於 3 的多邊形面積平分線」的問題，我們研究出解法。先找

出最靠近 𝐾 點的兩條過頂點面積平分線，延長兩線夾邊交於 𝐹 點，並在邊上取 𝐾′  點，

使 𝐹𝐾′ = 𝐹𝐾 ，再作出過 𝐾′  點的面積平分線 𝐾′𝐺 ′  ，最後作相似形求解；若兩線的夾邊

平行，則 𝐾 點直接連兩面積平分線交點即可得解。 

柒、未來展望 

一、利用文獻加上我們的研究，求出作多邊形任意等分的方法；目前已知在圖形中央可能出

現無解區域。 

二、往立體圖形發展，給定一個四面體與一條直線，作一平面包含該直線，並平分此四面體

的體積。 

三、往兩個三角形發展，作一條直線同時平分兩個三角形的面積。 

捌、參考資料 

一、莊焜安、許威德、黃浚柏、董晏均。面積平分線知多少。 

中華民國第二十三屆中小學科學展覽會。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑤𝑤𝑤. 𝑛𝑕𝑗𝑕. 𝑐𝑦. 𝑒𝑑𝑢. 𝑡𝑤/𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝1/𝑠𝑐𝑖𝑒𝑛𝑐𝑒 − 𝑣𝑖𝑠𝑖𝑡/𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡/93_𝑚𝑎𝑡𝑕02. 𝑝𝑑𝑓。 

二、張至皓、何玉婉、何知一、張城豪。怎樣分才公平三角形面積兩等分的尺規作圖。 

中華民國第四十六屆中小學科學展覽會。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦. 𝑛𝑡𝑠𝑒𝑐. 𝑔𝑜𝑣. 𝑡𝑤/𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦/𝑟𝑎𝑐𝑒 − 1/46/𝑗𝑢𝑛𝑖𝑜𝑟/0304/030414. 𝑝𝑑𝑓。 

三、陳鴻鑫、陳思遠。多邊形面積平分研究。中華民國第二十二屆中小學科學展覽會。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦. 𝑛𝑡𝑠𝑒𝑐. 𝑔𝑜𝑣. 𝑡𝑤/𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦/𝑟𝑎𝑐𝑒 − 1/22/𝑝𝑑𝑓/22𝑕/177. 𝑝𝑑𝑓。 

四、劉任昌。從用直線平分击五邊形的面積談起。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑤𝑤𝑤. 𝑚𝑎𝑡𝑕. 𝑠𝑖𝑛𝑖𝑐𝑎. 𝑒𝑑𝑢. 𝑡𝑤/𝑚𝑎𝑡𝑕_𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎/𝑑254/25413. 𝑝𝑑𝑓。 

五、張湘琦、鄭巧君。击 n 邊形等分面積線數量之分布探索。2006 年國際科展。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑤𝑤𝑤. 𝑡𝑦𝑐. 𝑒𝑑𝑢. 𝑡𝑤/𝑓𝑖𝑙𝑒𝑠/𝐶𝐷/𝑠𝑐𝑖𝑒𝑛𝑐𝑒45/𝑕𝑖𝑔𝑕/0304/030427. 𝑝𝑑𝑓。 

六、陳旻宏。三角形分割線形成的包絡線。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦. 𝑛𝑡𝑠𝑒𝑐. 𝑔𝑜𝑣. 𝑡𝑤/𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦/𝑟𝑎𝑐𝑒 − 1/30/𝑝𝑑𝑓/30𝑕/098. 𝑝𝑑𝑓。 

七、王秋富、林凱揚。多邊形形上點面積等分線探討。 

取自：𝑕𝑡𝑡𝑝://𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦. 𝑛𝑡𝑠𝑒𝑐. 𝑔𝑜𝑣. 𝑡𝑤/𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦/𝑟𝑎𝑐𝑒 − 1/31/𝑝𝑑𝑓/31𝑚/127. 𝑝𝑑𝑓。 



【評語】030414 

1. 作品表達具有邏輯性與系統性。 

2. 善用圖形解釋，研究結果說明清晰。 

3. 研究過程完整，學以致用，符合科學精神。 

4. 未來展望可作為延伸研究之基礎。 
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