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作品名稱:“橋＂與“路＂ 

摘要 

本文主要是要探討在兩岸平行河流兩側(或同側)的兩個地點間，應在河流的何處造橋，方

可達到首要要求(1)造橋經費最省,次要要求(2)各地與各地之間造路經費最省,即以「最短總路徑」

建立道路及橋樑之間的聯絡路徑;進而推廣至多地時應於何處造橋與如何構造「最短總路徑」。 

壹、研究動機: 

      在一次上課中老師提到一個問題:某校在近年因學生就學人數驟增,而擬在校本部隔條兩

岸平行的小河建一分校(如圖一~1),又A為校本部大門,B為分校大門,為方便人員的往來,擬建造一

座垂直於河面的橋樑,試問該橋樑應建於何處才能最方便人員的往來？我們覺得這個題目非常實

用有趣,也試著將這個題型延伸為更多元化(例如:兩岸平行的河流數量,平行河流的交角⋯⋯等);

期望能找到最適當的造橋地點與「最短總路徑」(即經費最省,往來距離最短);以下就是我們的研

究過程:  

◎研究基本型: 
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作法 註 河道兩岸 河寬為 如圖一~

作 取 連 交 於

作 連 則 即為所求

証明 如圖一~2

為平行四邊形

故

在 上 任取一點 作 連 1 2
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1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2
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即 為 地至 地的最短總路徑
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貳、研究目的: 

1.探討兩地位於兩條河岸平行的河流之外側(即異側)時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

2.探討兩地位於多條河岸平行的河流之外側(即異側)時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

3.探討兩地位於兩條河岸平行的河流之同側時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

4.探討多地位於兩條河岸平行的河流之同側時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

5.探討兩地位於兩條河流(河岸平行)交匯交集的相對面時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

6.探討兩地位於多條河岸(河岸平行)交匯交集的相對面時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

7.探討多地位於多條河岸(河岸平行)交匯交集的相對面時,應於何處造橋與構造「最短總路徑」 

參、名詞解釋: 

＜1＞最短總路徑:可以藉由路徑使任何兩地相通,且相通所有路徑總和最短,稱之「最短總路徑」 

＜2＞費馬點(Fermat Point):在三角形內部找到一個定點,使此定點到已知三角形三個頂點的距離

和為最小時,則此定點就稱之為「費馬點」 

＜3＞最小史坦納樹(Minimal Steiner Tree):在相異 N點中 ( 3)N ≥ ,連結給出點集的最短網路,稱之 

為「最小史坦納樹(Minimal Steiner Tree)」。而在相異 N 點中,連結給出點集的網路,稱之為「史

坦納樹(Steiner Tree)」 
＜4＞史坦納(Steiner)點:在最小史坦納樹上不屬於給出頂點的點,稱為「史坦納(Steiner Point)點」 
     (註:三角形中,史坦納點即為費馬點)。而修正後屬於最小史坦納樹的點(含給出頂點的點),

我們稱為「新史坦納點(New Steiner Point)」。 

肆、預備知識: 
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若 為正三角形 為 外接圓之圓心 若 為 弧上之一點,

則 且 作法與証明見附件
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作法與証明見附件

費馬點逆定理 在 的內部中一點 若 120 ,
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三角形三內角皆小於 則 為 的內部一點

至三頂點的最短距離和,且 為唯一的一點 作法與証明見附件

正弦定理 設 外接圓半徑為 若 的對邊長分別為

則 証明見附件
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最佳路徑:A→H1→H2→H3→H4
→H5→H6→H7→H8→B
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伍、準備的器材:直尺、圓規、量角器、軟體 GSP 

陸、研究過程與方法: 

【第一部分】:當河流平行、河岸平行時，橋應建於何處才能使位於河岸兩側的兩地，在互相往來

時會有最短路徑(即最短總路徑)。 

一、A地到 B地相隔兩條河岸平行的河流時:(即 A、B 兩地位於兩條河岸平行的河流的外側)  
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作法 註 河道兩岸 河寬為 河道兩岸 道路寬為 如圖二~

過 點分作各與河寬等長的垂直線段
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証明 如圖二~

在 上 任取一點 在 上 任取一點 作

連

、 、 、 皆為平行四邊形
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即 為最短總路徑

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

註:用(圖二~1)的方法可以解決 A、B 兩地位之間有若干條河岸平行的河流的問題,現僅以

四條河流為例([作法]與[証明]如(圖二~1)上,故省略;而圖形如(圖二~2))  
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【第二部分】:當河流平行、河岸平行時，橋應建於何處才能使位於河岸同側的兩地、三地、四地、

五地、⋯、N地至橋的總距離最短(即最短總路徑)。 

一、A地與 B地位於兩岸平行的河流同側時:  

  [例如]:(圖四~1)A、B 兩地位於河岸平行的河流 l 的同側,今欲在河流 l 上造一橋,以方便 A、B 兩

地的居民到河流 l對岸的親水公園休憩,並使造橋經費最省且 A、B 兩地到親水公園造路

費用最省(即造路經費最省)(亦即最短總路徑)。 

[分析一]:最初我們以為 A、B 兩地位於河岸平行的河流 l的同側的作法,也可依據“對稱軸＂與
“兩點之間以直線距離為最短＂“垂直距離最短＂的觀念,而只須比較: 

1( : )( ~ 1)AB AC AC L+ ⊥註 如圖四 與仿【研究 1】作法所得的 1 1 ( ~ 2)AG BG+ 如圖四 之

大小,就可找出符合題意的搭橋位置與道路。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[討論與比較]:(如圖四~2)因 A、B為定點,L1為定直線,所以設從 A、B到 L1的距離分別為 
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 [分析二]:在我們再次看清題意與思考之後,我們發現:橋樑是一定要垂直搭於河上(造橋經費最

省),而道路鋪設的方案應是多種多樣的,如果能使 A、B 兩地到親水公園的道路中,有某段

道路重疊使用,不就可以使 A、B 兩地到親水公園的總路徑更短,且也減少了造路的費用

嗎？因此[分析一]中的[討論與比較]所得的路徑一定不是最短總路徑,不過它卻可當作 A
地與 B地位於兩岸平行的河流同側且路徑不可重覆使用時,求得最短總路徑的方法。又

因橋樑是一定要垂直搭於河上,因此我們可將橋與河岸L1的交點,視為一點H1,透過[費馬
點逆定理]找尋出費馬點(即史坦納點)的方法,而找到了造橋的最佳位置與最短總路徑;

以下就是我們的[作法]與[証明]及[討論]: 
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作法 設地點、 至 的距離分別為 , 如圖四

過地點、 分別作 與 使 且 與 交於 分別交

於、 則 為等邊三角形

分別過、 作 與 的垂線交於 費馬點即史坦納點 過 作

則 即為所求。
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証明 如圖四
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故 即 為 之費馬點 史坦納點 証明見附件

即 為最短總路徑
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比較 與 之大小: 設
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延長 交 於 ,取 , , ;

連 交 於 ,作 交 於 ,連 ;

且 為平行四邊形

故

設、 分別為 到 、 的距離,則

又 等邊三角形一邊上之任意

1 1 1 1 2
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h
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一點到其餘兩邊距離之和等於等邊三角形之高

綜合 得 為最短總路徑
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討論 由[分析二]的 作法 與 証明中, ,顯然地, 點必落於正 的 上 點必

落於正 的 上 又因 時 故

即 點與 點重合 如圖四 ;又 時 與 重合, 落於正 外部

如圖四 因此我們分 150
( ) 150 ( ) 150d BAC e BAC

°
∠ = ° ∠ > °等五種情況討論:
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如圖四 圖四 的[作法]與[証明]

如圖四
 

1 1 1 1 1 2

1

[ ] :1. ( ) , ( ) ( ~ 5)

2. 30 , 30 , ,

3. ( ), ( ) ( )

AC H L BD L AC H d BD d

A EAC B FBD EK FK K KEF

BA O A O B AC H

⊥ ⊥ = =

∠ = ° ∠ = ° ∆

+

suur suur
作法 作 、 設 , 如圖四

過 作 過 作 並使 與 交於 則 為等邊

三角形

連 則 即為所求。
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A1

親水公園

B

A

F
EH1 D

L2

(圖四~6)

d1
L1

H2

河(l)

d2

G1

G2

K

S
T1

T2

120°<∠BAC<150°∠BAC=120°

河(l)
s1

C(H1)

(圖四~5)

K

R2
R1

親水公園

B
O

A(O)

FE CD L1

L2

d1

d2

G1

G2
A1

C1

A2

H2

s2

1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

1

[ ] : ( ~ 5)

1 ( ) , ,

, , , ( ) ( )

2 ( )
3. ( ) 30 , 120 , 30 , 60 ,

90 ,

AH A H AC H A A H H A B L G G G L

G G H H A A G G A G A G AC H A C H

t AB AC H t AG BG
C H AE CAB KAB K

KBA AB

⊥

= = =

∠ = ° ∠ = °∴∠ = ° ∠ = °

∠ = ° ⊥

Q Q

証明 如圖四

.延長 ,取 = , = ;連 交 於 ,作

則 為平行四邊形 故

.設 = + , = +

又

故 即

1 1 2

4.

( ) ( )

BK

AB AC H AB d h KEF t∴ + ∆ =

由於正三角形邊上之一點與另兩邊距離和等於一邊之高

+ = = 正 之高

 

1 1 1 2 1 2 1 1 1

1 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1

5. , , ; ,

, ; ;

( )

( ), ( )

G R EK G R FK EK FK R R G R s

G R s G R G R s s h t G A G R s G B G R s

t AG BG s s h AB AC H t

AG BG AB AC H AB AC H

⊥ ⊥ =

= + = + = = > = > =

∴ = > + = = =

>

Q

分別作 作 且分別交 、 於 、 並設

且 又

+ +

故 + + 即 + 為最短總路徑

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )120 150 ( ~ 6, ~ 5 )c BAC° < ∠ < ° 如圖四 其[作法]與圖四 同  

1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

[ ] : ( ~ 6)

1 ,

2 ,

, 180 90 , 90

; , ,

3 90 ,

AC A C AC A G A G AG

A A C BA T T T T A

AC AT AT A S ST ST T BT A

BA BT BG A G BA AT BG AG BA AC

BAO BO BA

= =

= < °∴∠ < ° ∠ > °

> ∴ + > + + > +

∠ > °∴ >

uuuv

uuuuv

Q

証明 如圖四

.延長 ,取 ,連 則

.以 為圓心 為半徑,畫圓交 於 、 ,則 為圓 之直徑,

,連 交圓 於 則弧

即 故

. 又 1 1

1

,

,

4. 2,3

AO OH AH AC

BO AO OH BA AC

AB AC

+ > >

+ + > +

因

故

綜合 得 + 為最短總路徑

 

( ) 150 ( ~ 7, ~ 6)
( ) 150 ( ~ 8, ~ 6)
d BAC
e BAC
∠ = °
∠ > °

如圖四 其[作法]與[証明]同圖四

如圖四 其[作法]與[証明]亦同圖四
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C1
G2

S

(圖四~8)

O

河(l)
C1

L1

d1

L2
DCE

F

A

K

親水公園

G1

A1

T1

T2

∠BAC>150°∠BAC=150°

T2

T1

A1

G2

G1

親水公園

B(K)

A

F
E C D

L2

d1
L1

H2

河(l)

d2

H1

O

(圖四~7)

d2S

B
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

[ ] :1. , ( )

( ) ( )
( )

2. ( ) 120 ,

( )

(
) 120

AB L AB L C H

AB BC H

ABH H L ABH

O A B OH L OH

OA OB OH ABH
AOB AOH BOH

⊥

+

∆ ° ∆

⊥

+ + ∆

∠ = ∠ = ∠ = °

suur suur
小結 當 時 則 與 之交點 為所搭橋樑之

端點,而 為最短總路徑 最小史坦納樹

如右圖

若 在 上 三內角皆小於 則 之費馬

點 史坦納點 與、 之連線段及 的 之和為

最短總路徑;亦及 為最短總路徑 最

小史坦納樹。且

 

1 13. ( ) 120 ( : 120 ), ( )
( )

ABC C L BAC AB BC H∆ ° ∠ ≥ ° +若 在 上中有一內角不小於 如 則

為最短總路徑 即最小史坦納樹。
 

二、三地 A、B、C位於兩岸平行的河流同側時:  

[分析]:若三地 A、B、C位於兩岸平行的河流同側時,且 C點與河岸 L1的距離最短;則由 A、B、
C三地與 L1上橋端點 H1等四點所連接的路徑,必不會同時有三條或三條以上的路徑同

時匯合於此四點中之任一點,其理由如下: 

因C點與橋端點H1的距離最短,所以定點C必與H1連成一線,而為最短總路徑中的一部

分,又為達最短總路徑之要求,所以 C點理應除 1CH 通路外,也為其餘通路的必經之處,而

可能有通路 BC CA與 ,故可分成下列兩種狀況:(如下圖) 

1

( ) : 120 , [ ]

( )( )

( ) : 120 ( 120 ), [ ] ,

ABC G ,

AO BO CO O AC BC

AC BC CH

ABC ABC H AB

∆ °

+ + < +

+ +

∆ ° ∠ ≥ °

狀況一 中三內角均小於 由附件 的証明中知必可作一路徑

為費馬點 亦為史坦納點

故 必不為最短總路徑

狀況二 中有一內角不小於 如 由附件 的証明中 知

 

L1 

L2 

․ 

․ 

․ 
․ 

A 

B 

H2 

C(H1) 
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(狀況二)(狀況一)

∠ACB<120°
∠ABC<120°
∠CAB<120°

C ∠ABC≥120°

B

H1

A

L2

L1

H2H2

L1

L2

A

H1

BO

C

1

1

;

( ) ( ), : ,

BC ABC AC BC AC BC CH

AC BC CH C
N

+ ∆ + + +為 中之最短路徑,而非 故 必不為最短總路徑。

綜合 狀況一 與 狀況二 我們得知 、 與 匯合於 點 不符合我們所要求的最短

總路徑原則;亦即 邊形的各頂點皆不可能為三條路徑或三條以上路徑的匯合點。而其

[作法]如下:

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

[ ] : ( )

1. , , ; ,

2. , , , , ;
[ ] : ( )

1. , , , ;

AC AB BC ABC O

AO BO CO CH L L H AO BO CO CH

AB BC CH L L H AB BC CH

∆

⊥ + + +

⊥ + +

作法 狀況一

連 作 之費馬點

連 作 交 於 則 即為所求

作法 狀況二

連 作 交 於 則 即為所求

 

1 1 1 1

1

1

1 1 1

1

1

[ ] :1. , , ( ) ,

2. ( ) 120 , ( )

3. ( )

A B C C L AC L AC L H

AB BC CH
ABC C L ABC O

A B C CH L CH

OA OB OC CH
ABC C L

⊥

+ +

∆ ° ∆

⊥

+ + +

∆

suur suur
小結 當 三點共線 與 距離最短 ,且 時 又若 與 之交點 為所搭

橋樑之端點,則 為最短總路徑

若 與 距離最短 ,三內角皆小於 則 之費馬點 即史坦納點

與、、 之連線段及 的 之和為最短總路徑;

亦即 為最短總路徑。

若 與 距離最短中有一內角

1

120 ( : 120 ),ABC

AB BC CH

° ∠ ≥ °

+ +

不小於 如

則 為最佳路徑

  

三、四地 A、B、C、D位於兩岸平行的河流同側時:  

[分析]:若四地 A、B、C、D位於兩岸平行的河流同側時,且 C點與河岸 L1的距離最短;則由 A、B、

C、D四地中,因 C點與橋端點 H1的距離最短,所以定點 C必與 H1 連成一線,形成最短總 
路徑中的一部分,而剩餘的路徑中只須找出 A、B、C、D四地中彼此互通的最短路徑,再加

上 1CH ,即為最短總路徑(亦即造路費用最省)。由[附錄]中之長方形史坦納樹的討論中, 

我們得知:每一四邊形都可以作得兩組史坦納樹且每組史坦納樹都有其軸幹,而依其軸幹

走向的不同,可分成下列四種情形:(紅色粗線為軸幹);我們只要對任一四邊形作出其兩組 

史坦納樹,再比較這兩組史坦納樹連線段總和之大小,取其總和較小者,再加上與河岸距離 

最短者就可找得最短總路徑。 
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(ii)

(iii) (iv)

軸幹過對邊

軸幹在四邊形外部軸幹過另一組對邊

軸幹過一鄰邊一對邊

(i)

m∠XYC = 120.00°

m∠DYX = 120.00°

m∠BXY = 120.00°

m∠AXB = 120.00°

河(l)
H2

H1

E

F

Y

A

B
C

D

X
軸幹

軸幹過對邊(i)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

針對上述四種情形,我們分別作了研究與修正,而找出了「最短總路徑」;(註:綠色粗線為原

史坦納樹,藍色粗線為最小史坦納樹(即為修正後的史坦納樹)) 

(a) (軸幹過四邊形對邊) (如圖(i)) (軸幹過四邊形對邊)(見[附錄]--正方形史坦納樹) 

＊仿(正方形史坦納樹的[作法]與[証明],故省略)  

1 ( )AX BX XY DY CY CH⇒ + + + + + 為最短總路徑 最小史坦納樹。 

(b) (如圖(ii)) (軸幹過四邊形之相鄰兩邊) 

1

1 1 1 1

1 1 1

[ ] :1. ( ( ) )

2. ( ) , ( ( ) )
101.52 , ( )(

) 120

3. , ( ( )

B AX BX XY CY DY ii

X A AB AY CY DY ii
AYC Y Y ADC

Y AY D CY D AY C

AB AY CY DY ii

+ + + +

→ + + +
∠ = ° → ∆

∠ = ∠ = ∠ = °

+ + +

作法 仿[附錄 ]長方形史坦納樹作法,得 如圖 之左圖

第一次修正 後 得 之路徑 如圖 之右圖棕色線

但 故作第二次修正 即找出 的費馬點或史坦納

點 使得

第二次修正後 得 為最短總路徑 如圖

1 1 1 1

1 1 1 1 1

)

[ ] :1. , ,

2. ,

BY A XBY BA AY BX XY BX XY AX

Y ADC AY DY CY AY DY CY

BA AY DY CY CH BA AY DY CY CH

∆ ∴ + < + < + +

∆ ∴ + + < + +

+ + + + < + + + +

Q

Q

之右圖藍色線

証明 連 , 為 內部之一點

為 之費馬點

故
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m∠BAY1 = 135.98°

mAY1 = 1.42公分

mDY1 = 0.94公分

mY1C = 5.04公分

0.94+5.04+1.42 = 7.40

新史坦納點Y1

m∠AYC = 101.52°

5.33+0.48+1.67 = 7.48
mAY = 1.67公分

mDY = 0.48公分

mYD = 5.33公分

m∠BAY = 150.67°

H1
H2

河(l)�河(l)� H2

H1

軸幹 軸幹

⇒

C

E

∠EXB=60° ,∠YXB=120° ,
∴∠DAB>∠YXB=120°

D F

E
F

A

B

D

C

X 原史坦納點Y

新史坦納點A
修正

原史坦納點X
原史坦納點Y

(ii)
軸幹過相鄰的兩鄰邊

Y1

B

m∠BDC = 144.19°

m∠ABD = 148.08°

H1河(l)
H2H2

原史坦納點Y

原史坦納點X
C

O

河(l)

A

F

E

軸幹

軸幹過另一組對邊(iii)

新史坦納點B
新史坦納點D

H1

軸幹 ⇒

E

F

A
B D

C

修正

原史坦納點X

原史坦納點Y

 

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

[ ] : ( ) ,
( ) , , 120 ;
120 , 120 ( ),

:

BX XY AX DY CY CH

BA AY DY CY CH
X X A

AYD CYD AYC
AY D CY D AY C Y

BA AY DY CY CH

< + + + + +

+ + + +

∠ ∠ ∠ °
° ∠ = ∠ = ∠ = °

+ + + +

即 為最短總路徑

討論 若原史坦納點 落於四邊形的外部 則修正成較靠近 的頂點 為新史坦

納點 亦即原四邊形頂點 再檢驗 與 是否等於 若不

等於 則再修正成 而 為新史坦納點

如此就可得最短總路徑

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) (如圖(iii)) (軸幹過另一組對邊) [仿(如圖(ii))] 

1

1

[ ] :1. ( ) ( ( ) )

2. , ( ( ) ),

AX BX XY CY DY iii

AB BD CD iii CH

AB BD CD CH

+ + + +

+ +

+ + +

作法 仿正 長 方形史坦納樹作法,得 如圖 之左圖

修正後 得 為最佳路徑 如圖 之右圖 再加上 而得最短

總路徑:

 

1

[ ] : , , , , ,

;

,

[ ] : ( ) ( ) ,

BD EF O AB BE FD CD B D AXO CYO

BA BO AX XO OD CD OY CY

BA BO OD CD AX XO OY CY AX XO OY CY BX DY

BA BD CD AX XY CY BX DY

BA BD CD CH
X Y

= = ∆ ∆

∴ + < + + < +

+ + + < + + + < + + + + +

⇒ + + < + + + +

+ + +

Q証明 交 於 , 且 分別為 內部之一點

故

即 為最短總路徑

討論 若原史坦納點 及原史坦納點 皆位於四邊形的外部 則修正成較靠近原史

1

( )
( ), 120 ; ,

: ( )

B B D
D CDB ABD

AB BD CD CH

∠ ∠ °

+ + +

坦

納點的頂點 為新史坦納點 即四邊形頂點 及較靠近原史坦納點的頂點 為新

史坦納點 即四邊形頂點 再檢驗 與 是否不小於 若是 則可得

最短總路徑 最小史坦納樹。
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河(l)
H1
H2H2

H1

新史坦納點A

新史坦納點D

原史坦納點Y

原史坦納點X

C
河(l)

B

F

E

軸幹

軸幹

⇒
E

F

A

BD

C

修正
原史坦納點X

原史坦納點Y

(iv) 軸幹位於四邊形外部

(d)(如圖(iv)) (軸幹位於四邊形外部) [仿(如圖(ii))] 

1

1

[ ] :1. ( ( ) )

2. , ( ( ) ),

CX DX XY AY BY iv

CD AD AB iv CH

CD AD AB CH

+ + + +

+ +

+ + +

作法 仿正方形史坦納樹作法,得 如圖 之左圖

修正後 得 為最佳路徑 如圖 之右圖 再加上 而得

最短總路徑:

 

1

[ ] :1. , , , ,
160 , 60
2

, :

2. ( , ),

( ( ) )

[

ECD C D X E

EDC ECD DEC DXC DC EDC

XDC EDC XDC DXC CX CD BY AB

ADXY DX XY AY AD

DX XY AY CX BY AD CD AB iv

AD CD AB CH

∆

∴∠ = ∠ = ∠ = ° ∠ = ∠ = °

∠ > ∠ ∴∠ > ∠ > >

+ + > >

∴ + + + + > + +

+ + +

Q

Q

証明 為正三角形 且 四點共圓

弧=

又 故 ;同理

在四邊形 中, 四邊形中 三邊之和 第四邊

如圖 之左圖

故 為最短總路徑

1

] : ( ) ( ) ,
( ) ( ) ,

120 ; , :

( )

X Y
X D Y A D A

CDA BAD

AB AD CD CH

∠ ∠ °

+ + +

討論 若原史坦納點 及原史坦納點 位於四邊形的外部 則修正成較靠近原史坦

納點 的頂點 及修正成較靠近原史坦納點 的頂點 而使 與 為新史坦納

點,再檢驗 與 是否不小於 若是 則可得最短總路徑

最小史坦納樹。

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1

1

1

[ ] :1. , , , ( )

2. ( ) ( )

, :

3. ( )
( ) ,

A B D C C L AC L H

AB BD CD CH

AB CD ABO CDO

X Y AX BX XY CY DY CH

AB CD ABO CDO
X Y

+ + +

∆ ∆

+ + + + +

∆ ∆

suur
小結 當 四點共線 與 距離最短 ,且 與 之交點 為所搭橋樑之端點,

則 為最短總路徑

若軸幹過四邊形的對邊 , 時,則作 與 之費馬點 即史坦納點

與 可得最小史坦納樹

若軸幹不同時過四邊形的兩對邊 , 時,則所作 與 之費馬點

即原史坦納點 與 , (
) ,

120
120 , ,

4. , , ,
( )

X
Y X Y

A B C D

°
°

會有落於四邊形之外 將四邊形之外的原史坦納點 或

,修正成為最靠近 或 之頂點 為新史坦納點;再檢驗位於四邊形內部史坦納

點的相鄰兩通路的夾角是否都為 及以四邊形頂點為新史坦納點的兩通路

夾角是否皆不小於 若是 則各組中的最小史坦樹即為確定

比較每一四邊形的兩組史坦納樹的大小,再取其較小者,即得聯結 四

地的最短總路徑 最小史坦納樹。

四、五地 A、B、C、D、E位於兩岸平行的河流同側時:  
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U
S

U

S

T

R
T

R

(ii)(i) L1,L2交於五邊形內部(P1)
L1不與AB相交,L2與CD相交

L1,L2交於五邊形內部(P1)
L1與AB相交,L2與CD相交

E

A

B

D

E

P1

C

L1 (軸幹)

L2 (軸幹) L2 (軸幹) L1 (軸幹)

C

P1

D

B

A

U

T

U

T

S

S

RR

(iv)(iii) L1,L2交於五邊形外部(P1 )
L1與AB相交,L2與CD相交

L1,L2交於五邊形內部(P1 )
L1不與AB相交,L2不與CD相交

EA

B

D

E

P1

C

L1 (軸幹)

L2 (軸幹) L2 (軸幹) L1 (軸幹)

C

P1

D

B

A

U

U

TT

S
S

R
R

(vi)(v) L1,L2交於五邊形外部(P1 )
L1不與AB相交,L2不與CD相交

L1,L2交於五邊形外部(P1 )
L1不與AB相交,L2與CD相交

EA

B

D
E

P1

C

L1 (軸幹)
L2 (軸幹)

L2 (軸幹)

L1 (軸幹)

C

P1

D

B

A

[分析]:與四地 A、B、C、D位於兩岸平行的河流同側時的分析雷同。設 C點與河岸 L1的距 

離最短;由[附錄 C]中之正五邊形史坦納樹文獻的[作法]與[証明]中,我們得知:每一五
邊形都可以任一組對邊向外作兩個正三角形,再以正三角形的頂點 R與 T與夾邊對角
頂點E而連成一新 ERT∆ ,作 ERT∆ 的費馬點P1(亦即史坦納點)(亦是兩軸幹L1, L2的交

點)。

1 2

120 ( ) 120
,

( ) ( ) , ;
,

,

1 1

1

RET , P RET RET , P RET
E P ABCDE TBAE

L RS RCDE L TU

∠ < ° ∆ ∠ ≥ ° ∆又因當 時費馬點 落於 內部;而當 時則 落於

外部或頂點 上 所以 可能落於五邊形 的外部、邊上或內部;且因四邊形

軸幹 即 與四邊形 軸幹 即 走向的不同 而可分成下列六種情形 又因

每一五邊形皆有五組不完全相同的對邊 因此我們只要對於任一五邊形的五組不完全

相同的對邊做出其五組史坦納樹 再比較此五組史坦 ,
( )

納樹之大小 取其路徑總和最小者,

再加上與河岸距離最短者,就可找到相異五地的最短總路徑 最小史坦納樹 了。
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五邊形分割法:
三角形分割法:

m∠EP1R = 120.00°

m∠DRC = 120.00°

m∠DRP1 = 120.00°

m∠EP1K = 120.00°

m∠AKP1 = 120.00°

m∠AKB = 120.00°

1.55+1.93+1.14+1.46+0.8+1.67+3.05 = 11.600.64+2.65+0.6+1.9+2.03+4.15 = 11.97

mHE = 4.15公分

mGE = 2.03公分

mP1R = 3.05公分
mEP1 = 1.67公分

mP1K = 0.80公分

mHC = 1.90公分

mHD = 0.60公分

mRC = 1.46公分
mRD = 1.14公分

mKB = 1.93公分

mKA = 1.55公分

mGB = 2.65公分

mGA = 0.64公分

U

T

S

圖(五~1)

河(l)
M1

M2

H1
H2

(i) L1,L2交於五邊形內部(P1 )
L1與AB相交,L2與CD相交

P1

L1 (軸幹)
L2 (軸幹)

R

H
G

K
R

CB

A

D

E

j

m∠BAP2 = 126.30°

1.19+1.65+2.29+2.36+1.41+1.4 = 10.30

mY1C = 1.40公分

mDY1 = 1.41公分

mY1P2 = 2.36公分

mEP2 = 2.29公分

mAP2 = 1.65公分

mAB = 1.19公分

P1
m∠DY1C = 120.00°
m∠P2Y1D = 120.00°

m∠EP2Y1 = 120.00°

m∠AP2E = 120.00°

m∠EP1A = 123.97°

U1

L3 (軸幹)

A

B

DP2

C

L1 (軸幹)

L2 (軸幹) E

Y1

河(l) M1
M2

H1
H2

圖(五~2.b)

R

S

T

U 第二次修正(P1→P2)後:

1.19+1.67+2.2+2.44+1.43+1.38 = 10.31

第一次修正(X→A)後:

mYD = 1.38公分

mYI = 1.43公分

mP1Y = 2.44公分

mEP1 = 2.20公分

mAP1 = 1.67公分

mAB = 1.19公分

U

T

S

R

圖(五~2.a)
H2

H1

M2

M1河(l)

Y

X

(ii) L1,L2交於五邊形內部(P1)
L1不與AB相交,L2與CD相交

E
L2 (軸幹) L1 (軸幹)

C

P1 D

B

A
A

I

針對上述六種情形,我們分別作了以下的研究與修正,而找出了「最短總路徑」。 

(a) (兩軸幹交於內部且 L1與 AB相交,L2與CD相交) (如圖五~1)  

＊仿(正五邊形史坦納樹的[作法]與[証明],故省略) (見[附錄 C]--正五邊形史坦納樹) 

1 1 1 ( )AK BK EP P R DR CR CH⇒ + + + + + + 為最短總路徑 最小史坦納樹  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) (兩軸幹交於內部且 L1 不與 AB相交,L2與CD相交) (如圖五~2.a,五~2.b) (註:粉紅粗線為

原始線, 棕色粗線為第一次修正線,深藍粗線為第二次修正線) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1

1 1 1 1

1 1 2 1 2 1

[ ] :1.
2. ,

( ( ~ 2. ))
3. 123.97 120 , , (

AX BX XP EP YP CY DY
X ABCDE X A

AB AP EP YP CY DY CH a
EP A P P Y Y P Y

+ + + + + +
∴ →

+ + + + + +
∠ = ° ≠ °∴ → →

Q

Q

作法 仿正五邊形史坦納樹作法,得

點落於五邊形 之外部 作第一次修正:

得 如圖 五

但 作第二次修正 將 , , 為四邊
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m∠CDP2 = 132.40°
m∠BAP2 = 130.01°

第二次修正(P1→P2)後:

m∠AP1D = 98.46°
0.95+1.64+2.78+2.27+0.95 = 8.59 1.44+1.35+2+0.95+2.78 = 8.52

m∠EP2D = 120.00°

m∠EP2A = 120.00°
S1

U1

P2

mCD = 2.78公分

AB = 0.95公分

mAP2 = 2.00公分

mEP2 = 1.35公分

P[2]D = 1.44公分

AB = 0.95公分

P[1]A = 2.27公分

mCD = 2.78公分

mP1D = 1.64公分

mEP1 = 0.95公分

L2 (軸幹) L1 (軸幹)

C

P1

E

D

B

A

L1,L2交於五邊形內部(P1 )
L1不與AB相交,L2不與CD相交

第一次修正(X→A,Y→B)後:

H1
H2

M1
M2

Y
X

(圖五~3.b)

R

S

T

UU

T

S

R

(圖五~3.a)

X
Y

M2

M1
H2

H1

(iii)

A

B

D

E

P1

C

L1 (軸幹)

L2 (軸幹)

2 2 1 2 1 1 1),
( )( ( ~ 2. ))

ACDE AB AP EP Y P CY DY CH
b
+ + + + + +形 的史坦納點 得 為最短總路徑

最小史坦納樹 如圖 五
 

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

[ ] :1. , ,

2. , ,

,

BX A XBP BA AP BX P X BX P X AX BA

AP EP PY DY CY CH BX P X AX EP PY DY CY CH

P Y ACDE AB AP EP Y P CY DY CH

BA AP EP PY DY CY CH BA AP EP PY DY CY

∆ ∴ + < + < + +

+ + + + + + < + + + + + + +

∴ + + + + + +

< + + + + + + + + + + +

Q

Q

証明 連 , 為 內部之一點 故

為四邊形 的史坦納點

故 1

[ ] : ( ) , ( )
( ) , 120 ,

120 , 120 , 120 ; ,

CH
ABCDE

X X A
A

ABCDE

+

°
° ° °

為五邊形 的最短總路徑

討論 若原史坦納點 位於五邊形的外部 則修正成較靠近原史坦納點 的頂點

為新史坦納點 即五邊形頂點 再檢驗三通路匯合點的兩邊夾角是否為

若不為 則修正為 與及兩通路的夾角是否不小於 若是 即可得

五邊形 的最短總路徑

 

 (c) (兩軸幹交於內部且 L1 不與 AB相交,L2 不與CD相交) (如圖五~3.a,五~3.b) (註:粉紅粗線為

原始線, 棕色粗線為第一次修正線,深藍粗線為第二次修正線) ([作法][証明][討論]同 
(圖五~2)故省略) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(d) (兩軸幹交於外部且 L1與 AB相交,L2與CD相交) (如圖五~4) (註:粉紅粗線為原始線, 深

藍粗線為修正線) 

1 1 1

1 1

1

[ ] :1. ( ( ~ 4))

2. ( ) ,
120 , 120

3. , ; ( , ) ,

( )

[ ] :1.

AX BX XP EP YP CY DY

P E AX BX EX EP EY CY DY
BXE CYE

BE CE ABE CDE G H X G Y H

AG BG GE EH DH CH CH

+ + + + + +

→ + + + + + +
∠ ≠ ° ∠ ≠ °

∆ ∆ → →

+ + + + + +

Q

作法 仿正五邊形史坦納樹作法,得 如圖 五

第一次修正 後 得

但

連 , ,分別作 , 之費馬點 而作第二次修正 後

得 為最短總路徑 最小史坦納樹

証明 1 1 1 1

1 1 1 1

, ,E P XY XE YE XP YP EP

AX BX XE YE YD YC AX BX XP YP EP P X YD YC

∆ ∴ + < + +

+ + + + + < + + + + + + + +

Q在第一次修正後 為在 內部之一點

故
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L1 (軸幹)1.58+4.03+3.22+2.42+4.07+1.07 = 16.39

mHC = 4.05公分
mHD = 1.10公分

mHE = 2.38公分

mEG = 3.21公分
mGB = 4.01公分

mGA = 1.59公分

3.32+1.29+4.23+2.56+4.27+0.75 = 16.42

mYD = 0.76公分

mYC = 4.27公分

mEY = 2.53公分

mXB = 4.24公分

mXA = 1.29公分

mEX = 3.32公分

U

T

S

R

(圖五~4)

H1

H2

M1
M2

(iv) L1,L2交於五邊形外部(P1)
L1與AB相交,L2與CD相交

L2 (軸幹)

P1

H
G

X
Y

E

D

A

B
C

Y

S1

Y1 mEY1 = 1.78公分

mY1C = 2.74公分
mDY1 = 0.50公分

m∠DY1E = 120.00°

m∠EY1C = 120.00°

m∠EYC = 111.65°

R

S

T

U

R

S

U

T X

Y

(圖五~6)(圖五~5)

M1
M2

H1
H2H2

H1
M2

M1

Y
X

(vi)(v) L1,L2交於五邊形外部(P1 )
L1不與AB相交,L2不與CD相交

L1,L2交於五邊形外部(P1)
L1不與AB相交,L2與CD相交

EA

B

D
E

P1

C

L1 (軸幹)

L2 (軸幹)
L2 (軸幹)

L1 (軸幹)

C

P1

D

B

A

Y

 

1

2. , , ,

,

,

( )

G H ABE CDE AG BG GE AX BX XE

EH DH CH EY DY CY

AG BG GE EH DH CH AX BX XE EY DY CY

AG BG GE EH DH CH CH

∆ ∆ ∴ + + < + +

+ + < + +

+ + + + + < + + + + +

+ + + + + +

Q 分別為 的費馬點

故

即 為最短總路徑 最小史坦納樹

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(e) (兩軸幹交於外部且 L1不與 AB相交,L2與CD相交) (如圖五~5) ([作法][証明][討論]同(圖

五~2)故省略)(註:粉紅粗線為原始線, 深藍粗線為修正線) 

(f) (兩軸幹交於外部且 L1 不與 AB相交,L2 不與CD相交) (如圖五~6) ([作法][証明][討論]同

(圖五~2)故省略)(註:粉紅粗線為原始線, 深藍粗線為修正線) 
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1 1 1

1

1 2 1

[ ] :1. , , , , ( )

2. ( ) ,

( ) ( ) ,

A B D E C C M AC M H

AB BD DE EC CH

ABCDE AB CD ABR CDT R T E

L RS L TU AB CD P ETR

+ + + +

∆ ∆

∆

suur
小結 當 五點依序共線 與 距離最短 ,且 與 之交點 為所搭橋樑之端點,

則 為最短總路徑

若五邊形 中的不相鄰邊 , ,所作正 與正 的兩頂點 與

所形成兩軸幹 即 及 即 分別與 及 相交,而交點 落於 之內部

 

1

1 1 1 1

1 2

( ),

, ; :
( )

3. ( ) ,

( ) ( ) ( ,

P ETR ABR CDT

RS TU X Y AX BX XP EP PY DY CY CH

ABCDE AB CD ABR CDT R T E

L RS L TU AB CD TU CD RS

AB RS AB

∆ ∆ ∆

+ + + + + + +

∆ ∆

則交點 即為 之費馬點 即史坦納點 且正 與正 之外接圓分別交

及 於 可得史坦納樹

即最短總路徑

若五邊形 中的不相鄰邊 , ,所作正 與正 的兩頂點 與

所形成兩軸幹 即 及 即 不完全與 及 相交 即 與 相交 而 不與

相交或 與 相交, )
( ) ,

120 ,

TU CD ETR
X Y P

∆

°

而 不與相交 時,則將位於 之外部的原史坦納點

或 或 ,修正成為最靠近原史坦納點之頂點 而成為新史坦納點, 在檢驗內部史

坦納點,的兩邊夾角修正為 即可得:新史坦納樹長而為最短總路徑

 

1 2 1

1

4. ( ) ,

( ) ( ) ,

, , :

( )

ABCDE AB CD ABR CDT R T E

L RS L TU AB CD P ETR

ABE CDE G H AG BG GE EH HD

CH CH

∆ ∆

∆

∆ ∆ + + + +

+ +

若五邊形 中的不相鄰邊 , ,所作正 與正 的兩頂點 與

所形成兩軸幹 即 及 即 分別與 及 相交,而交點 落於 之外部

則找出 與 的費馬點 即可得史坦納樹長

即最短總路徑

 

5.
, , , , ( )A B C D E
每一五邊形計有的五組史坦納樹,比較其總和的大小,再取其最小者,即得聯結

五地的最短總路徑 最小史坦納樹。
 

[總結一]:觀察位於河岸同側的兩地、三地、四地、五地至橋的最短總路徑的作法與討論,得知 

最小史坦納樹具有如下的三基本性質： 

1. , ,
2. , ,

120
3. 120

°
°

史坦納樹上的點只有一條通路時此點必為多邊形上的頂點

史坦納樹上的點若有兩條通路時此點必為修正後的新史坦納點也是多邊形上的

頂點,且兩條通路夾角不小於

每個多邊形內部新史坦納點處的兩邊夾角恰為

 

雖然滿足這三個性質的史坦納樹不一定是最小史坦納樹,但只要多邊形所有內部史坦納

點處的兩邊夾角恰為120°和多邊形中有兩條通路頂點夾角不小於120°的所有連接方式

確定後,再比較所有史坦納樹的大小,取其最小者,那麼最小史坦納樹也就隨之確定,而找

得最短總路徑。(見「數學傳播」17卷第四期堵丁柱著--“談談 Gilbert-Pollak猜想的証
明＂) 

(1) , , ( 2) ( )N n n −
因而我們猜想:

邊形中 有 個頂點 而有 個史坦納點 含修正後的新史坦納點
 

(2)五邊形中,若採三角形分割法(即將五邊形分割成三個三角形)或將五邊形分割成
一四邊形一三角形的分割法,所找出的史坦納點與史坦納樹,皆不符合最小史坦

納樹的三基本性質(如下圖) 
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m∠CDE = 61.24°

m∠EDF = 56.02°
藍色粗線為最小史坦納樹

�不符合兩條通路
夾角不小於120°

不符合每個史坦納點處
夾角為120°

m∠ABB1 = 47.26°

C

E

F

B1A

D

B

F

A
E

D

C
B

F

B
C

D

EA

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

五、六地 A、B、C、D、E、F位於兩岸平行河流的同側時:  

[分析]:1.由[總結一],得知構成最小史坦納樹的必要條件。又因六邊形可依「跳隔頂點」的方式

(中間隔一頂點的二頂點),分成兩組「三角形群」,而每一「三角形群」各有三個三角形。

(如下圖) ( : , , ; : , , )a AEF ABC CDE b ABF BCD DEF∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆組 組  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

又每一三角形都可找得一史坦納點(可能在三角形內部,可能修正後在六邊形頂點),而

只要符合史坦納樹的三基本性質,就可找到每個三角形的最小史坦納樹 

2.由於每組「三角形群」的都有三個三角形而有三條最小史坦納樹,我們挑出較小的兩

條最小史坦納樹,再加上有最長史坦納樹的三角形中較短的六邊形邊,就可得該組「三

角形群」中六地互通的最小史坦納樹 

3.比較(a)(b)兩組中的最小史坦納樹,取其較短者,再加上 1CH ,即為最短總路徑 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

[ ] :1. , , , , , [ ( ) ]

2. ( 4.21; 3.53;

5.90)

AE AC CE AEF ABC CDE a

p AB B C BB q ED D C DD

r AF FF EF

∆ ∆ ∆

= + + = = + + =

= + + =

作法 連 各作 的最小史坦納樹 如 組圖一

比較各組最小史坦納樹的長短  
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m∠FED = 168.03°

m∠BAF = 143.62°

m∠BCD = 122.21°

mAB = 1.87公分

mBC = 2.31公分

mCD = 2.97公分

mDE = 2.38公分

mFE = 2.36公分

最短路徑:2.38+2.38+2.97+2.31
+1.87=11.91

H2

H1

F

(b)組圖

D

E

B

A

C

m∠B1CD1 = 112.01°

mFE = 2.36公分

mFA = 4.11公分

mB1C = 2.24公分

mB1A = 1.77公分

mB1B = 0.20公分

mD1C = 2.77公分

mDD1 = 0.35公分

mED1 = 2.18公分

mF1E = 1.25公分

mF1F = 1.48公分

mF1A = 3.17公分

D1B1

F1

F

H1
H2

(a)組圖一

mFE = 2.36公分

mED2 = 2.07公分

mB2A = 1.66公分

mB2C1 = 1.98公分

mC1D2 = 2.51公分

mC1C = 0.38公分

mB2B = 0.37公分

mDD2 = 0.52公分

m∠FED2 = 157.05°

m∠DD2C1 = 120.00°

m∠ED2C1 = 120.00°
m∠B2C1D2 = 120.00°

B2

m∠AB2C1 = 120.00°

m∠CC1D2 = 120.00°

D2

C1

m∠BB2C1 = 120.00°

m∠AB2B = 120.00°

最短路徑:0.38+2.51+2.36+0.52
+0.37+2.07+1.98+1.66=11.85

最短路徑:2.18+0.35+2.77
+0.20+1.77+2.24+2.36=11.87

(a)組圖二
H2

H1

F

⇒
修正

D1B1
D

E

B

A

CC

A

B

E

D

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 1 2 1 1 2 2

2 2 1 2

3. ( 4.21; 3.53)
4. 112.01 120 ;
5. 112.01 120 ,

: 4.11 2.36,

;

p AB B C BB q ED D C DD
B CD

B CD ABCDE

AB B C BB CC C D DD FA FE

EF AB B C BB C

= + + = = + + =
∠ = ° < °

∠ = ° < °∴

+ + + + + = =

+ + +

Q

取較小的兩組最小史坦納樹 即

檢驗

仿五邊形最小史坦納樹的修正作法 得五邊形 的

最小史坦納樹 ;比較 與 取

較短的 則 1 1 2 2 1

2 2 1 2 1 1 2 2 2

( )
[ ( ) ]

6. ( ) 143.62 120 ; 122.21 120 ;

168.03 120 ; ( 4.41), 11.91

[ ( ) ] 11.85

C C D DD EF CH a
a

b FAB BCD

FED AF AB BC CD DE EF

b AB B C BB CC C D ED EF DD

+ + + +

∠ = ° ≥ ° ∠ = ° ≥ °

∠ = ° ≥ ° = + + + + =

> + + + + + + + =

Q

即為 組三角形群的

最短總路徑 如 組圖二

續作 組三角形群的最短總路徑:

剔除最長邊 則

如 組圖

2 2 1 2 1 1 2 2 2 1

;

[ ( ) ]AB B C BB CC C D ED EF DD CH a+ + + + + + + +

故其最短總

路徑為: 如 組圖二

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1

1

[ ] :1. , , , , , ( )A B D E F C C M AC M H

AB BD DE EF FC CH+ + + + +

suur
小結 當 六點依序共線 與 距離最短 ,且 與 之交點 為所搭橋樑之

端點,則 為最短總路徑
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m∠EE1D = 120.00°

m∠FE1D = 120.00°

m∠G1FE1 = 145.88°

m∠GG1F = 120.00°

m∠GG1A1 = 120.00°

m∠AA1G1 = 120.00°

m∠AA1B = 120.00°

m∠GAB = 72.04°

3.5+0.3+3.95+2.53+2.83 = 13.11

mA1B = 2.83公分
mA1A = 2.53公分mG1A1 = 3.95公分

mGG1 = 0.30公分mG1F = 3.50公分

H2

M1
M2

H1

m∠A1BC = 134.56°

m∠ABC = 162.73°
m∠FGA = 135.70°

G1

A1 E1

G

A

C

D

E

F

B

12. , , , , ,
3.

A B D E F C CH+若 六點為正六邊形的六頂點時,則任五等邊和 為最短總路徑

除正六邊形外的所有六邊形,皆可依上述的[作法]找得最短總路徑
 

六、七地 A、B、C、D、E、F、G位於兩岸平行河流的同側時:  

[分析]:1.由於七邊形中除去一邊外,皆可仿照六邊形方式,得到一組由三個三角形所組成的「三

角形群」,因此七邊形會有七組不同的「三角形群」。 

        2.仿照六邊形的[作法],作出每一組「三角形群」內的各個三角形的最小史坦納樹,計算

出每一組「三角形群」的三個最小史坦納樹的和 

        3.再比較七組不同「三角形群」的三個最小史坦納樹的和,取其總和最小者再加上 1CH ,

即為最短總路徑了。 

[ ] :1. ( ), , ,
, , ,

2. , 120 (
72.04 120 , ); 120 ,

, 120 ,

CD ABC AGF FED
ABC AGF FED

GAB

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

° ∠
= < ° °

°

作法 選定一邊 如下圖中 餘者“跳隔頂點＂相連,得由 所組成的

「三角形群」各作 的最小史坦納樹

依最小史坦納樹基本三性質 檢視兩條通路的夾角是否不小於 如下圖中

不合 若兩條通路的夾角小於 則採四邊形或五邊形的最小史坦納

樹作法 將兩條通路夾角小於 者加以修正 使其符合最小史坦

1

3. , .
4. .

( )CH CD

納樹基本三性質

重覆選定其餘六邊 作其餘六組「三角形群」的最小史坦納樹和

比較此七組不同「三角形群」的最小史坦納樹和的長短,取其最短的史坦納樹和再

加上 ,即為最短總路徑 如下圖:僅以選定 邊為例
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1 1 1

1

1

1

[ ] :1. , , , , , , ( )

2. , , , , , ,

3. 120 ,

4.

A B D E F G C C M AC M H

AB BD DE EF FG GC CH

A B C D E F G CH

ABCDEFG CH

ABCD

+ + + + + +

+

° +

suur
小結 當 七點依序共線 設 點與 距離最短 ,且 與 之交點 為所

搭橋樑之端點,則 為最短總路徑

若 七點為正七邊形的七頂點時,則任六等邊和 為最短總路徑

若七邊形 的七內角皆不小於 時 則剔除最長邊外,則其餘六邊和

即為最短總路徑

除了七邊形 120 ,EFG °的七內角皆不小於 時外 否則皆可依上述的[作法]找得最短

總路徑

 

七、N(N≥8)地位於一條兩岸平行河流的同側時:  

[小結]:1.若 N ≥8且為偶數時,猜想可仿照六邊形作法分成兩組「三角形群」,每組有
2
N
個三角

形,各作「三角形群」的最小史坦納樹,再加以修正成符合最小史坦納樹的三基本性質,

比較兩組最小史坦納樹,取其較小者 

2.若 N ≥8且為奇數時,猜想亦可由N邊形中除去一邊外,得到一組由
1

2
N −

個三角形所組

成的「三角形群」,作此「三角形群」的最小史坦納樹,再加以修正成符合最小史坦納

樹的三基本性質,比較 N組不同「三角形群」的最小史坦納樹,取其最小者 

3.若 N邊形中(N ≥8)且每一內角皆不小於120°時,則捨棄最長邊外的其餘(N-1)邊之和,即
為此 N邊形(N ≥8)的最小史坦納樹。 

【第三部分】:當一條河流兩岸平行時，橋應建於何處才能使位於河岸同側的四地、五地、⋯、多

地呈單凹角凹多邊形時至橋的總距離最短: 

一、四地 A、B、C、D位於兩岸平行的河流同側且四地呈單凹角四邊形時:  

[分析]:若四地 A、B、C、D位於兩岸平行的河流同側且四地呈單凹角四邊形時,又 C點與河
岸 L1的距離最短;則因 ABCD為一單凹角四邊形,所以連接兩條對角線可得 

, , , ,BCD BCD ABC ACD ABD ABC ACD ABD∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆及 內部之 等四種三角形。又因  

等三個三角形為共用凹角頂點 A的三個三角形;而共用凹角頂點 A的角度可能為一角

或兩角小於120°或三角皆等於120°的三個三角形,又由[附件 D]的証明,知“三角形三
內角皆小於120°之費馬點至三頂點距離之和小於三角形任兩邊之和＂所以,我們分下

列四種情形討論之。(一).共用凹角頂點 A的角度只有一角小於120°時:則作此三角形
之費馬點與三頂點連線段,與 BCD∆ 所作之費馬點與三頂點連線段(若 BCD∆ 為三內角

皆小於120°之三角形時),加以比較,取其較短者,加上凹四邊形另一頂點與其餘三頂點
的最短連線段及 C點與河岸 L1的最短距離,即為最短總路徑(二).共用凹角頂點 A的角
度有兩個角度小於120°時:則作此兩三角形之費馬點與三頂點連線段,與 BCD∆ 所作之

費馬點與三頂點連線段(若 BCD∆ 為三內角皆小於120°之三角形時),加以比較,取其最
短者,加上凹四邊形另一頂點與其餘三頂點的最短連線段及C點與河岸 L1的最短距離,

再比較兩種路徑之長短,取其較短者,即為最短總路徑(三).共用凹角頂點 A的角度的三

個角皆等於120°時:(此時A點為 BCD∆  之費馬點) AB AD AC+ +則 再加上C點與河岸

L1的距離,即為最短總路徑。 
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河

mBA = 3.93公分

mDA = 2.38公分

mCA = 3.22公分

D

C

B

A

m∠DAC = 120.00°

m∠BAC = 120.00°

m∠BAD = 120.00°
O2

mO2C = 3.30公分

mDO2 = 4.40公分

mAB = 4.84公分

mAO2 = 0.25公分

m∠BCD = 58.94°

mO1D = 3.47公分

mO1C = 4.25公分

mO1A = 1.12公分

mO1B = 4.87公分

mOD = 4.03公分

mAC = 3.44公分

mOA = 0.87公分

mOB = 4.35公分

m∠DAB = 101.56°

m∠BAC = 144.82°

m∠DAC = 113.62°

A

B

C

D

O

河

O1

m∠BCD = 58.94°

mO1D = 3.47公分

mO1C = 4.25公分

mO1A = 1.01公分

mO1B = 4.87公分O1

河

O

D

C

B

A

mOD = 3.82公分

mAC = 3.36公分

mOA = 0.90公分

mOB = 4.55公分

m∠DAB = 100.86°

m∠BAC = 138.83°

m∠DAC = 120.32°

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[作法一]:(如圖 A) 

1

1 1 1

1 1 1

1. 120.32 120 , 138.83 120 , 58.94 120 ,
100.86 120 ,

2. , , , , , ,

3. 0.90 4.55 3.82 3.36 12.63

1.01 4.87 3.47 3.36 12.7

DAC BAC BCD
DAB

ABD BCD O O

AO BO DO AO BO DO AC

AO BO DO AC

AO BO DO AC

∠ = ° > ° ∠ = ° > ° ∠ = ° < °
∠ = ° < °
∴ ∆ ∆

+ + + = + + + =

+ + + = + + + =

Q

作 與 之費馬點 與

連

比較:

1

AO BO DO AC∴ + + +取 為其所求

 

[証明]:(如圖 A) 

1 1 1

1 1 1

1. 120.32 120 , 138.83 120 , 58.94 120 ,
100.86 120 ,

( ) ( ) ( )

2. ( )

,

DAC BAC BCD
DAB

i AO BO DO AC ii AO BO DO AC iii AB AD AC

O ABD AO BO DO AO BO DO D E

AO BO DO AB AD AO BO DO AC

∠ = ° > ° ∠ = ° > ° ∠ = ° < °
∠ = ° < °
∴

+ + + + + + + +

∆ ∴ + + < + +

+ + < + + + +

Q

Q

可作得之通路有三:

為 之費馬點, 見附件 、

且 故 合於所求

 

[作法二]:(如圖 B)[証明]:(如圖 B)(省略) 

[作法三]:(如圖 C) 
1. 120

, ,

DAC BAC BAD

AB AC AD

∠ = ∠ = ∠ = °

∴

Q

連 即為所求
 

[証明]:(如圖 C) 
1. 120

,

DAC BAC BAD

A BCD AB AC AD

∠ = ∠ = ∠ = °

∴ ∆ + +

Q

為 之費馬點 故 為最短總路徑 ,而合於所求
 

[討論]:在上述的[分析] [作法] [証明]中,單凹角的凹四邊形所分割成的三個三角形,亦可視為

每依序所連成的三角形與最外圍之三角形所作得的費馬點與三角形三頂點連線段與

另一頂點與三頂點中最短連線段之和,取其最短路徑者,而找得最短總路徑。 

二、五地 A、B、C、D、E位於兩岸平行的河流同側且五地呈單凹角五邊形時:  

[分析]:若五地 A、B、C、D、E位於兩岸平行的河流同側且五地呈單凹角五邊形時,又 C點與
河岸 L1的距離最短;我們猜想可仿照上述[討論]而將單凹角五邊形分成如下五種情形: 

(圖 A) (圖 B) (圖 C) 
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E

DC

B

A

E

DC

B

A

E

DC

B

A

E

DC

B

AA

B

C D

E

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i ABCD ii BCDE iii CDEA iv DEAB v EABC四邊形 四邊形 四邊形 四邊形 四邊形 等

五種情形(剔除凹四邊形者),再仿照[研究二]中四邊形的最小史坦納樹的作法,加上

所餘頂點與另四頂點的最短路徑,比較此五種路徑的長短,取其最小者,即為連通

五地的最短總路徑

 

 

 

 

 

 

而至於五地以上的單凹角 N邊形,我們猜想亦可仿照上述的[分析],將此單凹角 N邊形分
成 N個凸(N-1)邊形,再比照凸(N-1)邊形作法,找出每個凸(N-1)邊形的最小史坦納樹,加上
另一頂點與凸(N-1)邊形頂點的最短路徑,再比較所有 N條最短路徑的長短後,取得最短

路徑者,即可找得單凹角 N邊形的最短總路徑。  

【第四部分】:兩地或多地位於兩條或多條河岸平行河流交匯的交集對面時,應於何處造橋與如何 

構造「最短總路徑」。(註:多地呈單凹角的凹多邊形時,亦可比照下述方法處理) 

一、兩地位於兩條河岸平行河流交匯的交集對面時:  

1 2

1 1 2 2 3 3 4 4

[ ] :

( ), ,

( ). , ( )

( ). ,
[ ] : ( ( ))[ ] :

1.

l m SR

i SR l m AS SR H H BR

ii SR l m AH H H H H H H H B
i

SR l m

+

≤ + + +

> + + + + +

≤ +Q

分析 兩地位於兩條河岸平行河流交匯的交集相對面時,為了達成首要要求造橋經費最省,

因此我們先測得兩條河流寬度之和 再連交集相對面之相對點 而分:

若 則 即 為造橋經費最省與最短總路徑

若 則 為造橋經費最省與最短總路徑

作法 如左下圖 証明 省略

1 2( ) ( )AS SR BR AS SR H H BR∴ + +兩河寬和 連 , , ,則 即為所求

 

1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 3 2

2 1 1 1 3 4 2 4 1 2 3 4 1 2 1 2 3

3 4 4

1 2 1 1 3 4 1 1 2

[ ] : ( ( ))

1. , , , , , , ,

2. , , , , ;

[ ] : ( ( ))

1. , , ,

ii

SR l m AA M BB L AA l BB m A B L M H H

H H M H H H L H AH H H BH AH H H H H

H H BH
ii

AA H H BB H H AH A H

> + ∴ ⊥ ⊥ = =

⊥ ⊥ + +

+ +

∴ =

uuur uuur
Q

Q

作法 如右下圖

分別作 作 取 連 交 於

作 於 作 於 連 則

即為所求

証明 如右下圖

皆為平行四邊形 4 1 3 1 2 3 4

1 2 2 3 1 3 1 1

2 2 3 1 1 3 1 2 1 3

1 2 1 3

;

2. , ; , ; ; , ,

, ;

BH B H AH H H BH

A H H H B H A B

AS BR SG M RG L A G AA G S BB G R

AS A G BR B G

= + +

= + + =

⊥ ⊥

∴ = =

Q

故

連 作 連 亦為平行四邊形

1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 3 1 1 3 1 3 1 1

2 2 3 3 1 2 2 2 3 3 1 3 1 3 2 3

1 3 1 1 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4

3. , ; ,A G G A G G G A G A G B A G B G A B

AS SG G G RG BR A G SG G G RG B G A G SG RG

B G A B H H H H AH H H H H H H BH

∆ + > ∆ + >

∴ + + + + = + + + + > + +

+ > + + = + + + +

Q Q在 中 在 中
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B
B

B

A AA

(ii) (iii)(i)

l
ll

mm

m

n
n

n
N1 N1

N1 N2
N2N2

M2 M2

M2

M1
M1

M1

L2

L2

L2 L1

L1

L1
(VI)

(VI)
(VI)

(V)(V)

(V)

(IV)
(IV)

(IV)
(III) (III)

(III)

(II)(II)
(II)

(I)(I)
(I)

A2

分角線

R

S

O

(ii)

R(H2)

T1

S(H1)

A

B

M 1

M 2

L1

L2

(i)

P

分角線

QO

l

m
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小結 :兩地位於兩條河岸平行河流交匯的交集相對面時,若

相對區域頂點 兩河寬之和 則 即 為造橋經費最省與最短

總路徑

相對區域頂點 則比較以 地順時針或逆時針所作的兩條總路徑的大小,取其

較小者 即為造橋經費最省與最短總路徑
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推廣 若、 兩地位於兩條河岸平行河流交匯的交集相對面的最接近處,相對面區域各有 地、

地時 可仿研究 先作 地與 地的最小史坦納樹,再連結、 兩地的最短路徑,即可得

位於兩條河岸平行河流交匯的交集相對面的 地與 地的造橋經費最省與最短總路徑。

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、兩地位於三條河岸平行河流交匯的交集相對面時: 
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分析 :兩地位於三條河岸平行河流交匯的交集相對面時,則、 兩地可能位於交集相對面

皆為三角形區域 一為三角形區域 一為四邊形區域 皆為四邊形區域 如下圖
 

 

 

 

 

 

 

 

[ ] : ( ) ,[ ] [ 3 ( )]( )i i作法 兩地位於三角形的相對區域時 作法 如研究 ~一. 故省略  
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作法 如下圖 、 兩地一位於三角形區域,一位於四邊形區域 証明省略

作

河寬 為最短造橋距離

連 ,作 ,連 交 於 作 於 連

則 即為所求
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小結 :兩地位於三條河岸平行河流交匯的交集相對面時,若

如下圖 區 設 = 為 之間的河寬。仿照兩地位於兩條河岸平行的

河流外側時的作法,找出 至 的最佳造橋位置與最短總路徑;但若橋樑的造橋

位置落於河中 如下圖 中的 ,則平移修正橋樑位置於最靠近 點的頂點 為造

橋的位置,而得橋 ,故 為造橋經費最省與最短總路徑
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如下圖 區 為五邊形區 中

至 的最短距離;又 連 ,再作 與 之間的最短路徑 可得

為、 兩地造橋經費最省與最短總路徑。同理:在 區中

且 連 ,再作 與 之間的最短路徑 可得

3 3 4 4

V VT

TK K K K B A B

+ +

′′ ′′ ′′+ + 為 、 兩地造橋經費最省與最短總路徑。
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如下圖 乙 戊 區 即乙 戊 區之頂點與不相鄰之其它區

頂點的連線段皆大於所跨河寬之和,則作 取 作 取

連 分別交 於 作 續作作 取

連 ,交 於 ,作 可得 2 2 3 3 4 4 5 5 6

6 ( )( )
; ,

,

H H H H H H H H

H B A B A B

+ + + +

+ 為乙 戊 區、 兩地造橋經費最省與最短總路徑。同理:由 地至 地的逆時針

方向,亦可作得一組造橋經費最省與最短總路徑 再比較此兩組最短總路徑的長短

取其較短者 即可找得最佳的造橋經費最省與最短總路徑。
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推廣 若兩地位於三條河岸平行河流交匯的交集相對面的最接近處,且相對面區域各有 地、

地時 可仿研究 先作 地與 地的最小史坦納樹,再依上述[小結]連結最接近兩地的

最短路徑,即可得位於兩條三條河岸平行河流交匯的交集相對面的 地與 地的造橋

經費最省與最短總路徑。

三、兩地位於 n條河岸平行河流交匯的交集相對面時: 

n當兩地位於 條河岸平行河流交匯的交集相對面時,則可依相對區域之兩地所在區域的

頂點及不相鄰區域頂點的連線段,來與所跨河道寬之和比較大小,以決定造橋的長度:
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若頂點及不相鄰區域頂點的連線段 所跨 條 取最大 河流寬之和時,則以頂點及

不相鄰區域頂點的連線段作為橋樑,再補上 條河道寬作為橋樑。

若頂點及不相鄰區域頂點的連線段 所跨 條 取最大 河流寬之和時,則作 條河道

寬作為橋樑。

在 中 定出作橋樑長度後,再依前述作法找出最短路徑,即可完成造橋費用最省

與最短總路徑。

 

四、多地位於 n條河岸平行河流交匯的交集相對面時: 

n當多地位於 條河岸平行河流交匯的交集相對面時,仍可依相對區域之兩地所在區域的頂

點及從不相鄰區域頂點的連線段,來與所跨河道寬之和比較大小,以決定造橋的最短長度,

再依各區域中找出最小史坦納樹的路徑,加以銜接,即可完成造橋費用最省與最短總路徑。

 

柒、最後心得與結論: 

    一、利用“對稱軸＂與“兩點之間以直線距離為最短＂的觀念,可以解決兩地位於若干條河

岸平行河流外側時的最佳造橋位置與最短總路徑 

    二、兩地位於一條兩岸平行河流的同側時,(i).若兩地與造橋端點所形成三角形之三內角皆小

於120° (亦即兩地連線段與近河岸地與河岸的垂直連線段之夾角小於120° )時,則此三角
形的費馬點與三頂點(含造橋端點)連線為兩地位於一條兩岸平行河流同側時的最短總

路徑。(ii).若兩地與造橋端點所形成三角形之三內角中有一內角不小於120° (亦即兩地連

線段與近河岸地與河岸的垂直連線段之夾角不小於120° )時,則位於河流同側兩地的連

線段再加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

    三、三地位於一條兩岸平行河流的同側時,(i).若三地所形成三角形之三內角皆小於120°時,
則此三角形的費馬點與三頂點連線再加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總路

徑。(ii).若三地所形成三角形之三內角中有一內角不小於120°時,則此不小於120°的內
角頂點的相鄰兩邊再加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

    四、四地位於一條兩岸平行河流的同側時,則四地所圍成的四邊形可形成兩組史坦納樹。(i).
若軸幹過四邊形對邊時,則此二對邊之各二端點與四邊形對角線交點所圍成的兩三角形

之費馬點與各端點連線段及兩費馬點連線段(即最小史坦納樹)與四頂點中離河岸最短

距離的連線段之和為最短總路徑。(ii).若軸幹不同時過四邊形兩對邊時,則此二對邊之各

二端點與四邊形對角線交點所圍成的兩三角形之費馬點,如有落於四邊形之外時,則修正

為最靠近費馬點之頂點,再檢驗位於四邊形內部史坦納點的相鄰兩通路夾角是否都為

120°以及修正後新史坦納點的兩通路夾角是否不小於120° ,若是,再比較兩組史坦納樹

的大小,取其較小者再加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

    五、五地 A,B,C,D,E位於一條兩岸平行河流的同側時,仿正五邊形史坦納樹作法,可得五組史
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坦納樹,比較修正後五組史坦納樹的大小,取其最小者再加上與河岸較短距離之地的連線

段即為最短總路徑。 

    六、最小史坦納樹具有如下的三基本性質： 

1. , ,
2. , ,

120
3. 120

°
°

史坦納樹上的點只有一條通路時此點必為多邊形上的頂點

史坦納樹上的點若有兩條通路時此點必為修正後的新史坦納點也是多邊形上的頂點,

且兩條通路夾角不小於

多邊形內部每個史坦納點處的兩邊夾角恰為

  七、六地 A,B,C,D,E,F位於一條兩岸平行河流的同側時,則 

1 1 1

1

1

1. , , , , , ( )

2. , , , , ,

A B D E F C C M AC M H

AB BD DE EF FC CH

A B D E F C CH

+ + + + +
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suur
當 六地依序共線 與 距離最短 ,且 與 之交點 為所搭橋樑之

端點,則 為最短總路徑

若 六地為等角六邊形的六頂點時,則任五等邊和 為最短總路徑

 

3. , , , , ,A B D E F C六地若不為正六邊形的六頂點時,則六邊形可依「跳隔頂點」(中間隔 

一頂點的二頂點),分成兩組「三角形群」,而每一組「三角形群」各有三個三角形。每

一組「三角形群」都可找得三個史坦納點(可能在三角形內部,可能修正後在六邊形頂

點),而只要符合史坦納樹的三基本性質,就可確定每一組「三角形群」中每一個三角形

的最小史坦納樹,取其較短的兩個最小史坦納樹,再加上有最長史坦納樹的三角形中較

短的六邊形邊,即為該「三角形群」的最短總路徑;最後再比較兩組「三角形群」的最

小史坦納樹的長短,取其較短者再加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

    八、七地 A,B,C,D,E,F,G位於一條兩岸平行河流的同側時,則由於七邊形中除去一邊外, 皆 

可仿照六邊形方式,得到一組由三個三角形所組成的「三角形群」,因為七邊形有七邊,

所以會有七組不同的「三角形群」。仿照六邊形的[作法],作出每一組「三角形群」內的

三個三角形的最小史坦納樹,計算出每一組「三角形群」的三個最小史坦納樹的和;再比

較七組不同「三角形群」的三個最小史坦納樹和的長短,取其總和最小者再加上與河岸

較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

    九、N(N≥8)地位於一條兩岸平行河流的同側時:則  

1.若 N ≥8且為偶數時,猜想可仿照六邊形作法分成兩組「三角形群」,每組有
2
N
個三角

形,各作「三角形群」的最小史坦納樹,再加以修正成符合最小史坦納樹的三基本性質,

比較兩組最小史坦納樹,取其較小者再加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總

路徑。 

2.若 N ≥8且為奇數時,猜想亦可由 N邊形中除去一邊外,得到一組由 1
2

N −
個三角形所組

成的「三角形群」,作此「三角形群」的最小史坦納樹,再加以修正成符合最小史坦納

樹的三基本性質,比較 N組不同「三角形群」的最小史坦納樹,取其最小者再加上與河

岸較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

3.若 N邊形中(N ≥8)且每一內角皆不小於120°時,則捨棄最長邊外的其餘(N-1)邊之和再
加上與河岸較短距離之地的連線段即為最短總路徑。 

    十、N(N≥4)地位於一條兩岸平行河流的同側,且 N(N≥4)地呈單凹角 N凹多邊形時:我們猜想
可將單凹角 N邊形分成 N個凸(N-1)邊形,再比照凸(N-1)邊形的作法,找出每個凸(N-1)邊
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形的最小史坦納樹,加上另一頂點與凸(N-1)邊形頂點的最短路徑,再比較所有 N條最短
路徑的長短後,取得最短路徑者,即為單凹角 N邊形的最短總路徑。  

,
A B

r k r k A B
r k

十一、若兩地 與 位於兩條河岸平行河流交匯的交集相對面的最接近處,相對面區域各有

地、 地時 可先作 地與 地的最小史坦納樹,再連結、 兩地的最短路徑,即可得位

於兩條兩條河岸平行河流交匯的交集相對面的 地與 地的造橋經費最省與最短總路徑

,
r

k r k
r k

十二、若兩地位於三條河岸平行河流交匯的交集相對面的最接近處,且相對面區域各有 地、

地時 先作 地與 地的最小史坦納樹,再依最佳造橋位置連結最接近兩地的最短路徑,

即可得位於三條河岸平行河流交匯的交集相對面的 地與 地的造橋經費最省與最短

總路徑。

 

n十三、當兩地或多地位於 條河岸平行河流交匯的交集相對面時,則可依相對區域之兩地所

在區域的頂點及不相鄰區域頂點的連線段,來與所跨河道寬之和比較大小,以決定造

橋的長度;再分別利用最小史坦納樹的作法找出最短路徑,即可完成造橋費用最省與

最短總路徑。

 

捌、問題的討論與展望: 

      能夠如期完成此篇報告,首先要感謝老師的指導。然而美中不足的是:(1).對於凸 N(N≥6) 
邊形所找得的最小史坦納樹只能猜想,而無法証明(2).對於單凹角凹 N(N≥5)邊形所找得的
最小史坦納樹亦只能猜想,而無法証明(3).對於多凹角凹 N邊形,仍然無法找出最小史坦納
樹。此三問題還請教授不吝予以指導！ 

玖、參考資料: 

1.「數學傳播」17卷第四期堵丁柱著--“談談 Gilbert-Pollak猜想的証明” 
2.「三角函數」,建興出版社,陳一理著,1998 年 7月增訂版 
3.中華民國第 46屆科展 
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1. 內容豐富。 

2. 做圖詳實。 

3. 如能鎖定二、三個子題深入探討更佳。 
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