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條條矩矩法 - 探討級數的奧妙 

摘要 

本研究探討「小高斯速算」的推廣。主要往三個方面發展：  

(1)自然數一到七次方的和。  

(2)三角形數列的變形。 

(3)自然數兩兩連乘積數列、三連乘積數列 等的總和。 ""
研究過程當中，主要利用三種方法求解： 

          (1)條條矩矩法：用不同的矩形、不同的排列方法表示各數列，再運用直行或橫列

觀察，便可將原式變形。這是我們研究出的方法，以下稱為「條條矩矩法」。 

(2)三角形法：先將數列排成一個三角形，再將其往不同的方向旋轉，得三個三角

形，再將這三個三角形中每個相對應位置上的數字加起來。這些數值會相等。

把這些數加起來後除以 3，即得原式的總和。 

(3)數型關係法：運用數的拆解將式子變成較易運算的形式。 

藉由這三種想法，將高次的級數變成較低次的級數，得到本研究的答案。其中「條條

矩矩法」可作為一般計算級數，或是找規律的工具。 

 

壹、 研究動機 

      數學王子高斯在西元１７８４年七歲時，在課堂上推導出著名的「小高斯速

算」，這對算數有極大的貢獻。不論是在求梯形的面積、級數的和……等，皆用得到。

我們在研讀數學書籍時，發現了許多有趣的數列，諸如﹕三角形數列、四面體數列、

四角形數列、金字塔數列…….等等，還無意中看到了下一算式：
1，其中寫著當 p=3 時此式才成立。 )321()321( −++++=++++ ppppp nn """"

我們立刻聯想到以前在數學課時曾經學過的兩個公式： 

(1)  n++++++ ""54321 =
2

)1( +nn
 

(2)  222222 54321 n++++++ "" ( )( )
6

121 ++
=

nnn
 

我們覺得這些式子值得我們去探討，並加以推廣。我們認為應該也能將這些數

列，推導出有如 「小高斯速算」的各種級數的通式。 

 

貳、 研究目的 

      我們的目的為研究出通式，以便能夠快速求出各種數列的和，以及快速找出數

列中欲找的某項數。我們希望能用排黏土、保麗龍球的方式、排列數字的方式…等，

來找出一些有規律的級數和。 

例如：一、  222222 54321 n++++++ ""
二、  333333 54321 n++++++ ""
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              三、  444444 54321 n++++++ ""
              四、  555555 54321 n++++++ ""

              五、  666666 54321 n++++++ ""

              六、  777777 54321 n++++++ ""

              七、 ( ) ( ) ( )n++++++++++++ """" 4321321211  

              八、 [ ] [ ])321()21(1)21(11 n+++++++++++++ """"""  

              九、 1)(3221 +++×+× nn""  

              十、 2)1)((432321 ++++××+×× nnn""  

 

參、 研究設備及器材 

一、 電腦 

二、 電子計算機 

三、 黏土 

四、 保麗龍球 

五、 小牙籤 

六、 文具 

 

 

肆、 研究過程及方法 

為了能清楚的觀察規律，我們用保麗龍球，及小牙籤做出實際的模型。首先，我們

用小牙籤把保麗龍球串成不同大小的三角形和四邊形，再把奇數層的圖形塗上黃色，偶

數層不塗色，製作成四面體和金字塔如圖一、二。 

我們排出圖一這種形體之後，就可以知道

( ) ( ) ( n)++++++++++++ """" 4321321211 為一個四面體數，而

且它的總和就是四面體的體積。於是，我們想到第一種推導方法：將原

式改為四面體的體積，便可算出答案。 

接著，我們用黏土製作一個一個的圓餠，排列出如右圖的形狀。此 

為 ( ) ( ) ( n)++++++++++++ """" 4321321211 的另一種表達方式

所以我們可以利用這個圖形看出

( ) ( ) ( n)++++++++++++ """" 4321321211 等於連續偶數的平方

和。 

如此便算出了 ( ) ( ) ( )n++++++++++++ """" 4321321211 ，即三角形數的總和。 

至於圖二，就是1 的幾何表示方法，可以運用金字塔的

體積(底面積乘以高乘以三分之一)推導出1 的公式， 

222222 5432 n++++++ ""
n++++++ ""

)

222222 5432

即
( )(

6
121 ++ nnn

。 
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接下來 、 、 、 3333 321 n++++ "" 4444 321 n++++ "" 5555 321 n++++ ""

6666 321 n++++ "" 、 ，我們都用條條矩矩法推導 7777 321 n++++ ""

請參考第 6、8、11、14、17 頁。 

連乘積數列的算法： 1)(3221 +++×+× nn""  

我們用黏土排出它的幾何圖形，然後我們發現每一個矩形都是兩個相同的三角形數

的和，所以等於兩倍的三角形數列的和。 

 

一、推導金字塔數：
( )( )

6
12121 222 ++

=+++
nnnn""  

(一)、條條矩矩法： 

N
2

1
2

N
2

12

22

 

當為第 n 項時 

             第一區 ([ ]1...321 )×++++ n 塊，第二區 ( )[ ]1...32 ×++ n 塊，第三區

塊,…, ( )[ ]143 ×+++ n…
第 n 區 [ ]塊 1×n
故共有 
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∑
=

=+++
n

k
kn

1

22222 ...321  

( )[ ] ( )[ ] ( )1...1...321...21
1

2 ×++×++++×+++=∑
=

nnnk
n

k

 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−
+

++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+
+

+
=∑

= 2
1

2
1...1

2
1

2
1

1

2 nnnnnnnnk
n

k

 

( ) ( )∑∑
==

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−×
+

=
n

k

n

k

kknnnk
11

2

2
1

2
1

 

( ) ( )[ ]∑∑
==

−−×
+

=
n

k

n

k
kknnnk

11

2 1
2
1

2
1

 

( ) [ ]∑∑
==

−−×
+

=
n

k

n

k
kknnnk

1

2

1

2

2
1

2
1

 

( ) ∑ ∑∑
= ==

+−×
+

=
n

k

n

k

n

k
kknnnk

1 1

2

1

2

2
1

2
1

2
1

 

( ) ( )∑
=

+×+
+

=
n

k
nnnnk

1

2
2 1

2
1

2
1

2
1

2
3

 

( ) ( )∑
=

+++
=

n

k

nnnnk
1

2
2

4
112

2
3

 

( )( )∑
=

++
=

n

k

nnnk
1

2

6
121

 

 

(二)、三角形法： 

2
3

nnn n...nn

1
2

4
33
444

 1
2
2
3
3

3 4
4

4
4

n

n
nn

nn

n...
 

212
3

3
3

4
4

4

4

n

.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

n-3

nn

n

nn
n

..

n-1

 

若將相對應的數字相加後得(2n+1) 

即可發現和皆相同 

個數 n(n+1)/2 

故可求出平方和為 n(n+1)(2n+1)/6 

 

 (三)、數型關係法： 

10111 +×=×→  

( )[ ]13)1(01012 +÷−××−××=  

21222 +×=×  

            = ( ) 23012123 +÷××−××  

#  
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          nnnnn +−=× )1(  

( )( ) ( )( )[ ] nnnnnnn +÷−−−−+= 32111  
222 ......21 n+++  

 nn×++×+×= ......2211         

( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ] nnnnnnn +÷−−−−+++++÷−××−××= 32111...213101012
( ) ( )( )[ ] 3)1)(1(21...123012012)1(01 ÷−++−−++××+××−××+−××−= nnnnnn

   ( )n++++ ......21
( )( ) ( )

2
1

3
11 +
+

−+
=

nnnnn
 

( ) ( )[ ]
6

3121 +−+
=

nnn
 

( )
6

12)1( ++
=

nnn
 

 

二、推導：
( ) ( )

4
1

2
1321

222
3333 +

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

=++++
nnnnn"  

(一)、條條矩矩法： 

1
2

12

22

N N2
N N2

N N2

N個

13

n3
2322

 

當為第 n 項時 

   第一塊有 ([ ]121 )×++++ n… 個，第二塊有 ( )[ ]332 ×+++ n… 個， ， ……
第 n 塊有 [ ]個 )12( −nn
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故共有 

333333 54321 n++++++ "" ∑
=

=
n

k
k

1

3  

∑
=

n

k
k

1

3 = ( )[ ]121 ×++++ n… + ( )[ ]332 ×+++ n… + +…… [ ])12( −nn  

∑
=

n

k
k

1

3 = )12()1(21
2

)1(31
2

)1(1
2

)1(
−×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−−−

+
++×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+
+×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + nnnnnnnn """  

∑
=

n

k
k

1

3 = )]12(31[
2

)1(
−+++×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + nnn "" ∑

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

−
k

k

nnn
1 2

)12)(1(
 

∑
=

n

k
k

1

3 = −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ×

+ 2

2
)1( nnn [ ]kkk

n

k
+−∑

=

2

1

3 32
2
1

 

∑
=

n

k
k

1

3 = ∑∑∑
===

−+−
+ n

k

n

k

n

k
kkknn

11

2

1

3
3

2
1

2
3

2
)1(

 

2 =∑
n

k 3

=k 1 2
)1(

2
1

6
)12)(1(

2
3

2
)1(3 +

×−
++

×+
+ nnnnnnn

 

2 =∑
=

n

k
k

1

3

4
)1(

4
)12)(1(

2
)1(3 +

−
++

+
+ nnnnnnn

 

2 =∑
=

n

k
k

1

3

4
)1()12)(1()1(2 3 +−++++ nnnnnnn

 

2 =∑
=

n

k
k

1

3 [ ]
4

1122)1( 2 −+++ nnnn
 

2 =∑
=

n

k
k

1

3 [ ]
4

)1(2)1( ++ nnnn
 

∑
=

n

k
k

1

3 =
4

)1()1( ++ nnnn
 

∑
=

n

k
k

1

3 =
4

)1( 22 +nn
 

 

(二)、數型關係法：  

       1×1×1=  11011 ×+××
             = 10101012 +×+×−××  

             = 1012 +××  

             = ( )[ ] 1410120123 +÷−×××−×××  

       2×2×2= 22122 ×+××  

= 21212123 +×+×−××  

= 2123 +××  

= ( ) 2401231234 +÷×××−×××  

 

nnn ××++××+××+×× ...333222111  
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= ( )[ ]{ }1410120123 +÷−×××−××× ( ){ }2401231234 +÷×××−×××+  

( )( )( )( ) ( )( )( )( )[ ]{ }nnnnnnnnn +÷−−+−−+++ 4211112  

= ( ) ( )[ "+×××+×××−××××+××−×− 1234012301231012
4
1

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ]112211 −+++−−++ nnnnnnnn  
( )n+++++ ""321  

= ( )( )( )( ) ( )( )1
2
1211

4
1

++++− nnnnnn  

= ( ) ( )( )[ ]2121
4
1

+−++ nnnn  

= ( )( )221
4
1 2 +−++ nnnn  

= ( )
2

1
2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +nn  

 

三、推導： =++++++ 444444 ......54321 n
( )( )( )

30
133121 2 −+++ nnnnn

 

(一)、條條矩矩法： 

.

.

.

24
14

12

22

n2 N4

 
當為第 n 項時 

   第一區有 ( )[ ]個121 222 ×+++ n" ，第二區有 ( )[ ]332 222 ×+++ n" 個， ， ...
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第 n 區有 [ ])12(2 −× nn 個 

   故共有  

∑
=

=++++++
n

k
kn

1

4444444 54321 ""  

∑
=

n

k
k

1

4 = ( )[ ]121 222 ×+++ n" + ( )[ ]332 222 ×+++ n" + +... ... [ ])12(2 −× nn  

∑
=

n

k
k

1

4 = ++×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

++
+×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ ""31

6
)12)(1(1

6
)12)(1( 2nnnnnn

 

      )12(
6

)12)(1(
6

)12)(1(
−×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−

−
++ nnnnnnn

 

∑
=

n

k
k

1

4 = [ ] [ ]∑
=

−−−−−+++×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ n

k
kkkknnnn

1
)12)(12)(1(

6
1)12(31

6
)12)(1( ""  

   =∑
=

n

k
k

1

4 [ ]kkkknnn n

k
−+−−

++ ∑
=

23

1

4
3

584
6
1

6
)12)(1(

 

∑
=

n

k
k

1

4 = ∑∑∑∑
====

+−+−
++ n

k

n

k

n

k

n

k
kkkknnn

11

2

1

3

1

4
3

6
1

6
5

6
8

6
4

6
)12)(1(

 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

= ∑∑∑
===

+−+
++ n

k

n

k

n

k
kkknnn

11

2

1

3
3

6
1

6
5

3
4

6
)12)(1(

 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

=
2

)1(
6
1

6
)12)(1(

6
5

4
)1(

3
4

6
)12)(1( 223 +

×+
++

×−
+

×+
++ nnnnnnnnnn

 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

=
12

)1(
36

)12)(1(5
3

)1(
6

)12)(1( 223 +
+

++
−

+
+

++ nnnnnnnnnn
 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

=
36

)1(3)12)(1(5)1(12)12)(1(6 223 ++++−++++ nnnnnnnnnn
 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

=
[ ]

36
3)12(5)1(12)12(6)1( 2 ++−++++ nnnnnnn

 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

=
36

)221812)(1( 23 −+++ nnnnn
 

∑
=

n

k
k

1

4

3
5

=
18

)196)(1( 23 −−++ nnnnn
 

∑
=

n

k
k

1

4 =
30

)196)(1( 23 −−++ nnnnn
 

∑
=

n

k
k

1

4 =
30

)133)(12)(1( 2 −+++ nnnnn
 

 

(二)、數型關係法： 

              1111 ×××→  

                =  1110111 ××+×××
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                = 110110111 ×+××+×××  

                =  110121 ×+×××
                = ( )( ) 111410120123 ×+×÷−×××−×××  

              2222 ×××→
2221222 ××+×××=  

221221222 ××+×+×××=  

221232 ×+×××=  

( ) 222401231234 ×+×÷×××−×××=  

#  
nnnn ××→ ×  

( ) nnnnnnn ××+−×××= 1  

( ) ( ) nnnnnnnnn ×+−××+−×××= 11  

( ) ( ) nnnnnn ×+−××+×= 11  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) nnnnnnnnnnn ×+×÷−−+−−++= 4211112  
 

故共有 
44444 ......4321 n+++++  

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ } 2

22

4
211112....

22
4

0123123411
4

10120123

nnnnnnnnnn
+×

−−+−−++
+

+×
×××−×××

++×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×××−×××

=

 

( ) ( ) ( )[ ]{ 101231012...321 2222 ××××+−×××−+++++= n  

( ) ( )[ ] ....212340123 +××××+×××−+ 　  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ] }
4
1112211 ××−+++−−+−+ nnnnnnnnn  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{

( )( ) ( ) }nnnnn

nnnnnnn

×−+++

−−+−−×××−−×××−×+++=

112

211...01231012
4
1121

6
1

　　

　
               

= ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+

−−++×+++
5

2211112
4
1121

6
1 2 nnnnnnnnnnnn  

= ( )( ) ( )( )( )( 24211
20
1121

6
1

++−++++ nnnnnnnn )  

= ( )( ) ( )([ ]2135121
30
1

+−+++ nnnnn )  

= ( )( )( )133121
30
1 2 −+++ nnnnn   
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四、推導：
12

)122()1(54321
222

555555 −++
=++++++

nnnnn""  

(一)、條條矩矩法： 

N個

.

.

.

15

24
1

24
12

22 25

N4
n2 N4

n5

n2

4

 

當為第 n 項時 

第一行 ( ) 121 222 ×+++ n… 個，第二行 ( ) 732 222 ×+++ n… 個， ， ……

第 [ ]個行 332 )1( −−× nnnn  

共 ( ) 121 222 ×+++ n… + ( ) 732 222 ×+++ n… +……+ [ ]332 )1( −−× nnn 個 

 

故共有 

∑
=

=++++++
n

k
kn

1

5555555 54321 ""  

 
1

5 =∑
=

n

k
k ( ) 121 222 ×+++ n… + ( ) 732 222 ×+++ n… +……+ [ ]332 )1( −−× nnn  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

−
++

++×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

++
+×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++

=∑
= 6

)12)(1(
6

)12)(1(71
6

)12)(1(1
6

)12)(1( 2

1

5 nnnnnnnnnnnnk
n

k

""
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                   ( )133 2 +−× nn  

∑
=

n

k
k

1

5 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∑∑
==

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−×

++
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−×

++
=

n

k

n

k
kkkkkkknnn

1

2

1

2 133
6

121133
6

121
 

∑
=

n

k
k

1

5 =
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

×
++

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

×
++

2
13

6
121

6
1213

6
121 nnnnnnnnnnn

 

       
( )( ) [ ]∑

=

+−−−−×
++ n

k
kkkkknnnn

1

2 )133)(12)(1(
6
1

6
121

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6

)12(1
4

121
12

121 2

1

22222
5 ++

+
++

−
++

=∑
=

nnnnnnnnnk
n

k
 

      [ ]∑
=

+−+−−
n

k
kkkkk

1

2345 614156
6
1

 

∑
=

n

k
k

1

5 ( ) ( ) ( )
12

)12(12)12(13)12(1 222222 +++++−++
=

nnnnnnnnn
 

∑∑∑∑ ∑
==== =

−+−+−
n

k

n

k

n

k

n

k

n

k
kkkkk

11

2

1

3

1 1

45

6
1

3
7

2
5

 

2 =∑
=

n

k
k

1

5 ( ) ( ) ( )
12

17
12

)133)(12(1
12

)12(12 2224 +
−

−+++
+

++ nnnnnnnnnn
 

         
6

)12)(1( ++
+

nnn
－

( )
12

1+nn
 

2∑
=

n

k
k

1

5 ( ) ( ) ( )
12

17)133)(12(1)12(12 2224 +−−++++++
=

nnnnnnnnnn
 

           
12

)12)(1(2 ++
+

nnn
－

12
)1( +nn

 

2∑
=

n

k
k

1

5 ( )( )
12

22841 234 nnnnnn −+++
=  

( ) ( )∑
=

−++
=∴

n

k

nnnnk
1

222
5

12
1221

 

 

(二)、數型關係法： 

               11111 ××××→  

= 111101111 ×××+××××  

= 11101112 ××+××××  

  = 11101211 ××+××××  

                  =  32 1)012(1 +×××

                22222 ××××→  

222212222 ×××+××××=  

22212223 ××+××××=  

××+××××= 2212322  

 12



32 2)123(2 +×××=  

#
#
 

                nnnnn ××××→  

                  = )1( −×××× nnnnn + nnnn ×××  

                  = )1()1( −××××+ nnnnn + nnn ××  

=  [ ] 32 )1()1( nnnnn +−××+×

5555 321 n++++ "" =∑  
=

n

k
k

1

5

( )[ ]{ }32

1

5 14101201231 +÷−×××−××××=∑
=

n

k
k  

( )[ ]32 24012312342 +÷×××−××××+  

#  
#  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ]{ } 32 4112211 nnnnnnnnnn +÷+−−−++−×+  

∑
=

n

k
k

1

5 ( )333 21 n+++= " ( ) ( ) 211012{
4
1

×××−×−+  ( )22 120123 −××××−  

( )( ) ( ) ( )[ ]22 1112 −−×+−−− nnnnnn  

∑
=

n

k
k

1

5 = [ ])12)(2)(1()1(...301231)1(012{
4
1

4
)1( 22

−−−+++××××+×−×××−×+
+ nnnnnnn   

})1()1)(2( 2nnnnn −+++  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )([ ]∑∑
==

−−−+−
++−

+
+

=
n

k

n

k
kkkkknnnnnnk

1

322

1

5 12211
4
1

4
211

4
1 )  

[ ] [ ]∑∑
==

−+−−
+−+++

=
n

k

n

k
kkkknnnnnnk

1

245

1

2
5 2552

4
1

4
)2)(1()1()1(

 

∑∑ ∑∑∑
== ===

+−+−
+−++

=
n

k

n

k

n

k

n

k

n

k
kkkknnnnnk

11 1

24

1

5

1

232
5

2
1

4
5

2
1

4
)1)(1(

 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( 1
4
1121

24
5133121

24
1

4
11

2
3 3

232

1

5 ++++−−++++
+−++

=∑
=

nnnnnnnnnnnnnnnk
n

k

)          

[ ] [ ]
24

)12)(1(5)133)(1(1)1()1(6
2
3 223

1

5 ++−−+++++−++
=∑

=

nnnnnnnnnnnnnk
n

k
 

  
2
3

1

5 =∑
=

n

k
k

24
)5133)(12)(1()1)(1(6 2234 −−++++++−++ nnnnnnnnnnn
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( )( )
8

2332222221
2
3 23234

1

5 −−++++−++
=∑

=

nnnnnnnnnk
n

k
 

( )( )
12

421 234

1

5 nnnnnnk
n

k

−+++
=∑

=

 

( ) ( )
12

1221 222

1

5 −++
=∑

=

nnnnk
n

k
 

 

五、推導：
42

)1363)(12)(1(54321
34

666666 +−+++
=++++++

nnnnnnn""  

(一)、條條矩矩法： 

26
13

.

.

.

. . .

.

.

. .

6

23

3

16

 

( )[ ] ( ) ( )∑∑
== ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ×−
−

+
−−=

n

k

n

k

kknnkkk
1

2222
33

1

6

4
1

4
11  

 14



    =
( ) ( )( ) ( )

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+
×−

++
×

+ nnnnnnnn
2

13
6

1213
4

1 22

 

     － ∑∑∑∑∑
=====

−+−+
n

k

n

k

n

k

n

k

n

k
kkkkk

1

2

1

3

1

4

1

5

1

6

4
1

4
5

4
10

4
9

4
3

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12

1221
4
9

4
1

8
13

8
121

4
7 222233333

1

6 −++
×+

+
+

+
−

++
=∑

=

nnnnnnnnnnnk
n

k

                               

( )( )( ) ( ) ( )( )
6

121
4
1

4
1

4
5

30
133121

2
5 222 ++

×−
+

×+
−+++

×−
nnnnnnnnnn

 

    =
( )( ) ( ) ( )[ ]

24
1133213121 222 −−+−+++ nnnnnnn

 

( ) ( ) ( )[ ]
16

512234161 222 +−++++−+
+

nnnnnnn
 

    
( )( )( )

+
+−−+++

=
24

16363121 234 nnnnnnn ( ) ( )
16

241 22 ++ nnn
 

    =
( )( )( )

24
3316363121 2234 nnnnnnnnn +++−−+++

 

    =
( )( )( )

24
1363121 34 +−+++ nnnnnn

 

( )( )( )
42

1363121 34

1

6 +−+++
=∴∑

=

nnnnnnk
n

k
 

 

(二)、數型關係法： 

( )
( ) ( )[ ]{ } 43

43

11410120123
11012

1111011112
111111011111

111111

+×÷−×××−×××=

+×××=

×××+×××××=
×××××+×××××=

×××××　　

 

2222122223
22222122222

222222

×××+×××××=
××××+×××××=

×××××　　

 

( ) 43 22123 +×××=  

( ) ( )[ ] 43 22401231234 +×÷×××−×××=  

 

  nnnnnn ×××××  

( ) nnnnnnnnnnn ××××+−×××××= 1  

( ) ( ) nnnnnnnnnn ×××+−×××××+= 11  
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( ) ( )[ ] 4311 nnnnn +×−××+=  

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]{ } 434211112 nnnnnnnnnn +×÷−−+−−++=  

 

∑
=

=++++∴
n

n
nn

1

66666 321 ""  

( ) ( ){ } ( ) ( )[ ] 4343 2240123123411410120123 +×÷×××−×××++×÷−×××−×××=

                  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{ } 434211112 nnnnnnnnnn +×÷−−+−−++++ ""  

( )4444 321 n++++= ""  

( )[ ] ( ){ 33 1321012101
4
1

××××+××××−−+  

( ) ( ) 2432123210 3 ××××+××××−  

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ] 33 211112-n nnnnnnnnn ×++−+×+−−− ""  

∑
=

n

n
n

1

6 ( )( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ([ ]{ ) ×+−−−−××××−××××−−+
−+++

= 112......7321012101
30

133121 3
2

nnnnnnnnn
 

              ( ) ( ) ( )( ) }32 211133 nnnnnnn ×++−++−　　  

∑
=

n

n
n

1

6 = ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+−−−−++× ∑
=

n

n
nnnnnnnnnnn

1

23 133112112
4
1

  

       
( )( )( )

30
133121 2 −+++

+
nnnnn

 

( )( )( ) ( )( )([ ]{∑
=

++−+
−+++

=
n

n
nnnnnnnnnn

1

4
2

6 211
4
1

30
133121 )  

[ ]
⎭
⎬
⎫

+−++−−∑
=

n

n
nnnnnn

1

23456 277493  

( )( )( ) ( )( )( ) ∑ ∑ ∑ ∑∑∑
= = = ===

+−−+−
++−

+
−+++

=
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
nnnnnnnnnnnnnnn

1 1 1 1

2345

1

6

1

42
6

4
7

4
7

4
9

4
3

4
211

30
133121

                ∑
=

−
n

n
n

12
1

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )
12

)122(1
4
9

4
211

30
133121

4
7 22242

1

6 −++
×+

++−
+

−+++
=∑

=

nnnnnnnnnnnnnn
n

n

 

       
( )( )( ) ( ) ( )( )

6
121

4
7

4
1

4
7

30
133121 222 ++

×+
+

×−
−+++

−
nnnnnnnnnn
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( )

2
1

2
1 +
×−

nn
 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )[ 222224

1

6 1211221921112
48
1

4
7

+−−+++++−=∑
=

nnnnnnnnnnn
n

n

 

                  ( )( ) ( )]11212114 +−+++ nnnnn  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]{ }1212141211221921121
48
1

4
7 23

1

6 −+++−−++++−+=∑
=

nnnnnnnnnnnnn
n

n

          ( )( )[ ]22121230121
48
1

4
7 2345

1

6 +−−+++=∑
=

nnnnnnnn
n

n

 

( )( )( )
42

1363121 34

1

6 +−+++
=∑

=

nnnnnnn
n

n
 

 

 

 

 

 

 

六、推導：
24

)2463()1(54321
23422

777777 +−−++
=++++++

nnnnnnn""  

(一)、條條矩矩法： 
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26
16 17

27      26

N個

.

.

.

. . .

.

.

. .

N...

.

.

.

. .

NN3

. . .

.

.

13

.

.

.

23

 

( )[ ] ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

+
−−=∑∑

== 4
1

4
11

2222

1

44

1

7 kknnkkk
n

k

n

k
 

[ ] ( ) ( )∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−

+
−+−=

n

k

kknnkkk
1

2222
23

4
1

4
11464  

( )

[ ]∑

∑∑∑∑

=

===

−+−+−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−

+
=

n

k

n

k

n

k

n

k

kkkkkk

kkknn

1

234567

11

2

1

3
22

61520144
4
1

1464
4

1

 

         

( )

∑∑∑

∑∑∑∑∑∑∑

===

======

+−+

−+−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−

+
=

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

kkk

kkkkkknn

1

2

1

3

1

4

1

5

1

6

1

7

11

2

1

3
22

4
1

2
3

4
15

5
2
71464

4
1

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
×+

++
×−

+
×

+
=∑

=

nnnnnnnnnnk
n

k 2
14

6
1216

4
14

4
12

2222

1

7  
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( )( )( ) ( ) ( )

12
12215

42
1363121

2
7 22234 −++

×−
+−+++

×+
nnnnnnnnnn

 

     
( )( )( ) ( ) ( )( )

6
121

4
1

4
1

2
3

30
133121

4
15 222 ++

×+
+

×−
−+++

×+
nnnnnnnnnn

 

          
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

24
91020201

24
39126121

4
1 222234

3
23 +−++

−
+++++

+×
+

=
nnnnnnnnnnnnnn

 

( ) ( )( )[ ]

( ) [ ]
24

4821261
24

1202012212361

23422

22422

+−−++
=

+−−+++++
=

nnnnnn

nnnnnnnn

  

( ) [ ]∑
=

+−−++
=

n

k

nnnnnnk
1

23422
7

24
24631

 

 

(二)、數型關係法： 

                   

( )
( )[ ] 54

54

11410120123
11012

111110111112
1111110111111

1111111

+×÷−×××−×××=

+×××=

××××+××××××=
×××××+××××××=

××××××　　

  

                  

( )
( ) 54

54

22401231234
22123

222221222223
2222221222222

2222222

+×÷×××−×××=

+×××=

××××+××××××=
×××××+××××××=

××××××　　

 

#  

( )
( ) ( )
( ) ( )[ ]
( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] 54

54

4211112
11

11
1

nnnnnnnnnn
nnnnn

nnnnnnnnnnnn
nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnn

+×÷−−+−−++=

+×−+=

××××+−×××××+=
×××××+−××××××=

××××××　

 

 

 

 

∴  ∑
=

=++++
n

n
nn

1

77777 321 ""

( )[ ]{ } ( )[ 40123123411410120123 54 ÷×××−×××++×÷−×××−×××= ]54 22 +×  
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{ }544211112 nnnnnnnnnn +×÷−−+−−++++ ""  

=∑
=

n

n
n

1

7 ( )[ ] ( ) ( ){ ( )4321232101321012101
4
1 444 ×××+××××−××××+××××−−  

42× ( )( ) ( ) 4112 nnnnn ×+−−−− "" ( ) ( )( )211 ++−+ nnnn }4n× + ( )5555 321 n++++ ""

                   

( ){

}1464)(1()1)(2(

.....7)3210(1]2101[
4
1)1(

12
)122)(1(

23

5
22

1

7

−+−+−−+

+××××+××××−−++
−++

=∑
=

nnnnnnn

nnnnnnn
n

n

4
)2)(1)(1(

12
)122()1( 5222

1

7 ++−
+

−++
=∑

=

nnnnnnnnn
n

n
                          

     ∑
=

−+−+−−−
n

n
nnnnnnn

1

23 )1464)(1()1)(2(
4
1

 

∑∑∑∑∑∑
======

+−−+−
++−

+
−++

=
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nnnnnnnnnnnnnn
1

3

1

4

1

5

1

6

1

7

1

5222
7

2
7

4
53

2
7

4
)2)(1)(1(

12
)122()1(

∑∑
==

+−
n

n

n

n
nn

11

2

2
1

4
9

 

( ) ( ) ( )( )( )
4

211
12

12212
5222

1

7 ++−
+

−++
=∑

=

nnnnnnnnn
n

n
 

       
( )( )( ) ( ) ( )

12
12213

42
1363121

2
7 22234 −++

×−
+−+++

×+
nnnnnnnnnn

 

              

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1
2
1

6
121

4
9

4
1

2
7

30
133121

4
5 222 +

×+
++

×−
+

×−
−+++

×−
nnnnnnnnnnnn

24
)1(6)12)(1(9)1(21)133)(12)(1(

)122()1(6
24

)1363)(12)(1(2)2)(1)(1(6)122()1(22

222

222

345222

1

7

++++−++−+++

−−++−

+−++++++−+−++
=∑

=

nnnnnnnnnnnn
nnnn

nnnnnnnnnnnnnnn
n

n

24
1]}6)12(9)1(21)133)(12()122)(1(6

)1363)(12(2)2)(1(6)122)(1(2)[1({2

22

3442

1

7

×++−++−++−−++

−+−++++−+−+++=∑
=

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnnn
n

n

( )( )nnnnnnnnn
n

n
4410101861

24
12 23456

1

7 +−−+++=∑
=

 

( ) ( )
24

24631 23422

1

7 +−−++
=∑

=

nnnnnnn
n

n
 

七、推導：三角形數的和 1+(1+2)+ )21( n++++ """"  

 20



(一)、三角形法； 

1
1

12345...n

1
2

1
32
432

1
2
1
3
2

1 1
2

3
4

1

45
3
2

...n-2

1
12

1
2

3
3
2

4

1
.

1

5
4

n

3
2

..

...
 

若將相對應的數字相加，即可發現和皆為 n+2， 

個數為 n(n+1)/2， 

故可求出和為 n(n+1)(n+2)/6 

 

(二)、數型關係法： 

發現： 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )( ) ( )

6
)2)(1(

2
1

6
11

2
1

2
1

2
1

6
14

2
1

2
1......214

2
1)1(......42

......21......211

2
22

222

++
=

+
+

−+
=

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

××=

+
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++=

+
+−+++=

+++++++
→

nnn

nnnnn

nnnnn

nnn

nnn

n
n

　　

為奇數時當

   

( ) ( )

( )

( )( )
6

21

1
2

2
26

14

2
......214

......42
......21......211

2
22

222

++
=

+×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛××=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++=

+++=

+++++++
→

nnn

nnn

n

n
n

n
　　

為偶數時當

 

得 ( ) ( ) ( )( )
6

21......21......211 ++
=+++++++

nnnn  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

八、推導四面體數的和： )...21(...)21(1[...)]21(1[1 n++++++++++++   
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⇒+++++++++ 4321321211

⇒+++++ 321211

⇒++ 211

⇒1
⇒+++ 2111

2222 4321 +++=

22 21 +=

 

故 n 可為偶數或奇數 

)}1()]2()12[(.....
....1)43(0)21{(])2(...4321[

1])2()12[(...)1()43()21(
1)2(1)12(..)1(4)1(321

])2(......21[...)4321()21(
)]...21(...)21(1[...)]21(1[1

),3,2,1,0(2

2

222222222

222222

222222

222222222

−×+−+

+×++×+−×+++++=

×+−++−×++×+=

×+×−++−×+−×+×+×=

++++++++++=

++++++++++++
==

kkk
kk

kkkk
kkkkkk

k
n

nkkn 為偶數，時當 �""

 

∑
=

−×+−−
++

=
k

k

kkkkkk
1

22
2

)}1(])2()12{[(
6

)14)(12(2
 

∑
=

−+−−
++

=
k

k

kkkkkk
1

23
2

)15128(
3

)14)(12(
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) kkkkkkkkkkk
+

+
×−

++
×+

+
×−

++
=

2
15

6
12112

4
18

3
1412 222

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
6

61151211211214122 222 kkkkkkkkkkk ++−++++−++
=  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]61151211211214122
6
1 2 ++−++++−++= kkkkkkkkk  

( )311124
6
1 23 +++= kkkk  

( )( )( 3212222
24
1

+++= kkkk ) 

( )( )( #321
24
1

+++= nnnn )  

為奇數，時當 nkkn ),3,2,1,0(12 �""=+=   

( )[ ] ( ) ( ){ } ( )[ ]{ }12......21......212......321......211......2111 +++++++++++++++++++++ kk　　

( )( )( ) ( )( )( )322212
6
113212

6
1

+++++++= kkkkkkk  

( )( )( )( 213212
6
1

++++= kkkk ) 

)42)(32)(22)(12(
24
1

++++= kkkk  

]3)12][(2)12][(1)12)[(12(
24
1

+++++++= kkkk  

)3)(2)(1(
24
1

+++= nnnn  

 

九、推導：四面體數的和的和 

四面體數的和的和： 
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( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ""+++++++++++++++ 321211211121111  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ))n++++++++++++++++++++++ """" 3213212113212112111  

 

為奇數，時當 nkkn ),3,2,1,0(12 �""=+=

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )222222222222 12212113212111 ++++++++++++++++ k"""""

( )( )( )∑∑
= =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++=

n

k

n

k
kkk

1 1
342212

6
1

 

( ) ( )( ) ( ) kkkkkkkkn

k
×+

+
×+

++
×+

+
×=∑

= 3
3

2
1

3
13

6
121

3
18

4
1

3
8 22

1

( ) ( )( ) ( )∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
++++

+
=

n

k

kkkkkkkk
1

22

6
113121

3
12

( ) ( )( ) ( )[ ]∑
=

+++++++=
n

k
kkkkkk

1

2 6113121614
6
1

 

( )∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++=

n

k
kkkk

1

23 2535204
6
1

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1
6
25

6
121

6
35

4
1

6
20

30
133121

6
4 222 +

×+
++

×+
+

×+
−+++

×=
kkkkkkkkkkkk

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )
12

125
36

12135
6

15
45

133121 222 +
+

++
+

+
+

−+++
=

kkkkkkkkkkkk
 

180
)1(375)12)(1(175)1(150)133)(12)(1(4 222 +++++++−+++

=
kkkkkkkkkkkk

 

[ ]375)12(175)1(150)133)(12(4)1(
180

1 2 +++++−+++= kkkkkkkk  

)52)(42)(32)(22)(12(
120

1
+++++= kkkkk  

 

為偶數，時當 nkkn ),3,2,1,0(2 �""==   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ))221(211

12212113212111 222222222222

k
k

++++++++
−+++++++++++++++

"…
"""""

)32)(22)(12(2
24
1)32)(22)(12(2)12(

120
1

+++++++−= kkkkkkkkk  

)42)(32)(22)(12(2
120

1
++++= kkkkk  
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十、推導：連乘積的推廣 

(一)、推導：1 1)(322 +++×+× nn""  

1.幾何證明法： 

 

                     故共有 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

( )( )
3

21
6

212

......21......3212112
2......21......232122121

1......3221

++
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

×=

++++++++++×=
×+++++×+++×++×=

+++×+×

nnn

nnn
n

n
nn　　

 

 

2.數型關係法： 

        技巧性的將兩數相乘做改變： 

( ) 312321 ÷××=×  

( ) 3012123 ÷××−××=  

( ) 323332 ÷××=×  

( ) 3231234 ÷××−××=  

( ) 3123234 ÷××−××=  

同理  

[ ] 3)1()1()1)(2()1( ÷−+−++=+× nnnnnnnn  

 

                    1)(3221 +++×+× nn""  

                   = [ ] 3012123)1()1()1)(2( ÷××−××++−+−++ ""nnnnnn  

                   = nnn )1)(2(
3
1

++  

                    得出 1)(3221 +++×+× nn"" = )2)(1(
3
1

++ nnn  
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(二)、推導： 2)1)((432321 ++++××+×× nnn""  

1. 幾何證明法： 

1  2  3            2  3  4                  3  4  5

...

1
4

)3)(2)(1( +++ nnnn
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2. 數型關係法： 

     技巧性的將三數相乘做改變： 

   ( ) 41234123 ÷×××=××  

      ( ) 40123-1234 ÷××××××=  

   ( ) 42344234 ÷×××=××  

      ( ) 412342345 ÷×××−×××=  

同理 

      = 2)1)(( ++ nnn [ ] 41)-1)n(n2)(n(-1)n2)(n3)((n ÷+++++ nn  

2)1)((432321 ++++××+×× nnn"                

= [ ] 4)0123()1234(1)-1)n(n2)(n(-1)n2)(n3)((n ÷×××−×××+++++++ "nn  

= 3)2)(n1)(n(n
4
1

+++ n  

               得出 2)1)((432321 ++++××+×× nnn" = 3)2)(n1)(n(n
4
1

+++ n  

(三)、綜合(一)、(二)兩點，我們可得一通式：

( ) ( )[ ] )1()3)(2)(1(154324321 −+++++++×××××+××××× MNNNNNMM """"

1
)()3)(2)(1(

+
++++

=
M

MNNNNN ""
 

 

十一、推導：三角形法推廣 

我們在求解1 時曾運用所謂的三角形法來求出和，而在連乘

積的推廣裡的

2222 32 n++++ ""

( ) ( ) ( ) ( )[ ]1433221 +++×+×+× nn"" 的式子中也運用了三角形法。 

 在這兩式中，皆為兩項相乘，而在前面的式子中每項的差為 0，在下面的式子中每

兩項的差為 1。於是我們想到若將兩項之差由 0 推廣到 k，是否可以求解。 

 利用式子的 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
6

3121
2

1
6

121
11

2

1

knnnnknnnnhkhkhh
n

h

n

h

n

h

+++
=

+
+

++
=+=+ ∑∑∑

===

 

     我們即求得一通式：只要 為任意實數，則k ( ) ( )( )
6

3121
1

knnnkhh
n

h

+++
=+∑

=

 

K 2+K 2+
K 1+

.
.
.

.
.
.

K n+ K n+ K n+

K n+

K n+

K n+

K 1+K 1+
K 2+

K 2+
K 2+

K 2+

.
.
.

. K 1+..

1
2
1
2

n(n+k) 1
6  
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伍、 研究結果 

一、 可以用幾何方法「條條矩矩法」解出下列各式： 

（一） 222222 54321 n++++++ "" ( )( )
6

121 ++
=

nnn
 

（二） =++++++ 333333 54321 n"" ( ) 2

2
1
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +nn

 

（三） =++++++ 444444 54321 n"" ( )( )( )
30

133121 2 −+++ nnnnn
 

（四）
12

)122()1(54321
222

555555 −++
=++++++

nnnnn""  

（五）
42

)1363)(12)(1(54321
34

666666 +−+++
=++++++

nnnnnnn""  

（六）
24

)2463()1(54321
23422

777777 +−−++
=++++++

nnnnnnn""  

二、 可以用幾何方法「三角形法」解出下列各式： 

  （一） 222222 54321 n++++++ "" ( )( )
6

121 ++
=

nnn
 

（二） 1)(3221 +++×+× nn"" = )2)(1(
3
1

++ nnn  

（三） ( ) ( ) ( ) ( )( )
6

214321321211 ++
=++++++++++++

nnnn""""  

三、 可以用數型方法「數型關係法」解出下列各式： 

（一） n++++++ ""54321 = ( )
2

1+nn
 

（二） 222222 54321 n++++++ "" ( )( )
6

121 ++
=

nnn
 

（三） =++++++ 333333 54321 n"" ( ) 2

2
1
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +nn

 

（四） =++++++ 444444 54321 n"" ( )( )( )
30

133121 2 −+++ nnnnn
 

（五）
12

)122()1(54321
222

555555 −++
=++++++

nnnnn""  

（六）
42

)1363)(12)(1(54321
34

666666 +−+++
=++++++

nnnnnnn""  

（七）
24

)2463()1(54321
23422

777777 +−−++
=++++++

nnnnnnn""  
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（八） 1)(3221 +++×+× nn"" = )2)(1(
3
1

++ nnn  

（九） 2)1)((432321 ++++××+×× nnn"" = )3)(2)(1(
4
1

+++ nnnn  

（十）四面體數： ( ) ( ) ( ) ( )( )
6

214321321211 ++
=++++++++++++

nnnn""""  

（十一）四面體數的和：

)...21(...)21(1[...)]21(1[1 n++++++++++++ = )3)(2)(1(
24
1

+++ nnnn  

（十二）四面體數的和的和： 

    )))21()21(1())21(1(1()))21(1(1(1 n++++++++++++++++++ """"  

    )3)(2)(1(
120

1
+++= nnnn  

四、 導出連乘積的通式： 

         ( ) ( )[ ] )1()3)(2)(1(154324321 −+++++++×××××+××××× MNNNNNMM """"          

1
)()3)(2)(1(

+
++++

=
M

MNNNNN ""
 

五、 三角形法適用於 ，且通式為(∑
=

+
n

n

knn
1

) ( )( )
6

3121 knnn +++
 

 

陸、 討論 

我們的「條條矩矩法」能把幾何運用在算術上，能夠推導出許多需要花很多時間才能解

出的數列，是我們最大的收穫。我們的「條條矩矩法」雖能把幾何運用在算術上，但是卻無

法推導到任意次方。希望我們在下次的研究中能推導至任意次方。 

以下是我們對「條條矩矩法」的結論： 
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柒、  結論 

我們在研究過程之中，發現到三角形數、四面體數、平方數、金字塔級數……等數

的許多特性。 

以下是我們的結論： 

一、三角形數： 

（一）、第 個三角形數的公式是n ( )
2

1+nn
 

（二）、所有大於 3 的三角形數都不是質數。 

（三）、所有三角形數因數的倒數之和是 2。 

（四）、兩個相鄰的三角形數之和是平方數。 

（五）、開始的 個n 立方數的和是第 個三角形數的n 平方。 

 

二、四面體數：三角形數在立體的推廣 

（一）、四面體數每層為三角形數，其公式是首 個三角形數之和，即n ( )( )
6

21 ++ nnn
。 

（二）、四面體數的奇偶順序是「奇偶偶偶」。 
 

三、平方數： 

（一）、指可以寫成某個整數的平方的數，即其平方根為整數的數。 

（二）、一個平方數是兩個相鄰三角形數之和。 

（三）、在十進位中，平方數只能以 0，1，4，5，6 或 9 結尾。 

 

四、金字塔級數：平方數在立體的推廣 

（一）、金字塔級數每層為平方數，其公式是首 個平方數之和，即n ( )( )
6

121 ++ nnn
。 

（二）、金字塔級數的奇偶順序是「奇奇偶偶」。 
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【評語】030407 

1. 利用幾何運算的想法，重新證明一些前人已知的算術公

式，是不錯的嚐詴。
 
 


    2. 在計算      
   時，還是無法避免要用到       的結果


（１ ≦ｊ＜v）。所以本質上這樣的做法並沒有比前人的其


     他做法節省太多。 


     3. 利用幾何圖形的分割幫忙計算，頗有創意，值得欣賞。 
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