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摘要摘要摘要摘要：：：：    

本研究從『連續的立方和等於某一個數的平方』的推導過程開始，藉由學生不同的

解題方式，而發現許多奇妙的事情。學生們用其對數學的直覺採用『立方體』轉換成『平

面的 L 型面積』來解題。而後有學生發現此題與費馬定理的關聯性，加以進行研究與討

論，最後與老師們的一同努力研究，嘗試證明這百年來的難題。 

    

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機    

由一個規律數列開始我們的想像：『連續的立方和等於某一個數的平方』推導其規律。

老師給我們這道問題讓我們思考，最後她用等差數列的方式解題；但不同於老師的作法，

我們採用『立方體』的想像結合剛學不久的『平方差』概念來解題，雖然這個作法沒有

老師利用數的等差性質來的簡易，似乎繞了一大圈，但老師也很訝異有這麼特別的想法，

因此把我們的想法呈現在這個作品裡。之後偶然在一本書上看到一個關於費馬的故事，

書中寫到當 nnn zyx =+ ， 3≥n 則 zyx ,, 沒有正整數解。而且 n=3 的情形在西元 972 年以

被阿拉拍數學家胡堅迪證明，但他證明是有缺陷的，而 1770 年歐拉提出了一個新證明；

但書中卻沒寫出證明方式，這也讓我似乎感覺到這個問題與之前推導的級數中，好像有

點關聯性，只是無法描述那種感覺，隔天拿書去問數學老師，是否可以用這個數列所得

到的規律，去推導費馬猜想；於是開始了我們的另一個研究。 

    

貳貳貳貳、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的    

一、推導『連續自然數的立方和等於某自然數的平方』，以『立方體』化成『L 型拼

塊』進行面積的拼合，並利用代數推論其正確性。 

二、利用之前定理的推論，轉個彎得到『自然數的立方等於兩個自然數的平方差』，

以此去證明費馬定理中，當 333 zyx =+ ， zyx ,, 沒有正整數解，嘗試推導這百年

來的難題。 

    

參參參參、、、、研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材    

一、筆、紙、橡皮擦 

  二、腦汁 

    

肆肆肆肆、、、、研究過程或方法研究過程或方法研究過程或方法研究過程或方法    

     一、從老師給的一個問題開始「連續自然數的立方和是某個自然數的平方」 

           (一)從小的數字開始列出其方程式，觀察每個級數和的變化 

           (二)從數字的三次方聯想到立方體的體積，從數字的平方聯想到正方形的面積 

           (三)猜測可不可以將立方體壓成平面，用拼圖的方式拼成正方形 

           (四)將猜測以手寫畫圖確定其可行性 

           (五)以代數方式證明之 
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       二、利用上題與『費馬猜想』進行碰撞 

           (一)在此只討論費馬問題中次方 n=3 時，利用上題的結論進行思考 

           (二)將上題轉個彎『任何大於 1 的自然數之立方等於兩個自然數的平方差』 

           (三)再加上級數的規律性得知兩個自然數之間的關聯，進而作技巧性的假設 

           (四)利用反證法進行證明 

 
伍伍伍伍、、、、研究結果研究結果研究結果研究結果    

     一、踏出第一步：一一列出級數和，觀察其變化 

      
 
 
 
 
 
 
     

二、將數字具體化，聯想到立方體體積及正方形面積 
2333

6                                        3                        2            1 =++  

 
 
 
 
 
 
 
 
     

        三、將立方體壓成平面 L 型拼圖，且利用『平方差』概念，了解每塊拼圖塊共同的

特點 

            (一)以數列先確定想法的可行性 
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(二)證明 3
t 的立方體皆可化為 L 型拼塊 

           Ν∈kmt ,,  

 

                                (利用因式分解拆開，因與 t 有關，所                    

以拆成 tt ×
2 ) 

                              

 (k 為 L 型拼塊的外緣邊長) 

 

結論：任何自然數 t 為邊長的立方體，皆可化成 L 型拼塊，且 L 型拼塊的 

外緣可用立方體邊長表示        。  

 

        四、利用三的結論可得知此級數的一般性 

 

 

         

 

 

只要知道最後一個 L 型外緣的邊長，即為對應到拼合出來的正方形之邊長。 

 

五、作技巧性的假設，並用反證法進行證明『費馬猜想』 

(一) 察覺立方體邊長與 L 型邊長的關係(將用此關係證明費馬猜想) 

                                      

 

 

結論：依數列的規律可以推測其關係(從圖形中也不難察覺) 
223

)( mtmt −+= ， 1,, >Ν∈ tmt  

 

           

  (二)費馬的猜想：只要 n 是比 2 大的自然數，方程式 nnn zyx =+ 沒有正整數解

(此處只證明當 n=3 時沒有正整數解)。利用(一)的結論(任何大於 1 的自然數

三次方皆可用兩個自然數的平方差表示)，來作巧妙的假設。 

               假設                   ， Ν∈cbazyx ,,,,, 且 1,, >zyx  
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反證法：若 zyx ,, 皆為正整數則 3 3 3x y z+ ≠ ；  

也就是代入 3 3 3
= x y z+ 使其產生矛盾。 

假設                   ， Ν∈cbazyx ,,,,, 且 1,, >zyx  

 

 

當 

        代入假設得 

        將前多項式進行分組，拆成兩組與後多項式配對， 

         

 

 

 

 

       (1)與(2)的分組不可能：原因是 333
,, zyx 皆代表立方體的體積，而 

                          分別為 L 型的外緣邊長，當體積愈大相對 L

型的外緣邊長也就愈大， ybxazcyxz +≥+>+∴≥>
333

Θ ，因

此 222222
)()()()( zcaybzcbxa +<−++<−+ 且 。 

       (3)與(4)的分組不可能：原因是 3 3 3
= x y z+ 則 yxz ≥> ，而立方體的

邊長愈大則拼出 L 型面積就愈大，相對其 L 型的缺口也愈大

bac ≥>∴ ，因此 2 2 2 2
< <a c b c且 。 

       由上可知配對只有(5)成立，唯有將加數與減數分組配對 

       [ ] [ ] ( )5......)()()(
222222 czcbaybxa −+=+−+++  

        配對得到                                ○1  

                                                ○2  

        ○1 ○2 再利用畢氏定理，經過『陸、討論』後，找出同時滿足○1 ○2 的

正整數，但所有可能都產生矛盾因而證明我們的推導成功。 

        陸陸陸陸、、、、討論討論討論討論    

一、推測兩組有整數解的畢氏定理是成比例的 

若               

 

(兩組成比例的證明相同，如以下所述) 

 

則 

                                                

           將 z 代入原假設方程 )1()()(
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，同除

        3 2 2
( 1)z c k= −Q 利用因式分解可知(一)

2
1=k c− 或(二) )(1

32
Ν∈=− mcmk   

        (一)若 
2

1=k c−  

則 

                     

 

又因 222
cba =+ ， 3c = 時，a、b 無正整數解(矛盾)。 

              (二)若 )(1
32

Ν∈=− mcmk  

                 則 

           

 

 

 

                 利用因式分解可知 ( 1) 2m cm − = 有二種可能：1.
2
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又因 222

cba =+ ， 3c = 時，a、b 無正整數解(矛盾)。 

二、推測兩組為不同比例                        

           若 
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由上二式代入最後一式得到
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               將上述方程式利用因式分解拆開再作分組討論 
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3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           

         4. 

  

 

 

 

 

 

結論：經由推測一與二分類討論所有可能後，卻都得到矛盾的結果；因此若 

zyx ,, 皆為正整數則 333 zyx ≠+ 。 

柒柒柒柒、、、、結論結論結論結論    

一、以另一個角度推導『連續自然數的立方和等於某自然數的平方』，讓學生感受到

級數排列上不僅可以用純數字的規律推理外也可以具像化：以『立方體』化成『L

型拼塊』進行面積的拼合。(也結合教學內容中的平方差、因式分解、判別式及

等差數列…等知識運用)。 

二、利用上個研究的命題轉個彎得到『自然數的立方等於兩個自然數的平方差』，進

而推導費馬定理：當 333 zyx =+ ， zyx ,, 沒有正整數解。雖然證明的過程不夠完

善與嚴謹，但嘗試多次證明與討論後也得到不錯的成果；也從這短短幾句看似簡

單的費馬定理中，更深度體認數學之深之廣。 

捌捌捌捌、、、、參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他    
1.怎樣解題：G 波利亞著 閻育蘇譯 （1957），九章出版社。 

2.改變世紀的數學故事：李毓佩、劉健飛著(2003)，豐閣出版社。 

y ∈ Ν∴Q 矛盾



【評語】030416 

1. 費瑪最後定理ｘ３＋ｙ３＝ｚ３雖為已知，以國中數學證

明，努力值得肯定。 

2. 論述不夠完備。 

3. 證明不夠嚴密。 
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