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手環遊戲 

 

摘要 
     

    本研究探討利用截最少顏色段數來組合最多連續整數 1、2、3…k-1、k 顆珠子的手環，不

同顏色段的珠數可以是 1 個、2 個、3 個…，將相鄰顏色的珠子單一、兩兩或三三以上互相組

合在一起，組合出最長且最多種不同長度的鍊子。我們發現有趣之處，當手鍊上有 N 種顏色段，

最多可產生 1+N×（N-1）種串珠的組合，手鍊總珠數為 1+N×（N-1）個。而且我們參考並修改

相關歷屆作品的研究方法，找出比較快速且可篩選過濾重複組合的方式------利用 abcde…

找出段數所代表的數字，再以數字的排列組合找出相關的隱藏組合，最後利用 Excle 程式檢驗。

當段數愈多，間隔的組合就愈繁多，從這些繁多的組合中，我們找出 1 段~6 段（也就是總珠子

數 1 顆~31 顆）的最佳解。 

 

壹、 研究動機 

 

我們很喜歡在下課時編手鍊及串手環，在一次偶然的機會，我們在 1000 個大腦思考

遊戲的書上看到一題截項鍊的數學問題，題目是：「有一串以 13 顆珠子串成的項鍊，請將

這串珠子分成數段，盡量最少段，使被截斷的鍊子只可以與相鄰處兩兩

或三組以上相互組合出 13 種不同長度的鍊子，分別連續珠數為 1、2、3、

4、……至 13。」這樣的問題激起我們的興趣，於是就開始研究這個「截

最少的段數，卻能組合出 1、2、3、4、……到與整串鍊子長度相同的

所有整數珠子個數」的手鍊遊戲。 

  

   而這個研究與我們在數學教材的相關性如下： 

數學南一版第九冊第十一單元怎樣計算、第十冊第四單

元圓、圓周長第十冊第八單元怎樣解題（觀察、察覺數

列的規律性）。 

 

 

貳、 研究目的 

 

一、 這串 13 顆珠子串鍊所截斷最少段數（顏色）的最佳解？所截段數能不能再少一點？ 

二、 手環上的珠子總數和所能截成最少段數（顏色）有沒有關係？  

1. 不同長度（珠子總數）的手鍊，其所能截最少顏色段數的最佳解為何？ 

2. 利用最少種顏色段數所串成的手鍊，到底可以串出最多珠數是多少的手鍊？ 

三、 利用最少顏色段數所串成的手鍊有沒有特定的規律性？ 

四、 後續研究－－改變遊戲規則：不可慮相鄰位置，單純湊數字，截最少段數所串成的手

鍊，可串出最多珠數是多少的手鍊？ 
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參、 研究過程： 

一、十三顆珠子的手鍊 

【化繁為簡】想法：盡量截最少段，從截 2 段、3 段開始嘗試。從數字 1、2 開始湊。 

    這串鍊子須組出 13 種不同的長度，分別為總珠數 1、2、3…至 13。我們嘗試將鍊子

截成二段、三段都無法找出適合的解，最後將鍊子截成四段，才找出符合規則的二組最

佳解，分別是(1-2-6-4)及（1-3-2-7）。 
 

（一）截成三段 

我們試著將串珠截成三段來分析看看： 
 

1. 首先兩段一定是不可缺少的，一段是 1 顆珠子，另一段是 2 顆

珠子。若缺了這兩段則無法湊足連貫的珠子顆數 1 和 2。 

2. 接著最後一段則是將剩下來的 10 顆珠子為一段，但問題來了，

如此一來，我們便無法湊足連貫的珠子顆數 4、5、6、7、8 和 9。 

3. 這串 13 顆珠子的鍊子最少只能截成四段，所截成的段數無法少於四段，而被截的

四段珠子可以與相鄰處兩兩或三組以上相互組合出 13 種不同長度的鍊子。 
 

（二）截成四段  我們找出符合規則的二組最佳解，分別是(1-2-6-4)及（1-3-2-7）。 

1.截成四段(1-2-6-4) 

我們從數字 1 開始湊，依序如下： 

a. 須要有 1 顆珠子為單獨一段。 

b. 接著在相鄰處選出 2 顆珠子為一段。 

c. 只要 1 與 2 相鄰，即可組合出 3 顆的長度。 

d. 直接選出 4 顆珠子自組成一段與 1 顆珠子相鄰，如此珠數 4 和 5 都有了。 

e. 再來挑選剩下來的 6 顆珠子自成一段，置於珠 4 和珠 2 的中間。 

f. 這樣一來珠數 6、7（=4+1+2）、8（=2+6）、9（=1+2+6）、10（=4+6）、11（=1+4+6）、

12（=4+6+2）、13（=所有珠數相加）都出現了。 
 

2.截成四段（1-3-2-7） 

和上一種分法不同： 

a. 除了珠子數 1 顆、2 顆分別單獨為一段。 

b. 另挑出 3 顆珠為一段，置於珠 1 和珠 2 中間。 

c. 這樣一來珠數 4（=1+3）、5（=3+2）、6（=1+3+2）都出現了。 

d. 扣掉前三段的總珠子數後剩下 7 顆珠子單獨組成一段，置於珠 1 及珠 2 中間。 

e. 剩下的珠數 8（=1+7）、9（=7+2）、10（=1+7+2）、11（=7+1+3）、12（=7+2+3）、

13（=所有珠數相加）都出現了。 
 

所以整串 13 顆的鍊子所截段數能不能比截成四段再少一點？答案其實是不行的，如

同前面所分析的一樣，最少段數只能截成四段。 
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二、珠子總數和截最少段數的關係 

    為了瞭解鍊子中珠珠總數和截最少顏色段的關係，我們分成兩方面來進行探討。第

一，以總珠數為出發點，從最少的總珠數開始，來探討珠子總數和截最少顏色段的關係；

第二，利用截最少顏色段來驗證珠子總數和截最少顏色段的關係。 

（一） 以總珠子個數為出發點 

【抽絲剝繭】研究初期，我們單純利用紙、筆、橡皮擦在紙上作業，以總珠數 2 顆、3

顆、…、9 顆、10 顆、…、13 顆、14 顆為固定條件，嘗試找出每一種珠子個數的所

能截出的最少段數。 

1. 總珠數 2 顆～3 顆（最少截成二段） 

（1）總珠數為 1 顆時，只有一顆珠子，當然只有 1 段（顏色），故最佳解是（1）。 

（2）總珠數為 2 顆時，我們無法只截一段來湊連續 1 和 2 珠子數，而最佳

解只能截 2 段，分別是（1、1），如此可以湊出連續 1 和 2 珠數。 
 

（3）總珠數為 3 顆時，最佳解為只能截成 2 段，分別是（1、2），如此可以

湊出連續的 1、2 和 3 的珠子數。 

 

2. 總珠數 4 顆～7 顆（最少截成三段） 

（1）總珠數為 4 顆 

我們無法只截成二段（1，3）、（2，2）來湊，最佳解為截成 3 段，

分別是（1、1、2），如此可湊出連續 1、2、3 和 4 的珠數。 

（2）總珠數為 5 顆 

我們無法只截成二段（1，4）、（2，3）來湊，最佳解為 3 段，分

別是（1、1、3）和（1、2、2），如此可湊出連續 1、2、3、4 和

5 的珠數。 

（3）總珠數為 6 顆 

我們無法只截成二段（1，5）、（2，4）來湊，最佳解為截成 3 段，

分別是（1、2、3），如此可湊出連續 1、2、3、4、5 和 6 的珠數。 

（4）總珠數為 7 顆 

最佳解為截成 3 段，分別是（1-2-4），如此可湊出連續 1、2、3、4、5、

6 和 7 的珠數。 
      

3. 總珠數 8 顆～13 顆（最少截成四段） 

隨著總珠數增加，情況變得較複雜，如果再依照前面的分析方法，那麼只會亂槍打

鳥，無法將所有的最佳解找出來，所以我們決定改變方法，先依序將所有可能的組

合一一列出，再篩選出比較適合的解來驗證： 
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（1）總珠數為 8 顆 

我們無法只截成三段(1，2，5)、(1，3，4)、(2，3，3)來湊。我們將 8 顆截成四段

的(a-b-c-d)可能組合，先固定(a-b)，再變換(c-d)，依序推論。 

 

 
 

可是實際上仔細加以比對後，發現並沒有這麼多種可能的組合，將相同的組合排

列再一起，可能的組合只剩下 8 種而已。 

 

 

 

因此總珠數為 8 顆時，最佳解為截成 4 段，分別四組解（1-1-2-4）、（1-2-1-4）、

（1-2-2-3）、（1-1-3-3），都可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7 和 8 的珠數，其中（1-1-2-4）、

（1-2-1-4）二組解因數字相同，但在環中位置不同，我們將它當作雙胞胎解。 

 

 

 

 
雙胞胎解 
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（2）總珠數為 9 顆 

我們將四段組合成 9 顆的可能組合依照次序推論，發現共有下列幾組解： 

 
 

可是實際上仔細加以比對後，發現並沒有這麼多種可能的組合，將相同的組合排

列再一起，可能的組合只剩下 10 種而已。 
 

 
 

因此總珠數為 9 顆時，最佳解為截成四段，六組解分別為（1-1-2-5）、（1-2-1-5）、

（1-1-3-4）、（1-2-2-4）、（1-2-4-2）、（1-2-3-3），都可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、

8 和 9 的珠數。，其中（1-1-2-5）、（1-2-1-5）以及（1-2-2-4）、（1-2-4-2）二組解因

數字相同，但在環中位置不同，我們將它當作雙胞胎解。 
 
 
 
 
 
 
 雙胞胎解 雙胞胎解 
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（3）總珠數為 10 顆 

我們將四段組合成 10 顆的可能解依序推論，發現共有（7+6+5+4+3+2+1）＝28 種。 

 

 

經比對後，發現只剩下可能的組合只剩下 13 種而已。 

 

因此總珠數為 10 顆時，最佳解為截成四段，六組解分別為（1-1-3-5）、（1-2-2-5）、

（1-2-3-4）、（1-3-2-4），都可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9 和 10 的珠數。 
 

 
 
 
 
 
 
 

雙胞胎解 
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（4）總珠數為 11 顆 

總珠數 11 顆，分成四段，分別加起來（8+7+6+5+4+3+2+1）＝36 種。 

 
 

經過比對，發現並沒有這麼多種解，我們將同一種排列在一起後就只剩下 16 種。 
 

  
 
因此總珠數為 11 顆時，最佳解為截成四段，四組解分別為（1-1-3-6）、（1-2-2-6）、

（1-2-4-4）、（1-3-2-5），都可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10 和 11 的珠數。 

 

 

 

（5）總珠數為 12 顆 

總珠數 12 顆，分成四段，分別加起來（9+8+7+6+5+4+3+2+1）＝45 種。 

 

雙胞胎解 
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經過比對，發現並沒有這麼多種解，我們將同一種排列在一起後就只剩下 21 種。 

  
 

因此總珠數為 12 顆時，最佳解為截成四段，二組解分別為（1-2-4-5）、（1-3-2-6），

都可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11 和 12 的珠數。 

 

 

 

 

 

 

（6）總珠數為 13 顆 

總珠數 13 顆，分成四段，總共（10+9+8+7+6+5+4+3+2+1）＝55 種。 
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經過比對，發現只剩下 25 種。 

 

 
 

因此總珠數為 13 顆時，最佳解為截成四段，二組解分別為（1-2-6-4）、（1-3-2-7），

都可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12 和 13 的珠數。 
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最後我們決定先只針對數字來分析，確定每一組數字後，再利用數字位置變換間的

組合來找出所有可能的解，最後將這些的可能的解一一核對，看看是否符合規則。 
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不過隨著段數與珠數

增加，可能的組合愈來愈

多，為了縮短研究的時

間，在老師建議下，我們

參考一篇文獻--神奇的尺

裡頭的研究工具（我們參

考研究中的程式設計，在

自己加以改變），利用

Excle 試算表來輔助計

算，以便快速找出每一種

不同長度鍊子的最佳解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

4. 總珠數 14 顆～19 顆及 21 顆（最少截成五段） 

（1）總珠數為 14 顆 

隨著總珠數增加為 14 顆，我們嘗試著將其截分為四段，但是我們試了好幾

次，都無法將 14 顆截成四段來組合出所有 1、2……至 14 的珠數。 
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由於無法截為四段，故我們將串鍊截為五段，利用(a-b-c-d-e)(a-b-c)+(d-e)分析。 

 

我們發現總珠數為 14 顆時，最佳解為截成五段，分別有下列 24 組最佳解，都可

湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13 和 14 的珠數。 

 

 

 

 

 

 

（2）總珠數為 15 顆 

因總珠數 14 顆只能截為五段，所以總珠數 15 顆也截分為五段來進行分析。 

 

 
 

 

雙胞胎解 雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 

雙胞胎解 
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我們發現總珠數為 15 顆時，最佳解為截成五段，分別有下列 37 組最佳解，都可

湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、14 和 15 的珠數。 

 

 

 

 

 

 
 

 

（3）總珠數為 16 顆 

隨著總珠數增加為 16 顆，截分為五段。 

 

我們發現總珠數 16 顆，最佳解為截成五段，分別有下列 13 組最佳解，都可湊出

連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、14、15 和 16 的珠數。 

 

 

 

雙胞胎解 雙胞胎解 雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 雙胞胎解 雙胞胎解 
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（4）總珠數為 17 顆    隨著總珠數增加為 17 顆，截分為五段。 

 

我們發現總珠數為 17 顆時，最佳解為截成五段，有 23 組最佳解，都可湊出連續

1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、14、15、16 和 17 的珠數。 

 

 

 

 

 

 

（5）總珠數為 18 顆 

隨著總珠數增加為 18 顆，截分為五段。 

（過程部份詳見下頁） 

我們發現總珠數 18 顆，最佳解為截成五段，有 7 組最佳解，都可湊出連續 1、2、

3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、14、15、16、17 和 18 的珠數。 

 

 

雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 

雙胞胎解 

雙胞胎解 雙胞胎解 

雙胞胎解 雙胞胎解 
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（6）總珠數為 19 顆    隨著總珠數增加為 19 顆，截分為五段。 
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我們發現總珠數 19 顆，最佳解為截成五段，有 7 組最佳解，都可湊出連續 1、2、

3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、14、15、16、17、18 和 19 的珠數。 

 

 

 

 

（7）總珠數為 20 顆    隨著總珠數增加為 20 顆，截分為五段。 

 

雙胞胎解 
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將總珠數 20 顆所有可能的組合情形列出，我們並未找到截為五段的最佳解，最

佳解只能為截成六段。在此僅列出總珠數 20 顆分成 6 段的四個最佳解。 

    

 

（8）總珠數為 21 顆    隨著總珠數增加為 21 顆，截分為五段。 
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我們發現總珠數 21 顆，最佳解為截成五段，只有 1 組最佳解，都

可湊出連續 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、12、13、14、

15、16、17、18、19、20 和 21 的珠數。 

 

 

5. 總珠數 22 顆～28 顆及 31 顆（最少截成六段） 

在本段的研究書寫部分限於篇幅限制，無法呈現太多繁多的過程，我們省略了數萬

筆的資料，所以我們僅呈現部分最佳解，其餘詳見附件及研究日誌補充說明。 

在本研究中較特別的部分有二： 

第一，我們嘗試將總珠數 22 顆截為五段，但卻找不到最佳解，於是我們將此串 22

顆鍊子截分成六段，而我們也找出了最佳解，詳見下表。 

第二，總珠數 29 顆、30 顆無法找到截為六段的最佳解，我們僅列出七段最佳解。 
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6. 總珠數 32 顆～38 顆（最少截成七段） 

地方展比賽後，我們繼續最少段數七段的研究，最少段數七段的可能組數分析就比

六段的可能組數多上七倍之多，不過我們依然可以找出： 
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（二） 利用截最少段（顏色）來驗證 

1. 最少段數為一段    當最少段數為 1 段，總珠數只能為一顆珠子。 

2. 最少段數為二段 

總珠數為 2、3 顆時，我們找出最少段數為二段，若假設這兩段為 a、b

顆，則推論所有可能的組合為【a】、【b】、【a+b】三種。 

 
發現：當最少段數為二段時，我們所找出最多的總珠子數為 3 顆。 

 

 

3. 最少段數為三段 

總珠數為 4 顆～7 顆時，我們找出最少段數為三段 a、b、c 顆，則推論

所有可能的組合為【a】、【b】、【c】、【a+b】、【b+c】、【c+a】、【a+b+c】七

種。而分別以整數取代的答案有六組符合： 

  
發現：七個組合中，每一個代表一個不重複的數字，我們最多可以列出 1…7，總共七個數

字。因此當最少為三段【a】、【b】、【c】時，最多的總珠子也只有七顆而已。 

 

4. 最少段數為四段 

總珠數為 8 顆～13 顆時，我們找出最少的四段，假設這四段為 a、b、

c、d 顆，則所有可能的組合為【a】、【b】、【c】、【d】、【a+b】、【b+c】、【c+d】、

【d+a】、【a+b+c】、【b+c+d】、【c+d+a】、【d+a+b】、【a+b+c+d】十三種。 

我們利用 a≦b≦c≦d 方式，一開始先從(c-d)依序簡變更： 

 
 



21 
 

我們僅列出總珠數 10、11、12、13 三種情形，(1-3-2-7)及(1-2-6-4)能湊出最多且完整

連續的總珠數，詳見下表： 

 

發現： 

上面 13 種組合【a】、【b】、【c】、【d】、【a+b】、【b+c】、【c+d】、【d+a】、【a+b+c】、【b+c+d】、

【c+d+a】、【d+a+b】、【a+b+c+d】，每一個代表一個不重複的數字，我們最多可以列出

1、2、3……11、12、13，總共 13 個數字。因此當最少段數為三段【a】、【b】、【c】、【d】

時，最多組合的總珠子也只有 13 顆而已。 

 

 
 

我們利用 a≦b≦c≦d≦e 方式，一開始先從(d-e)依序簡變更，請見下表： 
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三、變更遊戲規則的手環遊戲 

 
 

 
 

 



24 
 

從上述研究過程中，我們發現以此規則來湊出最多的數字，有一定的規律性，如下所示： 

 

肆、 研究結果： 

一、這串 13 顆珠子串鍊所截斷最少段數（顏色）的最佳解？所截段數能不能再少一點？ 

（1）13 顆珠鍊最少可截四段，相鄰處可相互組合 13 種不同長度

的鍊子，我們找出二組最佳解，分別是(1-2-6-4)及（1-3-2-7）。 

（2）最少段數為四段，無法再將 13 顆串珠截低於四段。 

 

二、不同長度（最多珠子）的手鍊，所能截斷最少段數（顏色）的最佳解為何？  

下表為從串珠總數 1、2……至總珠數 31，我們找出符合規則的最佳解及串鍊簡圖。 
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三、鍊子上的珠子總數和所能截成最少段數（顏色）有沒有關係？  

我們發現鍊子上的總珠個數和所能截成的最少段數是有特定關係的。請見下表，也就是

說這鍊子如果有 N 段，那麼整條鍊子能湊出最多種不同組合的珠數就是 1+N×（N-1）種。 
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我們找出利用 1~6 段（顏色）所組成鍊子的最佳解，可以串出最長（最多）的串珠。 

 
     

如果這條串鍊所產生 1+ N×(N-1)種組合的總珠子個數都沒有重複，那麼總珠子個數

就是 1+ N×(N-1)個；但若是有重複的部分的話，那總珠數就不會超過 1+ N×(N-1)個。 

 
 

伍、 討論與結論： 

一、鍊子總長度與最少截段數 
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二、截斷段數的組合 

 
 

三、最佳解的規律 

（一）大多數的最佳解會出現以 1 顆珠子一段、2 顆珠子一段、3 顆珠子一段的情形。 

 

（二）大部分的最佳解會透過基本較少的珠子數 1、2、3….珠子相互結合，例如：1-3 相

鄰可得 4 顆；2-3 相鄰會結合成 5 顆。依序類推，當總珠子數開始增大超過 20 多

顆後，其中有一段珠子個數會比其他四段珠子總和個數和差不多。 

例如：總珠數 7、 總珠數 13、   總珠數 21、           總珠數 31 

 

 

 

（三）截斷數為五段時，珠子個數增大為 20 多顆，最佳解就開始出現中 1 顆珠子一段、

2 顆珠子一段、3 顆珠子一段、5 顆珠子為一段的各種組合。 

 

（四）我們以總珠子個數為研究主軸時，發現每一種長度的鍊子最佳解，隨著珠子數增

加，其最佳解多半類似，且改變的只有某一段的珠子數遞增。 

 

例：總珠數 22總珠數 23總珠數 24總珠數 25總珠數 26總珠數 27總珠數 28總珠數 31 

                               

例：總珠數 32總珠數 33總珠數 34總珠數 35總珠數 36總珠數 37 



28 
 

                   
 

（四）另外我們也發現了一種湊數字的方法，雖然無法將所每一種的可能解找出來，但

卻可透過其一段的幾組解，再加入一段一顆、或一段 2 顆、或一段 2 顆的方式找出

最佳解。詳見說明： 

例 1：從最少段四段的總珠數 13最少段五段總珠數 14 時，只要在四段 13 顆

手環中數字 2 與數字 7 中加入一段一顆，即符合遊戲規則，如下圖所示： 

總珠數 13（四段）總珠數 14（五段） 

                  
 

例 2：從最少段五段的總珠數 21最少段六段總珠數 22 時，只要在五段 21 顆

中適合位置加入一段一顆，即可符合遊戲規則，如下圖所示： 

總珠數 21（五段）總珠數 22（六段） 

                  

 

例 3：從最少段六段的總珠數 31最少段七段總珠數 32 時，只要在六段 31 顆

中適合位置加入一段一顆，即可符合遊戲規則，如下圖所示： 

總珠數 31（六段）總珠數 32（七段） 

                或  

 

例 4：從最少五段的總珠數 21最少六段總珠數 23 時（或 24 顆），只要在六

段 31 顆中適合位置加入一段 2 顆或一段 3 顆，即可符合規則，如下圖所示： 

總珠數 21總珠數 23         總珠數 21總珠數 24 

                            
 

例 5：從最少段四段總珠數 19最少段五段總珠數 22 時，只要加入一段 3 顆，

即可符合遊戲規則，例如：總珠數 19（四段）總珠數 22（五段） 
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四、本研究在生活上的應用： 

1.節約環狀尺 

 

 

 

 

 

陸、 參考資料：  

 

PCuSER 電腦人文化。Ivan Moscovich 著。蔣勵、康俊譯。2007.07.1 版。台灣。IQ 向上！

1000 個大腦思考遊戲（下）。 

國立台灣科學教育館。中華民國第 46 屆中小學科學展覽優勝作品專輯。2006.06.1 版。

台北市。中小學科學展覽高小組數學科全國第一名。『神奇的尺』。 

第一屆全國高中數學教學研討會論文集。市立成功高中洪鵬凱。不盡相異物排列－著

色與環狀排列問題研究。 

 

 

http://www.books.com.tw/exep/pub_book.php?pubid=pcuser


【評語】080408 

1. 本作品是探討利用最少顏色段數來組合多種不同長度的

鍊子。作品趣味生活化，並找到一些公式，更利用 excel

程式來檢驗，找出最佳解，研究精神可嘉。 

2. 由於節約環狀尺可隨意拆解，是直尺的改良產品，此為本

件作品的一大特色。 
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