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作品名稱：酒瓶堆堆堆－堆出卡塔那數 

摘要 

首先，由代數觀點切入，藉由 n =2， n =3， n =4，……，到 n =10 的解題過程中，尋求

1S ， 2S ， 3S ，……， 10S 之間的規律，進而找出一般情形 nS ：當底層為 n 個一字排開且緊

密外切的酒瓶時所有往上堆疊酒瓶的情形。過程中，透由 Excel 的表格，尋求 nS 的規則，

由這些規則我們去推導，竟然發現 nS 與Catalan  number 的第 n 項 nC 有關，欲解釋彼此的

關聯時，又發現 nS 與 n 階鋸齒狀捷徑走法能形成1 1− 且 onto 的對應關係，讓人覺得在數學

的世界中，代數與幾何之間神秘又充滿驚奇的關連！ 

 

壹、  研究動機 

有一次陪父親去買葡萄酒時，看到店員在堆疊酒瓶，心想：如果底層是 5 個一字排開

且緊密外切的酒瓶時所有往上堆疊酒瓶的情形有幾種？或進一步由酒瓶堆疊中的規律求

出底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時所有往上堆疊酒瓶的情形有幾種。此時我們想

到高一上第二章提到數列找規律，希望經由數列規律或遞迴性質解決此問題。 

 

貳、  研究目的 

一、  由代數觀點求出底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶的所有往上堆疊酒瓶的

堆疊數。 

二、  藉由 Excel 尋求 nS 的規律。 

三、  找出 nS 跟Catalan  number 的第 n 項 nC 的對應關係。 

 

参、  研究設備 

一、  電腦、筆、紙、  Microsoft Visio  
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肆、  研究過程和方法 

一、  名詞解釋及符號說明： 

（一）定義符號 nS ：底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，所有往上堆疊酒瓶的 

組合數。 

（二）第 n 項卡塔那數（Catalan  number ）： nC = 21
1

n
nC

n +
(2 )!

( 1)! !
n

n n
=

+
， n N∈  

（三） n
mC ：自 n 個相異物中任選 m 個（ 0n m≥ ≥ ）的組合數，其中 n

mC !
!( )!

n
m n m

=
−

 

（四） ijA ：底層為 i 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，產生（ i -1）個酒瓶空隙，由

此（ i -1）個空隙選擇（ j -1）個空隙的所有往上堆疊酒瓶的全部情形所成

集合。 

（五） ija ：第 i 列第 j 行元素。底層為 i 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，產生（ i -1） 

個酒瓶空隙，由此（ i -1）個空隙選擇（ j -1）個空隙時所有往上堆疊酒瓶 

的組合數稱為 ija 。 

換言之， ija = ijA 的元素個數 ijA= 。  

（六） n 階鋸齒狀街道(如圖（一）)  

 

A

格

n

B

A 格 n  
     圖（一） 

二、 由代數觀點求 nS  

在操作底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶的向上堆疊情形時，我們重複用到以 

下預備知識，特別在此說明如下： 

（一）預備知識 

1、 
2 2

1
n n

n nC C −− = 21
1

n
nC

n +
， n N∈  

證明： 2 2
1

n n
n nC C −−

( ) ( )
( ) ( )

2 ! 2 !
! ! 1 ! 1 !
n n

n n n n
= −

− +
( )

( )
2 ! 1 1
1 ! ! 1
n

n n n n
⎛ ⎞= −⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

                            
( )

( ) ( )
2 ! 1
1 ! ! 1
n

n n n n
= ⋅

− +
( )2 !1

1 ! !
n

n n n
= ⋅

+
21

1
n

n nC C
n

= =
+
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2、 巴斯卡定理 n
mC = 1 1

1
n n
m mC C− −

−+ ，1 1m n≤ ≤ −   

證明： 1 1
1

n n
m mC C− −

−+ =
( 1)! ( 1)!

!( 1)! ( 1)!( )!
n n

m n m m n m
− −

+
− − − −

 

 =
( 1)! 1 1( )

( 1)!( 1)!
n

m n m m n m
−

+
− − − −

 

 =
( 1)!

( 1)!( 1)! ( )
n n

m n m m n m
−

×
− − − −

 

 =
!

!( )!
n

m n m−
= n

mC  

3、 若 m 、 n 、 k N∈ ， n k≥  

則 1 2 1
1 1        n n n n m n m n

k k k k k kC C C C C C n k+ + + + +
+ ++ + + + = − ≥  

證明： 1 2n n n n m
k k k kC C C C+ + ++ + + +  

1 1 1 1 1

1
1 1

[( ) ] ( )k k n n n n m k k n
k k k k k k k k k

n m n
k k

C C C C C C C C C

C C

+ − + + + −

+ +
+ +

= + + + + + + + − + + +

= −
 

（二）機械性操作：藉由固定底層酒瓶個數〈本文所提到的固定底層酒瓶個數指的都

是底層酒瓶一字排開且緊密外切的情形，至於底層酒瓶分開的情形也可由此模

式堆導下去〉 

求 1S ， 2S ， 3S ，……， 10S  

1、底層酒瓶為1個時 

 

1 1S =   

 

2、底層酒瓶為 2 個時 

 ： 1
0C  

 ： 1
1 1C S  

∴ 1 1
2 0 1 1 2S C C S= + =     

 

3、底層酒瓶為3 個時 

            ： 2
0C  

     ： 2
1 1C S  
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     ： 2
2 2C S  

∴ 2 2 2
3 0 1 1 2 2 5S C C S C S= + + =  

 

4、底層酒瓶為 4 個時 

                                               ： 3
0C  

                           ： 3
1 1C S  

        ：( 2 1 12 1S S S+ ) 

                                                           

        ： 3
3 3C S  

3 3 3
4 0 1 1 2 1 1 3 3(2 1 )S C C S S S S C S= + + + +   

( )1 3 2 2 1 5
14

= + + × + +

=
  

 

5、底層酒瓶為5 個時 

   考慮由 5 個酒瓶產生 4 個空隙來思考： 

（1）4 個空隙都不堆 （即 4
0C ） 

（2）4 個空隙選一個空隙放入酒瓶  （即 4
1 1C S ） 

（3）4 個空隙選 2 個空隙放入酒瓶，考慮 2 個酒瓶的相鄰與否，也就是討論正 

整數 2 的所有分割情形：（2），（1,1）再分別求所對應的係數 （即 3
2 2 1 13S C S S+ ） 

（4）4 個空隙選 3 個空隙放入酒瓶，而 3 的所有分割情形：（3），（2,1），（1,1,1） 

，再分別求所對應係數  （即 3 2 12 2S S S+ ） 

（5）4 個空隙全選放入酒瓶，再求對應係數  （即 4
4 4C S ） 

∴ 4 4 3 4
5 0 1 1 2 2 1 1 3 2 1 4 4(3 ) (2 2 ) 42S C C S S C S S S S S C S= + + + + + + =
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6、底層酒瓶為 6 個時 

由 6 個酒瓶產生 5 個空隙來思考： 

（1）5 個空隙都不堆  （即 5
0C ） 

（2）5 個空隙選 1 個空隙放入酒瓶  （即 5
1 1C S ） 

（3）5 個空隙選 2 個空隙放入酒瓶，先考慮 2 的所有分割情形：（2），（1,1）再 

     分別求所對應的係數  （即 4
2 2 1 14S C S S+ ） 

（4） 5 個空隙選 3 個空隙放入酒瓶，先考慮 3 的所有分割情形：（3），（2,1），（1,1,1） 

                再分別求所對應係數  （即 3
3 2 1 3 1 1 13 6S S S C S S S+ + ） 

（5） 5 個空隙選 4 個空隙放入酒瓶，先考慮 4 的所有分割情形：（4），（3,1），（2,2）， 

               （2,1,1），（1,1,1,1），再分別求所對應係數  （即 4 3 1 2 22 2 1S S S S S+ + ） 

           （6）5 個空隙全選放入酒瓶，再求對應係數（即 5
5 5C S ） 

∴ 5 5 4 3
6 0 1 1 2 2 1 1 3 2 1 3 1 1 1 4 3 1(4 ) (3 6 ) (2 2S C C S S C S S S S S C S S S S S S= + + + + + + + +  

5
2 2 5 51 ) 132S S C S+ + =

 

 

7、底層酒瓶為 7 個時 

6 6 5 4
7 0 1 1 2 2 1 1 3 2 1 3 1 1 1 4 3 1(5 ) (4 12 ) (3 6S C C S S C S S S S S C S S S S S S= + + + + + + + +  

                 
6

2 2 2 1 1 5 4 1 3 2 6 63 3 ) (2 2 2 ) 429S S S S S S S S S S C S+ + + + + + =  

 

8、底層酒瓶為8 個時 

7 7 6 5
8 0 1 1 2 2 1 1 3 2 1 3 1 1 1 4 3 1 2 2(6 ) (5 20 ) (4 12 6S C C S S C S S S S S C S S S S S S S S= + + + + + + + + +   

 

    
4

2 1 1 4 1 1 1 1 5 4 1 3 2 3 1 1 2 2 1 612 ) (3 6 6 3 3 ) (2S S S C S S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + + +
 

7
5 1 4 2 3 3 7 72 2 1 ) 1430S S S S S S C S+ + + + =

 

 

9、底層酒瓶為9 個時 

8 8 7 6
9 0 1 1 2 2 1 1 3 2 1 3 1 1 1 4 3 1 2 2(7 ) (6 30 ) (5 20 10S C C S S C S S S S S C S S S S S S S S= + + + + + + + + +           

   5
2 1 1 4 1 1 1 1 5 4 1 3 2 3 1 1 2 2 130 ) (4 12 12 12 12S S S C S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + +  

   2 1 1 1 6 5 1 4 2 3 3 4 1 1 3 2 1 2 2 24 (3 6 6 3 3 6 12 )S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + + +  

   8
7 6 1 5 2 4 3 8 8(2 2 2 2 ) 4862S S S S S S S C S+ + + + + =  
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10、底層酒瓶為10個時 

9 9 8 7
10 0 1 1 2 2 1 1 3 2 1 3 1 1 1 4 3 1(8 ) (7 42 ) (6 30S C C S S C S S S S S C S S S S S S= + + + + + + + +

   

6
2 2 2 1 1 4 1 1 1 1 5 4 1 3 2 3 1 1 2 2 115 60 ) (5 20 20 30 30S S S S S C S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + + +

5
2 1 1 1 5 1 1 1 1 1 6 5 1 4 2 4 1 1 3 320 ) (4 12 12 12 6S S S S C S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + +  

3 2 1 3 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 7 6 1 5 224 4 4 6 ) (3 6 6S S S S S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + +  

5 1 1 4 3 4 2 1 3 3 1 3 2 2 8 7 1 6 23 6 6 3 3 ) (2 2 2S S S S S S S S S S S S S S S S S S S+ + + + + + + +
 

9
5 3 4 4 9 92 1 ) 16796S S S S C S+ + + =

 

 
（三） 

1、 我們將 1S ， 2S ， 3S ，……， 10S 的求解過程整理如下 

1S  1 

2S  1+1 

3S  1+2+2 

4S  1+3+5+5 

5S  1+4+9+14+14 

6S  1+5+14+28+42+42 

7S  1+6+20+48+90+132+132 

8S  1+7+27+75+165+297+429+429 

9S  1+8+35+110+275+572+1001+1430+1430 

10S  1+9+44+154+429+1001+2002+3432+4862+4862 

表（一） 

           

          2、 由 1.，我們將+號省略予以表格化，得到 

 

表（二） 

 

 

1S : 1          

2S : 1 1         

3S : 1 2 2        

4S : 1 3 5 5       

5S : 1 4 9 14 14      

6S : 1 5 14 28 42 42     

7S : 1 6 20 48 90 132 132    

8S : 1 7 27 75 165 297 429 429   

9S : 1 8 35 110 275 572 1001 1430 1430  

10S : 1 9 44 154 429 1001 2002 3432 4862 4862
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再將此表格在 Excel 下找出規律化公式如下： 

nS 之首項均為 1 ( )n N∀ ∈ ，末兩項均相同( 2≥n )，除首末項外，均滿足 

即 ( 1)

( 1) ( 1)

1

ij i j

i j i j

a a
a a

−

− −

⎧
⎪= ⎨
⎪ +⎩

  

1 
1
1

j i N
i j
i j

= ∈
= >
> >

，

 
( )∗

 

由此規律可知 

1679616796119347072364016386372085410111 ++++++++++=S  

58786=  

3、 欲證明 ( )∗  

觀察 1kS − 與 kS    

ijA ( )1i j≥ ≥ ：底層為 i 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，產生（ i -1）個酒瓶

空隙，由此（ i -1）個空隙選擇（ j -1）個空隙的所有往上堆疊

酒瓶的全部情形所成集合。 

（1）首先討論 1i j> >  

( )1i jA − 的每個元素底層右方加一個酒瓶    如： 個酒瓶1)-(i

                  
 

( )( )1 1i jA − − 的每個元素底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基準，第二層最右

端空隙開始插入一個酒瓶   如： 個酒瓶1)-(i

                  
 

( )( )1 2i jA − − 的每個元素底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基準，第二層最右

端空隙開始依序插入二個酒瓶，此二酒瓶之間空隙再往上插入一酒瓶〈如

圖〈二〉〉，若遇到原第二層右端已有酒瓶，則所插入的第二個酒瓶往左一

格（若再遇到酒瓶則再向左一格插入），且將插入二酒瓶的上方空隙處補上

酒瓶（以第二層為基準共補 2 層）〈如圖〈三〉〉   

如：

                  
個酒瓶1)-(i

                  
如：

                  
個酒瓶1)-(i

                  
 

圖〈二〉       圖〈三〉 

 

( )( )1i j lA − − ( )0 1l j≤ ≤ − 的每個元素底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基

準，第二層最右端空隙開始依序插入 l 個酒瓶，此 l 個酒瓶之間空隙再往上

( 1)i ja −

( 1)i ja −
ija
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填滿酒瓶（以第二層為基準共填滿 l 層），若依序插入過程中如遇到原第二

層右端已有酒瓶，則所插入的酒瓶必須延後往左一格插入（若再遇到酒瓶

則再向左一格插入），且將插入 l 個酒瓶的上方空隙處補上酒瓶（以第二層

為基準共補 l 層）  

 

結論：由以上敘述可知：我們可經由以上方式將 ( )( )1i j lA − − ( )0 1l j≤ ≤ − 的每

個元素變成 ijA 的元素，且 ( ) ( )1 1i p i qA A− −∩ =∅，其中1 ,p q j≤ ≤ 。 ( )∗∗  

從另一個方向來思考 

ijM A∀ ∈ ，考慮圖形 M 中包含最右端酒瓶的最高層數： 

若只有1層，則 M 為 ( )1i jA − 的元素型式增加酒瓶而得； 

若有 2 層，則 M 為 ( )( )1 1i jA − − 的元素型式增加酒瓶而得； 

 

若有 l 層 ( )0 l j≤ ≤ ，則 M 為 ( )( )1 1i j lA − − + 的元素型式增加酒瓶而得 

因此， 1i j> > 時 ijA 的每個元素必可對應到一個 ( )( )1i j lA − − 型式 (0 )l j≤ ≤  

所以， 1i j> > 時，

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1ij i i i jA A A A− − −= ∪ ∪ ∪ ( 1)1 ( 1)2 ( 1)| | | | | | ( ( ) )i i i jA A A− − −= + + + ∗∗由 知  

所以 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 1 3 1 1 1ij i i i i j i ja a a a a a− − − − − −= + + + + + ( ) ( )1 1i j i ja a− −= +  

 

（2） 1i j= > 時  

ija = iia =〝底層為 i 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，產生（ i -1）個酒瓶

空隙，由此（ i -1）個空隙選擇（ j -1） =（ i -1）個空隙的所有

往上堆疊酒瓶的組合數〞 

1iS −=   

( )1i ja − = ( )1i ia − = ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 1 3 1 1i i i i ia a a a− − − − −+ + + + 1iS −=  

所以， 1i j= > 時， ( )1ij i ja a −=  

（3） 1j = 時 

ija = 1ia =〝底層為 i 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，產生（ i -1）個酒瓶
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空隙，由此（ i -1）個空隙選擇 ( 1) 0j − =  個空隙的所有往上堆疊

酒瓶的組合數〞 

     1=  

所以， 1j = 時， 1 1ij ia a= =  

4、 由 3 的說明可知 1i j> > 時   

( 1) ( 1)ij i j i ja a a− −= +  

( 2) ( 1)( 1) ( 1)i j i j i ja a a− − − −= + +  

( 3) ( 2)( 1) ( 1)( 1) ( 1)...i j i j i j i ja a a a− − − − − −= + + + +  

( 2)( 1) ( 1)

( 1) ( 2)( 1) ( 1)

( 1)

......

......
jj i j i j

j j i j i j

i

k j
k j

a a a

a a a

a

− − −

− − − −

−
=

= + + +

= + + +

=∑

 

由此可知， ija 可表成前一行的第 j 項一直加到前一行的第 i 項 

 

5、 我們將上列敘述的對應方式以 65 55 54 53 52 51a a a a a a= + + + + 為例說明如下 

 

(1) 55M A∀ ∈ ，將 M 底層右方加一個酒瓶，則可成為 65a 的元素〈括號

內紅色數字為所對應到 65A 元素編號〉 

55a ： 4S  
 

（55-1） →（ 1） （55-2） →（ 2）

（55-3） →（ 3）（55-4） →（ 4）

（55-5） →（ 5） （55-6） →（ 6）

（55-7） →（ 7） （55-8） →（ 8）

（55-9） →（ 9）（55-10） →（10）

（55-11） →（11） （55-12） →（12）
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（55-13） →（13） （55-14） →（14）

(2) 54M A∀ ∈ ，將 M 底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基準，第二層

最右端空隙開始插入一個酒瓶則可成為 65a 的元素 

54a ：

3 2 1(2 2 )S S S+  

（54-1） →（29） （54-2） →（30）

（54-3） →（31）（54-4） →（32）

（54-5） →（33） （54-6） →（15）

（54-7） →（16） （54-8） →（17）

（54-9） →（19）（54-10） →（20）

（54-11） →（39） （54-12） →（40）

（54-13） →（34） （54-14） →（35）

(3) 53M A∀ ∈ ，將 M 底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基準，第二層

最右端空隙開始插入二個酒瓶，若遇到原第二層右端已有酒瓶，則所

插入的第二個酒瓶往左一格（若再遇到酒瓶則再向左一格插入），且將

插入二個酒瓶的上方空隙處補上酒瓶（以第二層為基準共補 2 層）則

可成為 65a 的元素 

53a ：

3
2 2 1 1(3 )S C S S+  

（53-1） →（41） （53-2） →（42）

（53-3） →（18）（53-4） →（23）

（53-5） →（24） （53-6） →（25）

（53-7） →（36） （53-8） →（21）

（53-9） →（37） 

(4) 52M A∀ ∈ ，將 M 底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基準，第二層

最右端空隙開始插入三個酒瓶，若遇到原第二層右端已有酒瓶，則所

插入的第二個酒瓶往左一格（若再遇到酒瓶則再向左一格插入），且將

插入三個酒瓶的上方空隙處補上酒瓶（以第二層為基準共補 3 層）則

可成為 65a 的元素 
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52a ： 14S  （52-1） →（38）  （52-2） →（22）

（52-3） →（26）   

（52-4） →（27） 

(5) 51M A∀ ∈ ，將 M 底層右方加一個酒瓶，再以新底層為基準，第二層

最右端空隙開始插入四個酒瓶，且將插入四個酒瓶的上方空隙處補上

酒瓶（以第二層為基準共 4 層）則可成為 65a 的元素 

51a  
 

（51-1） →（28） 

              

(6)底層酒瓶為 6 個，產生 5 個空隙，選入 4 個放入（  代表刪去這些 

，即可成為 55A 或 54A 或 53A 或 52A 或 51A 其中一類的元素） 

65a ：

4 3 1(2 2S S S+  

2 21 )S S+  

（ 1）  （ 2）  （ 3）   

（ 4）  （ 5）  （ 6）   

（ 7）  （ 8）  （ 9）   

（10） （11）  （12）   

（13）  （14）  （15）  

（16）  （17）  （18）  

 （19）  （20） （21）   

（22）  （23）  （24）   

（25） （26）  （27）   

（28）  （29）  （30）  

（31）  （32）  （33）   
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（34）  （35） （36）   

（37）  （38）  （39）   

（40） （41）  （42）  

 

 

           結論 

51a  的  編  碼 ： 1                   

對應到 65a 的編碼： 28                   

52a  的  編  碼 ： 1 2 3 4         

對應到 65a 的編碼： 38 22 26 27         

53a  的  編  碼 ： 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

對應到 65a 的編碼： 41 42 18 23 24 25 36 21 37 

54a  的  編  碼 ： 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

對應到 65a 的編碼： 29 30 31 32 33 15 16 17 19 20

54a  的  編  碼 ： 11 12 13 14    

對應到 65a 的編碼： 39 40 34 35    

55a  的  編  碼 ： 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

對應到 65a 的編碼： 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

55a  的  編  碼 ： 11 12 13 14    

對應到 65a 的編碼： 11 12 13 14    

     65 55 54 53 52 51a a a a a a∴ = + + + +  

          同樣對應方式可說明 ( 1) ( 1)( 1) ( 1)......ij j j j j i ja a a a− + − −= + + +  

          因此，我們只要找到第一行的通式，就可求出第二行的任何一項，再求出第二行 

          的通式，又可求出第三行的任何一項，再求出第三行的通式， 依此類推，可 

          求出 ija 的通式。 

          詳細證明如下： 

     6、 ( )n N∀ ∈  

1 1na =  
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1 1

2 1 ( 1)1 0
2 1 1

11 1
1

n n n
n

n k l
k l l

na a a n C
− −

+
= = =

−
= = = = − =∑ ∑ ∑  

2 2
2

3 2 ( 2)2 0
3 1 1

1
1

n n n
l

n k l
k l l

la a a C
− −

+
+

= = =

+
= = =∑ ∑ ∑  

   
2 2

1
1

1 1

( 2)( 1) 21
2 2

n n
n

l l

n n nl C
− −

+

= =

− + −
= + = =∑ ∑  

3
1 4

4 3 1 1
4 4 1

2 1
2 2

n n n
k l

n k
k k l

k la a C C
−

+ +

= = =

− +
= = =∑ ∑ ∑  

   

3 3 3
2

1 1 1

2
2

1 ( 5 4)
2
( 3)( 1)( 2) 3

6 3

n n n

l l l

n

l l

n n n n C

− − −

= = =

+

= + +

− + + −
= =

∑ ∑ ∑
 

 

猜測 ( 2)
2

( 1)
1

n k
nk k

n ka C
k

+ −
−

− −
=

−
， 2 k n≤ ≤  

證明：（1） 2k = 時， 2 0
1

1
n

n
na C−

= （前已證），故 2k = 成立 

（2）設 k p= 成立 (2 )p n≤ ≤ ，即 ( 2)
2

( 1)
1

n p
np p

n pa C
p

+ −
−

− −
=

−
 

     則 1k p= + 時， 

     ( 2)
( 1) 2

1 1

( 1)
1

n n
k p

n p kp p
k p k p

k pa a C
p

+ −
+ −

= + = +

− −
= =

−∑ ∑  

2 2
2

1

1
1

n p
w p
p

w

w C
p

−
+ −
−

=

+
=

−∑ 〈此處利用到變數變換 w=k-p 〉 

2 2
2

1

( 2 1) (2 2)
1

n p
w p
p

w

w p p C
p

−
+ −
−

=

+ − − −
=

−∑  

                           〈此處利用 n
m

n+1 C
m+1 ( )

( )
( ) ( )

n+1
m+1

n+1 !n+1 != = =C
m+1 m! m ! m+1 ! n-m !

n
n

×
−

〉 

2 2 2 2
2 2

1 1

( 2 1) 2
1

n p n p
w p w p
p p

w w

w p C C
p

− −
+ − + −
− −

= =

+ −
= −

−∑ ∑  

2 1 2 2
2 2 2

1

( 2 1) ( 2 2)! 2( )
1 ( )!( 2)!

n p
p p n p

p p p
w

w p w p C C C
p w p p

−
− + −

− − −
=

+ − + −
= × − + + +

− + −∑
 

1 2 1
1 1

1

( 2 1)! 2( )
( )!( 1)!

n p
n p p
p p

w

w p C C
w p p

−
+ − −
− −

=

+ −
= − −

+ −∑  

2 1 1 2 1
1 1 1

1
2( )

n p
w p n p p
p p p

w

C C C
−

+ − + − −
− − −

=

= − −∑  



 14

2 1 2 1
1 1( ) 2( )n p p n p p

p p p pC C C C+ + − −
− −= − − −  

1 2 2 1
1 12 ( 2 )n p n p p p

p p p pC C C C+ + − −
− −= − − −  

( )! ( 1)! (2 )! (2 1)!2 ( 2 )
! ! !( 1)! ! ! ( 1)! !

n p n p p p
p n n p p p p p
+ + − −

= − × − − ×
− −

 

( 1)! (2 1)! 22 2
!( 1)! ( 1)! !

n p n p p p
n p p p p p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −
= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1
1

n p
p

n p C
p

+ −
−

−
=  

         由此可知 ija 的通式 ( 2)
2

( 1)
1

i j
j

i j C
j

+ −
−

− −
=

−
， 2 j i≤ ≤ ，因式 nS 可以求得，說明如下： 

7、 nS 的第 k 項 ( 2)
2

( 1)
1

n k
nk k

n ka C
k

+ −
−

− −
=

−
， 2 k n≤ ≤  

∴ nS 1 2 3n n n nna a a a= + + + +  

1 2 ( 2)
0 1 2 2

1 2 3 ( 1)1 ......
1 2 3 1

n n n n n
n

n n n n nC C C C
n

+ + + −
−

− − − − −
= + + + + +

−
 

1
( 1)
1

1
1

n
n k
k

k

n k C
k

−
+ −
−

=

−
= +∑  

1
1

1
1

1 ( 1)
n

n k
k

k

n C
k

−
+ −
−

=

= + −∑  

1 1
1 1

1 1
1

n n
n k n k
n n

k k

n C C
k

− −
+ − + −

= =

= + −∑ ∑  

1
1 2 2 2

1

( 1)!1 ( )
!( 1)!

n
n n n n
n n n n

k

n n k C C C C
k n k

−
+ + −

=

+ −
= + × − + + + +

−∑  

1
2 1

1
1

( 1)!1
( 1)! !

n
n

n
k

n k C
n k

−
−

+
=

+ −
= + −

−∑  

1
1 2 1

1 1
1

1
n

n k n
n n

k

C C
−

+ − −
− +

=

= + −∑  

1 2 2 2 2 1
1 1 1 1 1(1 )n n n n n

n n n n nC C C C C+ + − −
− − − − += + + + + −  

1 2 2 2 2 1
1 1 1 1 1( )n n n n n n

n n n n n nC C C C C C+ + − −
− − − − += + + + + −  

2 1 2 1
1

n n
n nC C− −

+= −  

(2 1)! (2 1)!
!( 1)! ( 1)!( 2)!
n n

n n n n
− −

= −
− + −

 

(2 1)! 1 1( )
!( 2)! 1 1

n
n n n n

−
= −

− − +
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(2 1)! 2( )
!( 2)! ( 1)( 1)

n
n n n n

−
=

− − +
 

2(2 1)!
( 1)!( 1)!

n
n n

−
=

− +
 

2 (2 1)!
( 1)!( 1)!

n n
n n n

−
=

− +
 

1 (2 )!
( 1)!( 1)!

n
n n n

= ×
− +

 

1 (2 )!
1 ! !

n
n n n

= ×
+

 

21
1

n
nC

n
=

+ nC=  

    至此我們終於求出 nS 原來就是卡塔那數的第 n 項 nC  

三、  由幾何觀點求 nS  

（一）預備知識：求鋸齒狀街道由 A 到 B 走捷徑的方法數 

1、 如圖（四），〝由 A 到 B 走捷徑碰觸直線 L 的走法〞可與由〝 A′到 B 走棋盤型街

道走法〞形成一一對應方式，方式如下： 

 

L

A′

A

B

L

A′

A

B

 
                                          

           圖（四） 

（1）每一條由 A 出發碰觸直線 L 走法的第一個與 L 交點設為 K ， K 點以前的

路徑對稱直線 L，K 點以後的路徑與原路徑相同，因為 A 對 L 的對稱點是

A′所以可對應出一條由 A′到 B 的捷徑走法，(如圖（五）) 

      

B

L

A′

A

K

B

L

A′

A

K

   

B

L

A′

A

K

B

L

A′

A

K

 

圖（五） 
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（2）每一條由 A′到 B 的棋盤型街道捷徑走法必與 L 相交，設第一個交點為 P ，

P 點以前的路徑也是對稱直線 L ， P 點以後的路徑也是循原路徑走到 B
點，所以這條找到的新路徑必從 A 出發最後走到 B ，(如圖（六）) 

        

B

L

A′

A

P

B

L

A′

A

P

   

B

L

A′

A

P

B

L

A′

A

P

 

                               圖（六） 

2、 如圖（七）由 A 到 B 走 3 階鋸齒狀街道捷徑走法 

=由 A 到 B 走捷徑，不碰觸直線 L 的走法 

=( A 到 B 走捷徑的走法)－( A 到 B 碰觸直線 L 走捷徑的走法) 

=( A 到 B 走捷徑的走法)－( A′到 B 走捷徑的走法) 

= 56
2

6
3 =−CC  

L
B

A

A′

L
B

A

A′

B

A

A′

 

                                      圖（七） 

3、 如圖（八）當底層有 n 格，走鋸齒狀捷徑時，依循（1）的對應方式，再仿（2）

的求法之說明可知 

A 到 B 走鋸齒狀街道的捷徑走法數 

= A 到 B 走捷徑，不碰觸直線 L 的走法 

=( A 到 B 走棋盤型捷徑的走法)－( A′到 B 走棋盤型捷徑的走法) 

n
n

n
n CC 2

1
2

−−=  



 17

L
B

A

A′

格

n

格n

L
B

A

A′

格

n

格n  

                     圖（八） 

 

（二）將底層為 n 個一字排開且緊密外切酒瓶時，所有往上堆疊酒瓶的堆疊法與 n 階     

      鋸齒狀街道捷徑走法找到之間的對應關係(為對應方便起見，將酒瓶圖形 改為 

      ) 

1、 2=n 時 

包含此 2 點由(0,0)到(4,0)走向

量(1,1)或(1,-1)共 4 步 

對應到 2 階鋸齒狀街道捷徑

走法 
說明 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

 

A

B 

 
 

(A→B)= 4
2C - 4

1C  

          =2 

 

2、 3=n 時 

包含此 3 點由(0,0)到(6,0)走向

量(1,1)或(1,-1)共 6 步 

對應到 3 階鋸齒狀街道捷徑

走法 
說明 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4
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x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

 

A

B 

 

 

(A→B)= 6
3C - 6

2C  

=5 

 

 

3、 4=n 時  

包含此 4 點由(0,0)到(8,0)走向

量(1,1)或(1,-1)共 8 步 

對應到 4 階鋸齒狀街道捷徑走

法 
說明 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

 

A

B 

 

(A→B)= 8
4C - 8

3C  

          =14 
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x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

 

A

B 

 

(A→B)= 8
4C - 8

3C  

          =14 
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x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 
x

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 

 

A

B 

 

  (A→B)= 8
4C - 8

3C  

          =14 

 

 

 

4、 5=n 時 

 

x

y 

o 2

2 
1 

4 6 8 

3 
4 

10

 

x 

y

o 2

2
1

4 6 8

3
4

 B

A 
 

 

        圖（九）              圖（十）            圖（十一）  
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（1）底層為 5 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，每一個往上堆疊酒瓶的堆疊法，

對應到一個包含所有酒瓶的最小格子點捷徑走法（如圖（九））。 

（2）將圖（九）的堆疊圖形對 x 軸做對稱，再整體長度縮小為原來的
1
2

倍，最

後將整個圖形經過適當的旋轉、平移，使底層為 5 個代表酒瓶的 依序坐

落在（1,0），（2,1），（3,2），（4,3），（5,4）的位置，此時圖（九）的包含所

有酒瓶的最小格子點捷徑走法也跟著鏡射、伸縮、旋轉、平移且緊緊地包

住所有的酒瓶（如圖（十））。 

（3）將圖（十）的圖去掉坐標系，只保留主要圖形即得圖（十一）。 

因為圖（九）
鏡射 伸縮 旋轉 平移

平移 旋轉 伸縮 鏡射
圖（十）

去掉座標系

座標化
圖（十一），且伸縮、

鏡射、平移、旋轉不改變其包含所有酒瓶的捷徑走法，因此， 5S =〝5 階

鋸齒狀街道捷徑走法數〞 10 10
5 4 5 42C C C= − = =  

5、  

 

x

y 

o 2 

2 
1 

4 6 8

3 4 5 

10  n 2 

n 
 

    

 

x

y

o 2

2
1

41 3

3
4

n
1n −

n    

 

A  n 格 

B  

n 
格

 

   圖（十二）             圖（十三）            圖（十四） 

  

（1）底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，每一個往上堆疊酒瓶的堆疊法，

對應到一個包含所有酒瓶的最小格子點捷徑走法（如圖（十二））。 

（2）將圖（十二）的堆疊圖形對 x 軸做對稱，再整體長度縮小為原來的
1
2

倍，

最後將整個圖形經過適當的旋轉、平移，使底層為 n 個代表酒瓶的 依序坐

落在（1,0），（2,1），（3,2），……，（ n , n 1− ）的位置，此時圖（十二） 的

包含所有酒瓶的最小格子點捷徑走法也跟著鏡射、伸縮、旋轉、平移，同時

緊緊地包住所有的酒瓶（如圖（十三））。 

（3）將圖（十三）的圖去掉坐標系，只保留主要圖形即得圖（十四）。 

因為圖（十）
鏡射 伸縮 旋轉 平移

平移 旋轉 伸縮 鏡射
圖（十一）

去掉座標系

座標化
圖（十二），且伸

縮、鏡射、平移、旋轉不改變其包含所有酒瓶的捷徑走法，因此， nS =〝 n

階鋸齒狀街道捷徑走法數〞= 2 2
1

n n
n nC C −− = nC = 21

1
n

nC
n +

。 
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伍、  研究結果 

一、  底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，所有往上堆疊酒瓶的組合數 nS ，n N∈  

（一） nS 之首項均為 1。即 1 1na = 。 

（二）末兩項均相同，且其值為卡塔那數（ Catalan  number ）的第（ n − 1）項。即

( 1) 1nn n n na a C− −= = 。 

 

      （三）除首末項外均滿足 

 

即 ( 1) ( 1)nj n j n ja a a− −= +  1n j> >  

（四） nS 的第 k 項為 ( 2)
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二、  底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，所有往上堆疊酒瓶的組合數 nS 恰為卡

塔那數（Catalan  number ）的第 n 項 nC = 21
1

n
nC

n +
。 

三、  由底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，所有往上堆疊酒瓶的堆疊圖形可對

應出一條 n 階鋸齒狀街道捷徑走法。反之，由一條 n 階鋸齒狀街道捷徑走法可以

對應到一個底層為 n 個一字排開且緊密外切的酒瓶時，所有往上堆疊酒瓶的堆疊

圖形，故二者之間有1 1− 且onto 的對應關係。即 nS = 2 2
1

n n
n nC C −− = nC = 21

1
n

nC
n +

。 

 

陸、  討論 

   一、曾經有個「拈」的單堆變形遊戲，規則如下：兩人輪流取一堆石頭，每人每次最少取

1 個石頭，最多取 3 個，最後取光石頭的人贏得此遊戲。能否本研究也發展出相似捻

的變形遊戲，給予一些規則，也能導出必勝法則。 

二、嘗試將平面的堆疊法推廣到空間的過程中，我們思考：是否能經由一些條件限制，找

到一個函數：空間中球的堆疊法與空間中走捷徑有對應的關係，而求出空間中的球的

堆疊法有幾種。（空間中走捷徑：仿平面走街道捷徑定義，只准向 x 軸正向、y 軸正向、

z 軸正向的格子點走法，即滿足 x y z> > 的格子點走法。） 
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【評  語】 040411 酒瓶堆堆堆－堆出卡塔那數 

研究主題卡塔那數為組合學中的基本數列。其性質及該數列及其他組

合數的關係等曝光已久。或許說明本研究應該多努力於文獻探討的工

作。
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