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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

摘    要 
在 n維空間中，若已知 m個向量的坐標表示法，則可輕易地計算出這些向量兩兩之

間的內積並寫成 m 階內積方陣。但反過來說，若已知一個 m 階的內積方陣，該如何建
構其所對應之 m 個 n 維空間向量呢？本文將利用 m 階對稱行列式的特殊降階展開之方
式，擬定其元素與若干子行列式間的恆等關係，並利用此恆等關係與內積方陣之特性，

完整模擬其所對應之各向量。 
 

壹、研究動機 

在二維、三維空間中，若已知 與 兩向量之
___\
a

___\
b

___\
a 、

___\
b 與 ，則三個值的關

係必滿足柯西不等式：

___ ___\ \
a b⋅

___ ___ __ __ ___\ \ \ \
a b a b− ≤ ≤

___ _\
a

_\
b⋅ ，也就是

___ ___ __\ \

___ ___ __\ \
0

a a

b a b
≥

___ _\ \

___ _\ \

a b

b

⋅ ⋅

⋅ ⋅
，此時透

過適當的數字配置可將 與 的坐標表示法寫出(表法不唯一)。 
___\
a

___\
b

但若將已知條件增為 、 、 三向量之
___\
a

___\
b

___\
c

___\
a 、

___\
b 、

___\
c 、

___ ___\ \
a b⋅ 、 、

___ ___\ \
b c⋅

___ ___\ \
c a⋅ ，

則兩兩向量間的內積值與長度間關係除了仍須滿足柯西不等式外，是否三者之間仍有其

它特殊關係？為了方便探討三個向量長度與內積之間的關係，我們模仿兩個向量的方式

將這些值寫為內積方陣 之型式，希望試著藉由探討行列式

___

___

___

___\ \

___\ \

___\ \

a a

b a

c a

⋅

___\

___\

___\

a

b b

c



___ ___ ___\ \ \

___ ___ ___\ \ \

___ ___ ___\ \ \

b a c

b c

b c c

 ⋅ ⋅ ⋅ 
 

⋅ ⋅
 
 ⋅ ⋅ ⋅
  



___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

a a a b a c

b a b b b c

c a c b c c

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

發現內積方陣的性質，並且試著在已知內積值與長度的情況下

還原三個向量的坐標表示法。 

而從幾何意義的觀點來看：在三維空間中，由兩個向量內積所組成的行列式

___ ___ ___ ___\ \ \ \

___ ___ ___ ___\ \ \ \

a a a b

b a b b

⋅ ⋅

⋅ ⋅
，與三個向量內積所組成的行列式

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

a a a b a c

b a b b b c

c a c b c c

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

，各有其幾
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何意義，前者為所張平行四邊形面積的平方，後者為所張平行六面體體積的平方，兩者

之值皆大於或等於 0，這樣的不等式也同時引起我們想要延伸探討：是否 m個向量所組
成之內積方陣仍具備行列式值大於或等於 0的性質？若將想法推廣至 n維空間中，該如
何建構內積方陣所對應的各個 n維空間中的向量呢？ 
 
 

貳、研究目的 

利用 m階對稱行列式的特殊降階展開之方式，擬定其元素與若干子行列式間的恆等

關係，再將此恆等關係與內積方陣之特性，完整模擬其於 n維空間中所對應之各向量，

並加以應用。 
 

參、研究設備及器材 
紙、筆、電腦軟體(Maple)。 

 

肆、研究過程與方法 
一、對稱行列式的降階模式探討： 

設 為 m階對稱方陣，且mA

11 12 1

21 22 2

1 2

[ ]

m

m
m ij

m m mm

a a a
a a a

A a

a a a

 
 
 = =
 
 
  

"
"

# # % #
"

，其中 ij jia a= ，i j 。 , 1, 2, ,m= "

(一)定義： 
1. 123...( 1)p kD − ：自 中取出左上角 ( 1mA ) ( 1p p )− × − 之元素，再加入取第 k列、第 k行的部分

元素所組成之 p階行列式，其中 k ≥ p，如下所示。 

11 12 1( 1) 1

21 22 2( 1) 2

12 ( 1)

( 1)1 ( 1)2 ( 1)( 1) ( 1)

1 2 ( 1)

p k

p k

p k

p p p p p

k k k p k

a a a a
a a a a

D
a a a a

a a a a

−

−

−

− − − − −

−

="

"
"

# # % # #
"
"

k

k

1，而令 。 1 1D a=

2. 123...( 1)p

i
D

j−

 
 
 
：自 中取出左上角mA ( 1) ( 1p p )− × − 之元素，再加入取第 i列、第 j行的部

分元素所組成之 p階行列式，其中 i , j ≥ p，如下所示。 
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11 12 1( 1) 1

21 22 2( 1) 2

123...( 1)

( 1)1 ( 1)2 ( 1)( 1) ( 1)

1 2 ( 1)

p j

p j

p

p p p p p

i i i p i

a a a a
a a a a

i
D

j
a a a a

a a a a

−

−

−

− − − − −

−

 
= 

 

"
"

# # % # #
"
"

j

j

，而令 。 0 ij

i
D a

j
 

= 
 

(二)降階模式：依前述定義 
1. 在 m ≥ 3之下，若 時： 1 11 0D a= ≠
在 中，以第 1行為基準，適當的以乘一數加到其他各行中，可將第 1列中從第
2行至第 m行所有元素變成 0，降階展開後得一個(m－1)階行列式： 

123 mD "

12 1 1

1 13 1
123 2

1

1 1 1

2 2
3

3 3
1 2

2 3

m m

m

D D D
m

D D D
D m

D

m m
D D D

−

   
   
   

   
   =    

   
   
   

"

"

"

# # % #

"

 

證明： 

11

11 12 1 112
21 21 22 21 2

11 1121 22 2
123

1 2 112
1 1 2 1

11 11

0 0

m m
m

m
m

m m mm m
m m m m mm

a
a a a aaa a a a a

a aa a a
D

a a a aaa a a a a
a a

−−
× + × +

= =

−−
× + × +

"

"
"

"
"

# # % # # # % #
" "

 

 

此區元素皆可用 
1 11 1 1

1 1
11 11 1

1j ij i j
i ij

a a a a a i
a a D

ja a D
− −  

× + = = ⋅  
 

 表達 

 

且 1 1j

j
D D

j
 

=  
 
，其中 2≤ i , j ≤ m 

從第 2列到第 m列共(m－1)列，每一列皆可提出
1

1
D
，與原有的一個

D1 約去後，共有(m－2)個
1

1
D
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故可得

12 1 1

1 13 1
123 2

1

1 1 1

2 2
3

3 3
1 2

2 3

m m

m

D D D
m

D D D
D m

D

m m
D D D

−

   
   
   

   
   =    

   
   
   

"

"

"

# # % #

"

 

 

2. 若假設 時：則依相同方法可得12 0D ≠

123 12 12

12 124 12
123 3

12

12 12 12

3 3
4

4 4
1 3

3 4

m m

m

D D D
m

D D D
D m

D

m m
D D D

−

   
   
   

   
   =    

   
   
   

"

"

"

# # % #

"

 

證明：依 1.之結果，以第 1行為基準，適當的以乘一數加到其他各行中，可將第 1列
中從第 2行至第 m行所有元素變成 0，降階展開後得一個(m－2)階行列式： 

12

1 1

1 1 13 1 1
12 12

123 2
1

1 1

1 1 1 1 1
12 12

0 0
2 2

3 3 3 33
2 2 21

2 2
3

2 2 3 2

m m

D

D D
m

D D D D D
mD D

D
D

D D
m m m m mm

D D D D D
mD D

−

   
− −             × + × +       

       =

   
− −               × + × +         

         

"

"

"

# # % #

"

 

此區元素皆可以
1 1

1
12

2
2
i

D D
ij

D
jD

   
−          +  

 
表示，其中 3≤ i , j ≤ m 

 

1 1

1
12

2
2
i

D D
ij

D
jD

   
−          +  

 
 

12 1 1 1
12

21 [ ]
2

i i
D D D D

j jD
     

= ⋅ −     
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11 12
12

1 [ ]
i

a D
jD

 
= ⋅  

 
 

12

1
12

i
D

j
D

D

 
 
 = ×  

從第 2列到第(m－1)列共(m－2)列，每一列皆可提出 D1，與原有的 2
1

1
mD − 恰完

全約去。從第 2列到第(m－1)列，每一列皆可提出
12

1
D
，與原有的一個 D12約

去後，共有(m－3)個
12

1
D
。 

故可得

123 12 12

12 124 12
123 3

12

12 12 12

3 3
4

4 4
1 3

3 4

m m

m

D D D
m

D D D
D m

D

m m
D D D

−

   
   
   

   
   =    

   
   
   

"

"

"

# # % #

"

 

3. 若繼續假設 ，⋯⋯，採同樣方法(m－2)次，最後可以化簡為： 123 0D ≠

12 ( 2)( 1) 12 ( 2)

123
12 ( 2)

12 ( 2) 12 ( 2)

1

1

1

m m m

m
m

m m

m
D D

m
D

D m
D D

m

− − −

−
− − m

− 
 
 =

 
 − 

" "

"
"

" "

 

 
 
二、對稱行列式中的恆等式： 
在前述之對稱行列式特殊降階模式中，我們可以清楚看到對稱行列式的子行列式皆

可被層層表達，因此對稱行列式各元與子行列式間應有某些恆等關係，經過許多嘗試與

歸納，我們得到以下兩個重要的定理。 

【定理一】：在對稱方陣 中取 ，其中 ，若 皆不為 0 mA 12 ( 1)p kD −" 2k p≥ ≥ 1 2 12 ( 1, , , pD D D −"" )

則

2 2 2

0 1 12 ( 2)
123 ( 1)

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 123 ( 1)

1 2 1
p

p k
kk

p p p

p
D D D

Dk k k
a

D D D D D D

−
−

− − −

−     
     
     + + + + =

"
"

" " "

"  

且 之表法因 而有不同，而當 取愈大時更能符合我們的需要。
 

kka p p
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證明：(1)當 p＝2時： 
2

11 12
10 2 2

11 1 11 1 1 1 1 1

1 1 11 11 11

1 k
k

k kkk k kk k k k k k
kk kk

a a
aD

a ak D a a a a a a a a a a
D D a a a

 
+  + − −  + = = = + =  

(2)利用降階模式，最末兩項可化簡為： 

2

12...( 2)
123...( 1)

12...( 2) 12...( 1) 12...( 1)

1
p

p k

p p p

p
D

Dk
D D D

−
−

− − −

− 
 
  +  

12...( 2)( 1) 12...( 2)

2

12...( 2) 12...( 2)12...( 2)

12...( 2) 12...( 1) 12...( 1) 12...( 2)

1

1
11

p p p

p pp

p p p p

p
D D

k
kp D DD

pk
D D D D

− − −

− −−

− − − −

− 
 
 

−   
   −  = + ×

k

 

2

12...( 2) 12...( 2)( 1) 12...( 2) 12...( 2) 12...( 2)

12...( 2) 12...( 1)

1 1
1p p p p k p p

p p

p k
D D D D D

k p
D D

− − − − − −

− −

− −     
+ −     −     =

p
k

 

123...( 2)

12...( 2)

p k

p

D
D

−

−

=  

(3)因為每化簡一次，皆可往前縮一項，所以最後將會剩下

2

0
1

1 1

1

k
kk

D
k D

a
D D

 
 
  + =  

【定理二】：在對稱方陣 中取mA 12 ( 1)p

i
D

j−

 
 
 

" ，其中2 p i j≤ ≤ ≤ ， 

若 1 12 12 ( 1, , , pD D D )−"" 皆不為 0，則： 

0 0 1 1 12...( 2) 12...( 2) 123...( 1)

1 1 12 12...( 2) 12...( 1) 123...( 1)

1 1 2 2 1 1

...
p p p

ij
p p p

p p i
D D D D D D D

i j i j i j j
a

D D D D D D

− − −

− − −

− −             
             
             + + + + =

證明：(1)當 p＝2時：
0 0 1

1 1 11 1 1

1 1 11

1 1

i j i j i j
ij

i
D D D

a a a a a ai j j
a

D D a

     
      + −     + = =  

(2)最末兩項可化簡為： 
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12...( 2) 12...( 2) 123...( 1)

12...( 2) 12...( 1) 123...( 1)

1 1
p p p

p p p

p p i
D D D

i j
D D D

− −

− − −

− −    
    
    +

j−



  

12...( 2)( 1) 12...( 2)

12...( 2) 12...( 2)12...( 2) 12...( 2)

12...( 2) 12...( 1) 123...( 1) 12...( 2)

1

1 1
11

p p p

p pp p

p p p p

p
D D

j
i ip p D DD D

p ji j
D D D D

− − −

− −− −

− − − −

− 
 
 

− −     
       −      = + ×

 

 

12...( 2) 12...( 2) 12...( 2)( 1) 12...( 2) 12...( 2) 12...( 2)

12...( 2) 12...( 1)

1 1 1
1p p p p p p p

p p

p p i p
D D D D D D

i j j j
D D

− − − − − − −

− −

− − −         
+ −         

i
p −         =  

12...( 2)

12...( 2)

p

p

i
D

j
D

−

−

 
 
 =  

(3)因為每化簡一次，皆可往前縮一項，最後將會剩下
0 0 1

1 1

1 1

ij

i
D D D

i j j
a

D D

     
     
     + =  

 
觀察【定理一】與【定理二】之結論，可知當【定理二】之 i j k= = 時，即為【定

理一】之結果，因此可說【定理一】為【定理二】之特例。 
 
 
 
 
三、內積方陣的性質： 

在【定理一】與【定理二】中，恆等式的分母 若為正數，則有

助於我們後續討論，而怎樣的對稱方陣 之元素所組成的行列式具有如此性質呢？ 

1 12 12 ( 1, , , pD D D −"" )

\

mA

在 n維空間中，設
___ ___ ___\ \

1 2, , , mx x " x ij為 m個向量，以其兩兩內積
___ ___\ \

i jx x a⋅ = 組成內積方

陣 ，依內積交換律mA
___ ___ ___ ___\ \ \ \

i j j ix x x x⋅ = ⋅ 可知 必為對稱方陣，如下所示。 mA
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___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

1 1 1 2 1 11 12 1
___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

21 22 22 1 2 2 2

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \ 1 2
1 2

[ ]

m m

mm
m ij

m m mm
m m m m

x x x x x x a a a
a a ax x x x x xA a

a a a
x x x x x x

 ⋅ ⋅ ⋅   
  

⋅ ⋅ ⋅   = = =
  
  
   ⋅ ⋅ ⋅  

" "
""

# # % ## # % #
"

"

，其中  ij jia a=

利用下列兩個引理，我們可以證明內積方陣的性質。 

【引理一】：設 ，[ ]ij m mA a ×=

1

2

1m m

α
α

X

α
×

 
 
 =
 
 
  

#
，

1

2

1m m

b
b

B

b
×

 
 
 =
 
 
  

#
給定 A、B，方程式 AX＝B 

(1)當 detA≠0，X有唯一解。(克拉馬公式) 
(2)若 B＝0，X有不為 0之解 ⇔ detA＝0。(齊次方程組) 

 
【引理二】：在對稱方陣 中： mA

(1)當 ，則存在唯一的一組實數12 0pD >" ( 1,2, ,iα i p)= " 使得 

1
0

p

j ij ip
j
α a a

=

 
+ = 

 
∑ ，其中 1,2, ,i p= "  

(2)若存在一組不全為 0的實數 ( 1,2, ,iα i p)= " ，使得 ， 
___ ___\ \

1
0

p

i i
i

x
=

=∑α

則  12 0pD ="

【引理二】可利用【引理一】得到。 
 
 
 

【內積方陣的性質】：設

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

1 1 1 2 1 11 12 1
___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

21 22 22 1 2 2 2

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \ 1 2
1 2

[ ]

m m

mm
m ij m m

m m mm
m m m m

x x x x x x a a a
a a ax x x x x xA a

a a a
x x x x x x

×

 ⋅ ⋅ ⋅   
  

⋅ ⋅ ⋅   = = =
 
 
  ⋅ ⋅ ⋅  

" "
""

# # % ## # % #
"

"





 

性質 1：若 ，則 ，其中 。 12 0pD >" 12 0pkD ≥" 2k p> ≥

且當 12 0pkD =" 時，則 12 ( 1) 12 ( 1)( 2) 12 ( 1) 0pk k pk k k pk k mD D D+ + + += = = =" " " "" ，其中  1m k≥ +
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性質 2：
___ ___ ___\ \

1 2, , , m

\
x x " x (其中 )線性相關的充要條件為2m ≥ 12 0mD =" 。 

性質 3：當 時， 。 m n> 12det 0m mA D= ="

證明： 

性質 1：∵  12 0pD >"

∴

11 12 1 1

21 22 2 2

12

1 2

1 2

p k

p k

pk

p p pp pk

k k kp kk

a a a a
a a a a

D
a a a a
a a a a

="

"
"

# # % # #
"
"

11 12 1

21 22 2

(1)

1 2

1 2
1

0
0

0

p

p

p p pp
p

k k kp kk j kj
j

a a a
a a a

a a a

a a a a α a
=

=

+∑

"
"

# # % # #
"

"

引理二

 

12
1

( )
p

kk j kj p
j

a α a D
=

= + ×∑ "  

由  

1 11 2 12 1 1

1 21 2 22 2 2

1 1 2 2

0 (1
0 (2

0 (

p p k

p p k

p p p pp pk

α a α a α a a
α a α a α a a

α a α a α a a p

+ + + + =
 + + + + =


 + + + + =

" "
" "

#
" "

)
)

)

"
"

"

(*)""

(**)""

計算： 
___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \ \ \

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2
1 11 2 22 1 1 2 2

1 ,

( ) ( )

2 2( )

p p k p p k

i j

p pp kk i j ij k k p pk
i j p

α x α x α x x α x α x α x x

α a α a α a a α α a α a α a α a
<

≤ ≤

+ + + + ⋅ + + + +

= + + + + + + + + +∑

" "

" "
 

將 可得： 1 2(1) (2) ( ) pα α p α× + × + + ×"

2 2 2
1 11 2 22 1 1 2 2

1 ,

2 ( ) 0
i j

p pp i j ij k k p pk
i j p

α a α a α a α α a α a α a α a
<

≤ ≤

+ + + + + + + + =∑" "  

將(**)代入(*)得到： 
___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \ \ \

1 1 2 2 1 1 2 2
1

( ) ( )
p

p p k p p k kk j jk
j

α x α x α x x α x α x α x x a α a
=

+ + + + ⋅ + + + + = +∑" "  

故

2
___ ___\ \

12 12 12
1 1

( )
p p

pk kk j kj p j j k p
j j

D a α a D α x x D
= =

= + × = + × ≥∑ ∑" " 0"  

性質 2：利用性質 1，藉由調整 p的大小，可知線性獨立之向量所組成的內積方陣，其
行列式值必為正；線性相關之向量所組成的內積方陣，其行列式值必為 0。(性
質 1已蘊涵判斷向量獨立或相關之方法。) 
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

性質 3：由 n維空間中線性獨立的向量數目最多為 n可知此性質必然成立。 
 
 

四、給定一個 m階對稱方陣 ，[ ]m iA a= j ij jia a= ，欲使其成為內積方陣，應如何賦予簡

明的條件？而在 nR 中其所對應向量為何？以下我們找出了一些條件與方法，建構
了內積方陣所對應的向量。 

在 n維空間中，m階對稱方陣

11 12 1

21 22 2

1 2

[ ]

m

m
m ij m m

m m mm

a a a
a a a

A a

a a a

×

 
 
 = =
 
 
  

"
"

# # % #
"

 

【定理三】當 m＝n時，若對稱方陣 具備 皆為正數

之條件，則 為 n維空間中的內積方陣，且其所對應的向量可設定為： 

mA 1 12 123 12 ( 1) 12 ( 1), , , , ,nD D D D D−" "" n n−

mA

(1)
___\

1
1 1

2
1

,0, ,0,0Dx
D

 
=  
 

" 
 ，後面(n－1)個分量為 0。 

(2)當 時：2 1k n≤ ≤ −

1
0 1 12 ( 2) 2___\ 12 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , , ,0, ,
k

k k
k

k k k

k
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      =
 
  
 

"
"

" " "

" " 0



，後面(n－k)個分

量為 0。 

(3)

1
0 1 123 ( 2)___ 2\

123
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n
n

n n n

n
D D D

n n n Dx
D D D D D D

−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"



 

討論過程：將【定理一】中 

2 2 2

0 1 12 ( 2)
123 ( 1)

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 123 ( 1)

1 2 1
p

p k
kk

p p p

p
D D D

Dk k k
a

D D D D D D

−
−

− − −

−     
     
     + + + + =

"
"

" " "

"  
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

取 p k= ，則必有

2 2 2

0 1 12 ( 2)
123 ( 1)

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 123 ( 1)

1 2 1
k

k k
kk

k k k

k
D D D

Dk k k
a

D D D D D D

−
−

− − −

−     
     
     + + + + =

"
"

" " "

"  

將此式改寫為： 

2 2 2
21

0 1 12 ( 2) 2
123 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 123 ( 1)

1 2 1

(2 )
k

k k
kk

k k k

k
D D D

Dk k k
a k

D D D D D D

−
−

− − −

     −      
           
           + + + + = ≤      
                  

"
"

" " "

" n≤

1

 

(1)當 時，依下列方式定義2 k n≤ ≤ −
___\

kx 的前 k個分量，而後面 ( 個分

量皆定為 0。 

)n k−

___\
1

1 1
2

1

,0, ,0,0Dx
D

 
 =   
 

" ，

10___\ 212
2 1 1

2 21 1

1
2

, ,0, ,0,0
D

Dx
D D

  
  

  =
 
  
 

" ，⋯， 

1
0 1 12 ( 2) 2___\ 12 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , , ,0, ,
k

k k
k

k k k

k
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      =
 
  
 

"
"

" " "

" " 0



 

(2)

1
0 1 123 ( 2)___ 2\

123
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n
n

n n n

n
D D D

n n n Dx
D D D D D D

−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"



j

 

(3)依上述設定各向量之方式，必可使得
___ ___\ \

j j jx x a⋅ = (其中1 )。 j n≤ ≤

而當1 i j n≤ < ≤ 時： 
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

0 0 1 1___ ___\ \

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 1 12 1 12

112 ( 2) 12 ( 2) 12 (
212

1 1 11 1
2 2 22 212 ( 2) 12 ( 1) ( 2) ( 1) 12 ( 1)12 12

1 1 2 2

1 1

i j

i i i
i

i i ii i

D D D D
i j i j

x x
D D D D D D

i i
D D D

i j D

D D DD D

− − −

− − − − −

       
       
       ⋅ = ⋅ + ⋅ +

⋅ ⋅

− −   
   
   + ⋅ + ⋅
⋅ ⋅

" " "
"

" " "" "

"

1)

1 1
2 2( 1)12 12

0 0 1 1 12 ( 2) 12 ( 2) 12 ( 1)

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) ( 1)12

1 1 2 2 1 1
i i

i i i

i i i

ij

i
j

D D

i i
D D D D D D D

i j i j i j
D D D D D D

a

−

− −

− − −

 
 
 

⋅

− −             
             
             = + + + +

⋅ ⋅

=

" "

" " "

" " "

"

由定理二

i
j−

n"

 

 
 
【定理四】當 m＞n時，若對稱方陣 具備下列條件 mA

1. 皆為正數。 1 12 123 12 ( 1) 12, , , , ,nD D D D D−""

2. ，其中  12 ( 1) 0n kD − ≥" 1k n≥ +

3. ，其中  12 0nkD =" 1k n≥ +

4. 12 0nijD =" ，其中  1j i n> ≥ +

則 為內積方陣，且其所對應的向量可設定為： mA

(1)
___\

1
1 1

2
1

,0, ,0,0Dx
D

 
=  
 

" 
 ，後面(n－1)個分量為 0。 

(2)當 時：2 1k n≤ ≤ −

1
0 1 12 ( 2)___\ 212 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , , ,0, ,
k

k k
k

k k k

k
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      =
 
  
 

"
"

" " "

" " 0



，

後面(n－k)個分量為 0。 

(3)當 時： n k m≤ ≤

1
0 1 12 ( 2)___\ 2123 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n k
k

n n n

n
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

當 時，k n>
___\

kx 的第 n個分量之正負符號取法稱為「符號法則」，如下： 

○1 若 12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
= 

 
" ，則

___\

kx 的第 n個分量為 0。 

○2 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
> 

 
"

___\

kx 與
___\

nx 的第 n個分量同號。 

○3 若 12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
< 

 
" ，則

___\

kx 與
___\

nx 的第 n個分量異號。 

討論過程： 
(1)與(2)承襲【定理三】之設定。 
(3)承【定理三】當n k m≤ ≤ 時： 

1
0 1 12 ( 2)___\ 2123 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n k
k

n n n

n
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"



 

其中

1
0 1 12 ( 2)___\ 2123 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n n
n

n n n

n
D D D

Dn n n
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"



 

由條件 3.：
2

12 12 12 ( 1) 12 ( 1)
12 ( 1)

1 0nk n n k n
n

n
D D D D

kD − −
−

  
= ⋅ −  

   
" " " "

"

=  

得：

2

12 12 ( 1) 12 ( 1) ( 1)n n k n

n
D D D

k− −

 
⋅ =  

 
" " " "" 式  

1 1
2 212 ( 1) 12 12 ( 1)n n

n
D D D

k− −

    = ± ⋅ ±       
" " " n k



 

故可訂定符號法則如下： 

○1 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
= 

 
"

___\

kx 的第 n個分量為 0。 

○2 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
> 

 
"

___\

kx 與
___\

nx 的第 n個分量同號。 

○3 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
< 

 
"

___\

kx 與
___\

nx 的第 n個分量異號。 

接下來檢驗(1)∼(3)的設定是否符合原內積方陣： 
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

(4)當 ，1 時：必符合1k n≥ + 1 kj n≤ ≤ −
___ ___\ \

k k kx x a⋅ =  

而： 

0 0 1 1___ ___\ \

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 1 12 1 12

1
12 ( 2) 12 ( 2) 12 (

212 ( 1)
1 1 1 1 1
2 2 2 2 212 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 1 2 2

1 1

j k

j j j
j j

j j j j j

D D D D
j k j k

x x
D D D D D D

j j
D D D

Dj k

D D D D D

− −
−

− − − − −

       
       
       ⋅ = ⋅ + ⋅ +

− −   
   
   + ⋅ + ⋅

" " "
"

" " " " "

"

1)

1 1
2 212 ( 1) 12

0 0 1 1 12 ( 2) 12 ( 2) 12 ( 1)

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 1 2 2 1 1
j j

j j j

j j j

jk

j
k

D D

j j
D D D D D D D

j k j k j k k
D D D D D D

a

−

−

− −

− − −

 
 
 

− −             
             
             = + + +

=

" "

" " "

" " "

定理二

j
−

 

符合我們期待的結果。 
(5)當 時： 1k n≥ +
由(式 1)可得： 

0 0 1 1 12 ( 2) 12 ( 2) 123 ( 1)___ ___\ \

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 1 2 2 1 1
n n n

n k
n n n

nk

n n
D D D D D D D

n k n k n k
x x

D D D D D D

a

− −

− − −

− −             
             
             ⋅ = + + + +

=

" " "

" " "

"

定理二

n
k−

 

(6)由條件 4.知：
12 12 12 12

123
123 123

12 12 12 12

1 1 0
ni n ni n

nij
n n

n nj n nj

i i
D D D D

j j
D

D Dj i
D D D D

i j

   
   
   = = =

   
   
   

" " " "

"
" "

" " " "

 

∵    ∴12 12 0ni njD D=" " = 12 0n

i
D

j
 

= 
 

"  

又

12 12 ( 1) 12 12 ( 1)

123
12 ( 1) 12 ( 1)

12 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 1 0
n n n n

n
n n

n n n n

n n
D D D D

j ji
D

j D Di i n i
D D D D

n j i

− −

− −
− − − −

   
   

     = = = 
        
       
       

" " " "

"
" "

" " " " j

 

12 ( 1) 12 ( 1) 12 12 ( 1) ( 2)n n n n

n n i
D D D D

i j j− − −

     
⋅ = ⋅     

     
" " " " "" 式  
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

兩邊平方後  
2 2

2
12 ( 1) 12 ( 1) 12 12 ( 1)n n n n

n n
D D D D

i j− − −

     
⋅ = ⋅     

     
" " " "

2i
j

−再由(式 1)與上式可得：[ ]  
2

2
12 12 ( 1) 12 12 ( 1) 12 12 ( 1)[ ]n n i n n j n n

i
D D D D D D

j− −

 
⋅ ⋅ = ⋅  

 
" " " " " "

故  
2

12 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1)n i n j n

i
D D D

j− − −

 
=  

 
" " "

則
1 1
2 212 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1) ( 3)n n i n j

i
D D D

j− − −

 
= ± ⋅ 

 
" " " "" 式  

而 與 必同號 12 ( 1)n

i
D

j−

 
 
 

" 12 ( 1) 12 ( 1)n i n jD D− ⋅" " −

依符號法則： 

(1)當 與 同號，則在12 ( 1)n

n
D

i−

 
 
 

" 12 ( 1)n

n
D

j−

 
 
 

"

___\

ix 與
___\

jx 的第 n個分量必同號，此時由 

(式 3)可得  12 ( 1) 0n

i
D

j−

 
> 

 
"

(2)當 與 異號，則在12 ( 1)n

n
D

i−

 
 
 

" 12 ( 1)n

n
D

j−

 
 
 

"

___\

ix 與
___\

jx 的第 n個分量必異號，此時由 

(式 3)可得  12 ( 1) 0n

i
D

j−

 
< 

 
"

使用(式 2)與(式 3)，則在
___\

ix 與
___\

jx 的第 n個分量乘積必為
12 ( 1)

12 ( 1)

n

n

i
D

j
D

−

−

 
 
 

"

"

 

故當 且i n> j n> 時，
___ ___\ \

i j ijx x a⋅ = 亦成立。 

 

【性質】在【定理四】的設定下，當 時，1k n≥ +
___\

kx 的分量有下列性質： 

若 12 ( 1) 0p kD − =" ，其中2 p n≤ ≤ ， 

則  12 ( 1) 12 12 ( 2) 12 ( 1)

1 1
0p p n n

p p n
D D D D

k k k− −

+ −     
= = = =     

     
" " " "" k− =

(意即當 時，12 ( 1) 0p kD − ="

___\

kx 的第 p個分量起至第 n個分量皆為 0) 

證明：(1)當 p n= 時，則 12 ( 1) 12 ( 1) 0n k p kD D− −= =" " ，
___\

kx 的第 n個分量為 0。 

 16



降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

(2)當 p n< 時，由 知 12 ( 1) 0p pD − >"

12 ( 1) 12 ( 1)

12 ( 1)
12 ( 1)

12 ( 1) 12 ( 1)

2

12 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1)
12 ( 1)

1

1 0

p p p

p pk
p

p p k

p p p k p
p

p
D D

k
D

D p
D D

k

p
D D D

kD

− −

−
−

− −

− − −
−

 
 
 =

 
 
 

  
= ⋅ −  

   

" "

"
"

" "

" " "
"

=

 

而當 時，則12 ( 1) 0p kD − =" 12 ( 1) 0p pkD − =" 且 12 ( 1) 0p

p
D

k−

 
= 

 
"  

再由 且12 ( 1) 0p pkD − ="

2

12 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1) 12
12

11 0p p k p p p pk p
p

p
D D D D

kD+ + −

 + 
= ⋅ −  

   
" " " "

"

=  

得到 且12 ( 1) 0p p kD + =" 12

1
0p

p
D

k
+ 

= 
 

"  

繼續推理即得 12 ( 1) 12 12 ( 2) 12 ( 1)

1 1
0p p n n

p p n
D D D D

k k k− −

+ −     
k−= = = = =     

     
" " " ""  

 
 
 

五、設 ，在 n維空間中，若 m個向量m n>
___ ___ ___\ \

1 2, , , m

\
x x x"

___\ \

11
___\ \

21

___\ \

m

m

m m

x a a
a ax

a a
x

 ⋅

所構成的內積方陣為

___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \

1 1 1 2 1 12 1
___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \

22 22 1 2 2 2

___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ 1 2
1 2

m

m
j m m

m m mm
m m

x x x x x a
ax x x x x

a
x x x x x

×

⋅ ⋅

[ ]m iA a

  
 

⋅ ⋅
 

⋅  = =   =
 
 
 

⋅ ⋅

" "
""

# # % ## # %
"

"



 ⋅  

#
 

且已知其中
___ ___ ___\ \

1 2, , , n

\
x x " x 為線性獨立的向量，依前述降階模式並將分母的行列式值去

除，則有運算過程如下： 

11 12 1

21 22 2

1 2

det

m

m
m

m m mm

a a a
a a a

A

a a a

=

"
"

# # % #
"
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

⇒

12 1 1

1 13 1
1 1

1 1 1

2 2
3

3 3
( 0 , 2 ; 0 ,2

2 3

k t

m

D D D
m

D D D
D k n D t nm

m m
D D D

   
   
   

   
    > ≤ ≤ ≥ ≥ +   

   
   
   

"

"

# # % #

"

1)  

⇒

123 12 12

12 124 12
12 12

12 12 12

3 3
4

4 4
( 0 , 3 ; 0 ,3

3 4

k t

m

D D D
m

D D D
D k n D tm

m m
D D D

   
   
   

   
    > ≤ ≤ ≥ ≥ +   

   
   
   

"

"

# # % #

"

1)n  

#  

⇒

12 12 ( 1) 12 ( 1)

12 ( 1) 12 ( 1)( 1) 12 ( 1)
12 12 ( 1)

12 ( 1) 12 ( 1) 12 ( 1)

1

1 1
( 0 , 0 ,

1

n n n

n n n n
n n k

n n n m

n n
D D D

n m
n n

D D D
D D k nn m

m m
D D D

n n

− −

− − + −
−

− − −

   
   +   

+ +   
    > ≥ ≥   

   
   +   

" " "

" " "
" "

" " "

"

"

# # % #

"

1)+  

⇒

0 0 0
0 0 0

0 0 0

"
"

# # % #
"

 為(m－n)階元素皆為零的行列式。 

在以上過程中，若 12 ( 1) 0 (2 , 1)p kD p n k− n= ≤ ≤ ≥ +" ，則由【性質】知其所屬的

行與列的所有元皆必為 0。而以上的運算過程及出現的現象可作為
___ ___ ___\ \

1 2, , , m

\
x x x" 中以

___ ___ ___\ \

1 2, , , n

\
x x " x

\

為線性獨立向量所構成之內積方陣的辨識方法。 

但若是在內積方陣 中線性獨立的向量並非mA
___ ___ ___\ \

1 2, , , nx x " x ，也就是不滿足【定

理四】的所有條件，則可依下列六、七之討論來還原向量。 
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

六、在 n維空間中，當 m階內積方陣 A中線性獨立的向量並非前 n個向量
___ ___ ___\ \

1 2, , , n

\
x x " x 時，

也就是不滿足【定理四】的所有條件，則此時應另找一組線性獨立向量，並以其為

基礎建構完整的對應向量，如下列步驟進行： 

1. 將m階內積方陣 A中對角線 (其中 k＝1 , 2 ,⋯, m )為 0之元所在的行與列所有

元素去除後，以第一個對角線非零之元

kka

1 1 1t t ta D= 為基準並依前述之特殊降階模式

得一行列式 及其對應方陣 ，其階數最少降一階。 1det( )A 1A

2. 在新的行列式 或對應方陣 中，再去除對角線為 0 之元所在的行與列所

有元素，然後以第一個對角線非零(大於 0)之元素設為 (1

1det( )A 1A

1 2t tD 1 2t t m≤ < ≤ )為基準，

繼續進行降階模式。 

3. 設反覆進行 r 次後得對角線元 (1
1 2 rt t tD " 1 2 rt t t m≤ < < < ≤"

0 rt k m

)，若此值仍大於 0 且

再降階展開後得 (其中
1 2 1 2rt t t k t t tD D" " r

i
j

 
= = 

 
< ≤ r，t i j m< < ≤ )，則此時之

新行列式或對應新方陣中的元素呈現全為 0之狀態。在此過程中我們找到線性獨
立的向量為原內積方陣所對應之第 個向量。 1 2, , , rt t t"

4. 對應向量的寫法： 
在得知第 個向量為線性獨立的向量後，我們可以將原始的內積方陣元

素順序加以調整，使得調整後的前 r個向量

1 2, , , rt t t"
____ ____ ____\ \

1 2' , ' , , 'r

\
x x x" 為線性獨立，則此時調

整後的內積方陣 '所對應的行列式必可滿足【定理四】的四個條件，因此可以利
用【定理四】的方式還原向量。(以上過程請參閱八、實例討論之例題(二)之操作
方法。) 

A

 
 

七、若在 n維空間中，m個向量
___ ___ ___\ \

1 2, , , m

\
x x x" 當中線性獨立的個數少於 n，則仍可依上述

六.之討論，先找出其中線性獨立的 r個，即
1 2

___ ___ ___\ \
, , ,

rt t t

\
x x " x ，其中 r＜n，再依【定理四】

之方式先還原為 m個 r維向量，再將各向量之第(r＋1)至 n維分量補為 0，即可還原
為 m個 n維向量。(或說在已知內積方陣 情況下，即可找出其中線性獨立的 r個，
依【定理四】之方式還原為 m個 r維向量，以線性獨立個數決定還原之維度亦可。) 

mA
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

八、實例討論： 

例題(一)：在五維空間中，有一個 8階對稱方陣

5 1 2 2 4 0 3 5
1 5 2 0 2 4 3 7
2 2 8 0 0 4 2 2
2 0 0 2 1 0 1 2

4 2 0 1 14 2 3 7
0 4 4 0 2 8 2 6
3 3 2 1 3 2 3 6
5 7 2 2 7 6 6 14

A

− 
 
 
 −
 − − − =  
 

− 
 −
 

−  

 

檢查： 
1. ， ，1 5D = 12 24D = 123 160D = ， 1234 176D = ， 12345 576D = ，皆為正數。 
2. ， ，12346 64D = 12347 0D = 12348 144D = ，皆非負。 
3. 123456 123457 123458 0D D D= = =  
4. 1234567 1234568 1234578 0D D D= = =  
符合 4個條件。 

還原 8個向量： 
___\

1
1 1

2
1

( ,0,0,0,0) ( 5,0,0,0,0)= =
Dv
D

 

1
0___ 2\

12
2 1 1

2 2
1 1

1
2 5 2 30( , ,0,0,0) ( , ,0,0,0)

5 5

 
 
 = =

D
Dv

D D
 

10 1___\ 2123
3 1 1 1 1

2 2 2 21 1 12 12

1 2
3 3 2 5 2 30 2 15( , , ,0,0) ( , , ,0,0)

5 15 3

D D
Dv

D D D D

   
   
   = =  

1
0 1 12___ 2\

1234
4 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 12 12 123 123

1 2 3
4 4 4 2 5 30 15 110( , , , ,0) ( , , ,

5 30 15 10

     
      −     = =

D D D
Dv

D D D D D D
,0)  

10 1 12 123___\ 212345
5 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 21 1 12 12 123 123 1234 1234

1 2 3 4
5 5 5 5 4 5 30 15 27 110 6 11( , , , , ) ( , , , ,

5 10 5 110 11

D D D D
Dv

D D D D D D D D

       
        ± −       = = )±  

∵   ∴則 與 的第 5個分量異號 1234

5
192 0

6
D  

= − < 
 

___\

6v
___\

5v
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

10 1 12 123___\ 212346
6 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 21 1 12 12 123 123 1234 1234

1 2 3 4
6 6 6 6 30 8 15 110 2 11( , , , , ) (0, , , ,

3 15 55 11

D D D D
Dv

D D D D D D D D

       
        −       = =

∓ ∓ )  

∵   ∴則 的第 5個分量為 0 1234

5
0

7
D  

= 
 

___\

7v

0 1 12 123___\

7 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 21 1 12 12 123 123 1234

1 2 3 4
7 7 7 7 3 5 30( , , , ,0) ( , ,0,0

5 5

D D D D
v

D D D D D D D

       
       
       = = ,0)  

∵   ∴ 與 的第 5個分量同號 1234

5
288 0

8
D  

= > 
 

___\

8v
___\

5v

10 1 12 123___\ 212348
8 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 21 1 12 12 123 123 1234 1234

1 2 3 4
8 8 8 8 30 15 3 110 3 11( , , , , ) ( 5, , , ,

2 5 110 11

D D D D
Dv

D D D D D D D D

       
        ± − − ±       = = )

 

例題(二)：在三維空間中，有一個 5階對稱方陣

0 0 0 0 0
0 2 1 3 0
0 1 2 0 1
0 3 0 6 1
0 0 1 1 1

A

 
 − 
 = − −
 − 
 − − 

 

∵方陣 A的第一列與第一行之元皆為 0  ∴5個向量中必有一個零向量。 
為方便計算與還原向量，我們先把向量的順序調換，讓零向量變成第 5個向

量，將 A改寫成 ，並不會改變本質。 

2 1 3 0 0
1 2 0 1 0

' 3 0 6 1 0
0 1 1 1 0
0 0 0 0 0

A

− 
 − − 
= −
 − − 
  



檢查 '： A
1. ， ，1 2D = 12 3D = 123 0D = ，並非皆為正。 
2. ， ，皆非負。 124 1D = 125 0D =
3.  1234 1235 0D D= =
4.  12345 0D =

其中 1.並不符合【定理四】的要求。 
以 其所屬行為基準適當乘以一數加到其他各行使其所屬列除 外全為 0，
並展開後成為 4階行列式，如此進行下去，如下所示。 

11a 11a
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

2 1 3 0 0 2 0 0 0 0
1.5 1.5 1 0

1 2 0 1 0 1 1.5 1.5 1 0
1.5 1.5 1 0

det ' 23 0 6 1 0 3 1.5 1.5 1 0
1 1 1 0

0 1 1 1 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A

−
−

− − − −
−

= = = ×− −
− −

− − − −
 

1.5 0 0 0
0 0 0

1.5 0 0 0 0 01 12 2 1.5 0 0 2 1.51 0 03 31 0 0
3 0 0 0

0 0 0 0

= × = × × = × × ×
−

 

在化簡過程中我們也發現了在 '中線性獨立的是第 1、2、4個向量，故若想
要依【定理四】之方式還原 5個向量，則將 5個向量的順序調整至前 3個為

線性獨立，而 '再重新改寫為：

A

A

2 1 0 3 0
1 2 1 0 0

'' 0 1 1 1 0
3 0 1 6 0
0 0 0 0 0

A

− 
 − − 
 = − −
 − 
  

 

檢查 ： ''A
1. ， ，1 2D = 12 3D = 123 1D = ，皆為正。 
2. ，皆非負。 124 125 0D D= =
3.  1234 1235 0D D= =
4.  12345 0D =

符合 4個條件。 
還原 5個向量： 

___\
1

1 1
21

( ,0,0) ( 2,0,0)Dv
D

= =  

10___\ 212
2 1 1

2 21 1

1
2 2 6( , ,0) ( ,

2 2

D
Dv

D D

 
  − = = ,0)  

10 1___\ 2123
3 1 1 1 1

2 2 2 21 1 12 12

1 2
3 3 6 3( , , ) (0, ,

3 3

D D
Dv

D D D D

   
    ± − ±   = = )  

∵ 12

3
0

4
D  

= 
 

  ∴ 的第 3個分量為 0 
___\

4v
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降出原形吧！—建構內積方陣的對應向量 

0 1___\

4 1 1 1
2 2 21 1 12

1 2
4 4 3 2 6( , ,0) ( ,

2 2

D D
v

D D D

   
   
   = = ,0)  

∵ 12

3
0

5
D  

= 
 

  ∴ 的第 3個分量為 0 
___\

5v

0 1___\

5 1 1 1
2 2 21 1 12

1 2
5 5

( , ,0) (0,0
D D

v
D D D

   
   
   = = ,0)  

 
 
九、實際應用： 
(一)對稱行列式的降階模式與內積方陣性質之應用：可用來證明下列結果 

若三維空間中三向量 、 、 之間的夾角分別為： 與 夾角α、 與 夾

角

___\
a

___\
b

___\
c

___\
a

___\
b

___\
a

___\
c

β、 與 夾角 ，則： 
___\
b

___\
c γ

1. 三個夾角總和不大於 2π ，即： 2α β γ π+ + ≤  

2. 任兩個夾角之和不小於第三個夾角，即：α β γ+ ≥ ， β γ α+ ≥ ，α γ β+ ≥  

證明：在不失一般性的情況下，我們可以假設
___ ___ ___\ \ \

1a b c= = =  

內積方陣為：

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

1 cos cos
cos 1 cos
cos cos 1

a a a b a c α β
A b a b b b c α γ

β γc a c b c c

 ⋅ ⋅ ⋅   
   = ⋅ ⋅ ⋅ =   
     ⋅ ⋅ ⋅
  

 

當 與 不平行時，依前述定理還原三個向量可得： 
___\
a

___\
b

___\
(1,0,0)a =  

___\
( cos ,sin ,0)b = α α  

2 2 2___\ 1 2cos cos cos cos cos coscos cos cos(cos , , )
sin sin

c + ⋅ ⋅ − − −− ⋅
= ±

α β γ α β γγ α ββ
α α

 

其中 的第三個分量之分子為
___\
c

1
2

123 [det( )]D = A ，由此可知 直接展開的樣

子並不容易看出 、

det( )A

α β、 的關係，但可將還原的三個向量畫圖如下，我們可以

看見向量被定出坐標的感覺： 

γ
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___\
c

___\
b

___\
a ___\

c

z

y

x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
若兩兩向量所組成的內積方陣其所對應之行列式依本文特殊的降階模式展開： 

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

___ ___ ___ ___ ___ ___\ \ \ \ \ \

1 cos 1 cos
1 cos cos

cos 1 cos cos1cos 1 cos
1 1 cos 1 coscos cos 1

cos cos cos 1

α βa a a b a c α β
α α

b a b b b c α γ
α ββ γc a c b c c β γ β

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ = =

⋅ ⋅ ⋅

γ

2 2

2 2

1 cos cos cos cos sin cos cos cos
cos cos cos 1 cos cos cos cos sin

α γ α β α γ α β
γ α β β γ α β β
− − −

= =
− − −

 

2 2 2sin sin (cos cos cos ) 0α β γ α β= ⋅ − − ≥    (內積方陣的性質) 

則：  sin sin cos cos cos sin sinα β γ α β α− ⋅ ≤ − ≤ ⋅ β

cos( ) cos cosα β γ α β+ ≤ ≤ −  

1. ∵0 , ,α β γ π≤ ≤    ∴0 ,α β γ π≤ − ≤  

由 cos cosγ α≤ − β 可知：γ α β≥ −  ⇒ γ α β γ− ≤ − ≤  ⇒ α γ β+ ≥ ，β γ α+ ≥  

2. 由 ，可分下列兩種情況討論： cos( ) cosα β γ+ ≤
(1)當0 α β π≤ + ≤ 時：可得α β γ+ ≥ ，當然此時亦符合 2α β γ π+ + ≤  
(2)當 2π α β π< + ≤ 時： 
必可得α β γ+ ≥  
另有0 2 ( )π α β π≤ − + <  
而  ⇒ cos( ) cos(2 ) cosα β π α β γ+ = − − ≤ 2π α β γ− − ≥  ⇒ 2α β γ π+ + ≤  

 
利用對稱行列式的降階模式與內積方陣性質之應用，我們輕易證明了三維空間中三

個向量之間夾角的大小關係。 
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(二)以內積方陣還原向量之應用： 
若空間中有一已知邊長的四面體，空間中的四面體可以視為是三個不共平面的向量

所張出，以其邊長可計算三向量之間的兩兩內積、構成內積方陣，再以內積方陣還原向

量，就可順利將四面體的四個頂點坐標化(其中一個必為原點)，此結果將有助於對於整
個四面體的各項資訊了解。(當然也可以應用在其它角錐體。) 
 
 

伍、研究結果與討論 
我們利用特殊的行列式降階模式，在已知 n維空間中 m個向量所構成的內積方陣之

下，成功地找到合理還原向量的方法如下。並且在討論的過程中也發現了內積方陣的特

性與辨識方法。 

一、當 m＝n 時，若對稱方陣 具備 皆為正數之條

件，則 為 n維空間中的內積方陣，且其所對應的向量可設定為： 

mA 1 12 123 12 ( 1) 12 ( 1), , , , ,nD D D D D−" "" n n−

mA

1.
___\

1
1 1

2
1

,0, ,0,0Dx
D

 
=  
 

" 
 ，後面(n－1)個分量為 0。 

2.當 時：2 1k n≤ ≤ −

1
0 1 12 ( 2) 2___\ 12 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , , ,0, ,
k

k k
k

k k k

k
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      =
 
  
 

"
"

" " "

" " 0



，後面(n－k)個

分量為 0。 

3.

1
0 1 123 ( 2)___ 2\

123
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n
n

n n n

n
D D D

n n n Dx
D D D D D D

−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"



n"

 

 
二、當 m＞n時，若對稱方陣 具備下列條件 mA

1. 皆為正數。 1 12 123 12 ( 1) 12, , , , ,nD D D D D−""

2. ，其中  12 ( 1) 0n kD − ≥" 1k n≥ +

3. ，其中  12 0nkD =" 1k n≥ +

4. ，其中12 0nijD =" 1j i n> ≥ +  
則 為內積方陣，且其所對應的向量可設定為： mA
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(1)
___\

1
1 1

2
1

,0, ,0,0Dx
D

 
=  
 

" 
 ，後面(n－1)個分量為 0。 

(2)當 時：2 1k n≤ ≤ −

1
0 1 12 ( 2)___\ 212 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , , ,0, ,
k

k k
k

k k k

k
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      =
 
  
 

"
"

" " "

" " 0



，後面(n－k)個分

量為 0。 

(3)當 時：n k m≤ ≤

1
0 1 12 ( 2)___\ 2123 ( 1)

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 12 12 ( 2) 12 ( 1) 12 ( 1)

1 2 1

, , , ,
n

n k
k

n n n

n
D D D

Dk k k
x

D D D D D D

−
−

− − −

 −     
      

      = ±
 
  
 

"
"

" " "

"



 

當 時，k n>
___\

kx 的第 n個分量之正負符號之「符號法則」為： 

○1 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
= 

 
"

___\

kx 的第 n個分量為 0。 

○2 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
> 

 
"

___\

kx 與
___\

nx 的第 n個分量同號。 

○3 若 ，則12 ( 1) 0n

n
D

k−

 
< 

 
"

___\

kx 與
___\

nx 的第 n個分量異號。 

 
在建構對應向量的過程中，我們知道第 n個向量的第 n個分量值可能是正、負或零。

當 m＞n時，原本只有＋、－兩種可能的變化卻因符號法則的討論，更能確定第(n＋1)
個向量至第 m個向量的最末分量值之正、負或零。以上二種結論也是處理 中「線性

獨立的並非前 n個向量」，或是「線性獨立的向量數目少於 n」的重要依據。 
mA

 

 

陸、結論 
內積方陣所對應的向量有很多可能，而我們找到一種方法：利用 m階對稱行列式的

特殊降階展開方式，擬定其元素與若干子行列式間有趣的恆等關係，還原了內積方陣所

對應於 n維空間中之向量。以行列式來處理向量內積的結果，使得行列式值不再只是單
純的機械式計算，或是僅能作為解 n元 n式聯立方程組之工具，本文之討論賦予行列式
另一層創新的意涵與應用。 
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【評  語】 040402 降出原形吧！－建構內積方陣的對應向量 

1) 科學發現的過程總是先有具體的特例，然後逐漸發展出一般性的

抽象結論。本作品並未反映曾經遭受到挫折的痕跡。 

2) 科展應該把握深入淺出的溝通原則，應該忠實的展示自己的發

現，自己的體會。（先講給同學聽聽看，她們若聽不懂，請繼續

努力。） 

3) 本作品建立了龐大的工具而只能用來解決深度不高的問題，難以

說服人們相信它是一門「不可思議的有效率的學科」。
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