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壹、摘要 
本次科展作品由三角邊形的魔方陣出發，設定規則如下；在 n階三角形魔方陣中填入給
定數字，使其三個 1n − 階三角形數字和相等。我們得出如何從 n階魔方陣推至(n+1)階魔方陣，
與給定任意一個 n階魔方陣，如何填出一組解的方法。遵循著三角形魔方陣的填法，我們可
將其推廣在平面任意 m邊形及正四面體上。前者，我們得到給定任意 n階 m邊形填出一組解
的方法。後者，則是可由 n階立體魔方陣推至(n+1)階立體魔方陣；當給定偶數階立體魔方陣
時，可利用自創的圓形圖進行求解，文末亦討論了具有特殊性質點的個數。 

 

貳、研究動機 
高一的專研課時老師給了我們「論保其壽的渾圓圖」此份報告，裡面從渾圓圖的淵源開

始敘述，並在文末附了各式的渾圓圖，有別於我們一般常見的正方形方陣，卻各有其玄妙之

處，於是我們不禁開始思考，若將魔方陣由正方形改為三角形或是其他形狀，是否都會有解？

並且會有著正方形方陣所不具有的性質？也是數與坐標系這個單元讓我們了解到如何去處理

一些數列的計算，觀察和歸納的方法。這讓我們有勇氣著手研究魔方陣的變形，並期望變形

後的魔方陣可以運用在更多不同的領域。 
     

參、研究目的 
探討另類魔方陣的解，試著找出能任意填出解的方法，從 n階推至(n+1)階，並推廣至平

面 m邊形及立體。 
 

肆、研究設備及器材 

Microsoft Visio 
 

伍、研究過程或方法 
利用試誤法後觀察規律，並融入所學加以驗證。 

 

陸、研究結果 
 
一、平面三角形魔方陣 

 
(一)、遊戲規則：數字和相等 
令每邊含 n個數字的三角形魔方陣為「n階三角形魔方陣」，以下簡稱「n階魔方陣」。 
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1a

2a 3a

4a 5a 6a

7a 8a 9a 10a

1.以 3階為例 
        
 

 
 
( )圖一  

 
滿足 1 2 3 2 4 5 3 5 6a + a + a = a + a + a = a + a + a  

 
2.以 4階為例 

                             
                                  
                               

( )圖二  
   
滿足 1 2 3 4 5 6 2 4 5 7 8 9 3 5 6 8 9 10a + a + a + a + a + a = a + a + a + a + a + a = a + a + a + a + a + a  

 

3. n階規則依此類推，數字從 1~
n

k=1
k∑ ， n∈� ，3 n≤  。 

4.稱 n階魔方陣中所有數字和為 ns ，所求 n(n-1)
2
個相等的數字和稱為 nA 。 

 
(二)、遊戲限制： 
為了簡化解的情況，我們給了一些限制，如下： 
1.若兩組魔方陣經由旋轉、鏡射可重疊，視為同一組。 
2.最中間一區不影響數字和，擺入最大的幾個數。 

 
 
 

( )圖三  
 

3.三角形的三個頂點擺入最小的三個數，即(1，2，3)，因為旋轉過後視為同一 
組，因此不妨令最上方的為 1，左下角的頂點為 2，右下角為 3。 

4. n階魔方陣中，稱三邊最中間的      
(n-2)個數為同一區塊，同 
一區塊內的數互換不影響數 
字和。                               ( )圖四  

 

ia
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

∀ ∈�
不重複地填入

1a

2a 3a

4a
5a 6a

ia
1,2,3,4,5,6

∀ ∈�
不重複地填入
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1

6 5

2 4 3

1a 2a 3a

4a

(三)、3階的解： 
易知其解為                              3S =21 
                                        3A =12  

                                            =9邊長和  
 

(四)、從n階到 (n+1)階： 
以3階到4階為例 
 
1.展開： 

                                    
                                                                                  
                                   ( )圖六                                            
 

 2.考慮一整排移動：往下擴                                  
     
                                            ( )圖七  
  
 

 
3.考慮不合情況： 

(1)已可確定 2a 為10，左右下角為 2及 3 
(2) +6 +5≠左下角 右下角   
  

4.排除不合情況，得出最後一排符合條件者： 
        (3，4，a4 ，2)   (3，a4，4，2)   --> 同組 
 

5.(左右鏡射後)得出其解為： 
                              
                                    
 

 
 
 
6.往左擴及往右擴可先旋轉後再討論，利用向下擴的方法求解。 

 
7. n是偶數時的推廣： 

(1)從(2p)階到(2q)階，p＜q：(2q)階的邊長內的空格先和(2p)階填入完全一樣的數，再
將剩下的數由任一區塊開始，依順時針每一區塊各填入一數字，此三數為小到大連

續數字，再從最後填入的區塊開始逆時針填入連續數字，反覆操作至填滿為止。 
     

( )圖五

不合!

S4=55 
A4=38 
邊長和=17 
(圖八) 
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 (2) 以 4階到 6階為例： 
 
 

-----> 
                   
                                               
 

 
 ------>                                   

 
 
                                                   
   

   
結論：4階推至 5階者方法亦相同，由以上經驗可知，n階魔方陣可由此法推至(n+1)階
魔方陣，當然，推廣的方法其實有很多種，我們只採取其中比較簡單的作討論。 

 
 
(五)、如何任意填出一個 n階魔方陣：  

 
一律先將最大及最小的幾個數填入規定

的格子內(如右圖)，剩下的數由小到大開始
填，一個區塊一次填入一個數。 

 
將頂點填好之後，我們可以知道三個區

塊和必須要成等差，其公差為 1；因為我們填
入的數字是連續數字，所以我們設法將每區塊

k個數字中 k-1個數字的和相等，每區塊中剩
下的 1個數再填入三個連續數字，這樣可使三
區塊的和成等差，也就滿足每邊和相等。 

 
以下採用兩個方法,，在不失一般性的情

況下，我們以順時針為主，使區塊中 k-1個數
的和相等。 
 
 
 
1.方法一 

(1)填法：由任一區塊開始，順時針填入三個連續數字，再從最後填入的區塊開始逆時
針填入連續數字。完成此操作後，每一區塊內數字的和相等。 

1

32

紅色區塊中的數
字和分別成等
差,公差為1

1

32

目的:使藍色
框中k-1個數
字和皆相等

此圖即為 6階的其中一解

(圖九)

(圖十) 
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(2)說明：用此方法，我
們可以讓不同區塊內任意

偶數個數字和相等。 
 
 
 
 
 
 
 
2.方法二 

(1)填法：由任一區塊開始，順時針填入三個連續數字，跳過下一區塊，重複此操作，
再跳過下一區塊，重複此操作，即可使每一區塊內數字和相等。 

 
(2)說明：用此方法，我們可以讓不同區塊內任意 3m個數數字和相等。 

 
(圖十二) 

 
3.綜合方法一和方法二，我們可使不同區塊內兩個或三個數字和相等，又 3和 2差 1，
所以經由改變使用兩種方法的次數，即可搭配出任意個數字和相等。將 n以奇偶性區
分討論如下： 

 
(1) n是奇數： 

1n = 無解。 3n = 試誤法求解。 5n ≥ 時用方法一操作 3
2

n −
次，再將最後三個數字

由小到大由最下方區塊開始逆時針依序填入三區塊中，即可得到一解。 
 
 
 

1

32

1.由任意區塊開始,
順時針填入三個數
字(即藍色的部份)

2.再重覆最後區塊,
逆時針填入三個數
字(即黃色部份)

完成操作後,紅框中兩
個數字和皆會相等

備註:同一區塊中數字互
換不影響數字和,故填數
字時,同一區塊中的圈可
以任選

1 2 

3 

1 

1 2 

2 

3 

3 

(圖十一)
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1

32

藍色框中k-1個
數字和皆相等

剩下最後三個數字,由小到大依序填
入藍-->黃-->紅三個顏色的圈中

 
 
 
 
 
 
 
 
 
(2) n是偶數： 

2n = 無解。 4n = 用方法一操作 6
2

n −
次。 6n ≥ 時用方法一操作 6

2
n −
次，方法二操

作 1次，再將最後三個數字由小到大由最下方區塊開始逆時針依序填入三區塊中，
即可得到一解。 

 
結論：經由此種方法，給定任意 n階魔方陣，我們皆可以寫出其中一解。 

 
 

 
(七)、Sn、An、每邊和及 n之間的關係： 
  對任意 n階魔方陣而言，不同解所得出的 Sn、An及每邊和均相等，我們可得出    
其一般式如下： 
 
1.邊上共有 3(n-1)個數 

2.

n(n+1)
4 3 22

n
k=1

(n+1)n (n+1)n1+
n +2n +3n +2n2 2S = k= =

2 8

 
  ∑  

3.

[ ]3(n-1)

2
k=1

1+(3n-3) (3n-3)k+(1+2+3) +6 3n -5n+62= = =
3 3 2

∑
邊長和  

4.
4 3 2 2 4 3 2

n n
n +2n +3n +2n 3n -5n+6 n +2n -9n +22n-24A =S - = - =

8 2 8
邊長和  

 
 
 
 
 
 
 
 

(圖十三) 
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二、平面任意 m邊形魔方陣 
 
(一)遊戲規則： 
稱每邊含 n個數字的魔方陣為 n階 m邊形魔方陣 
 
1.四邊形 

 

 
 
 
 

四邊形魔方陣中拿掉任一邊 n個數，其餘數分
別相等，即框起來的四個部分數字和相等。 

 
 
                                   (圖十四) 

 
2.五邊形 

 
 

 
 
 
 
 
 

(圖十五) 
 
五邊形魔方陣中拿掉任一邊 n個數，其餘數字和分別相等，五邊形魔方陣有 5組數字和
相等。 

 
以此規則推至 n階任意邊形魔方陣。 

 
(二)、遊戲限制： 

1.經由旋轉、鏡射可重疊，視為同組。 
2.最中間一區不影響數字和，擺入最大的幾個數。 
3.頂點擺入最小的 m個數。 
4. n階魔方陣中，稱邊上最中間的 (n-2)個數為同一區塊，同一區塊內的數互換不影響數
字和。 

 

i
2

a

1,2,3,4,5,6...n

∀ ∈�

不重複地填入
a1 a3a2

an

ia
1,2,3,4,5,6...

∀ ∈�
不重複地填入

a16

a3

a1

a8

a7a5

a4

a9

a10a2

a15

a14a13

a12

a11

a6

此圖為3階五邊形
魔方陣,4階魔方陣
即最外圈再加一層
每邊4個數的五邊
形,n階以此類推.
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(三)、如何任意填出一個 n階魔方陣： 
      一律先將 1∼m逆時針填入魔方陣中，剩下的數由小到大填入，一個區塊一次填入一個
數，以下用(h，k)表示 h、k同在的那一邊，分奇偶邊形進行討論。  
 
 
奇數邊形 
1.方法一 

(1)填法：從(m，m-1)區塊開始順時針填入 m個數字，再從(1，m)區塊開始順時針填入
m個數字即為所求。 

 (2)證明：填入 1~m後，除了(1，m)外，其他 m-1個區塊的數字和是一個公差為 2的
等差數列，故兩次順時針填入能使其和相等。而填完 1~m後，(1，m)的數字和會比

m+1 m+1, +1
2 2

 
 
 

的數字和少 1，而第一次順時針填時是先填入 m+1 m+1, +1
2 2

 
 
 

區塊再

填入(1，m)區塊，此時後者會比前者大
2

1+m
，而第二次的則相反，且前者比後者大

2
1−m
，所以填完第二次後

m+1 m+1, +1
2 2

 
 
 

區塊中數字和會與(1，m)區塊的數字和相

等，也就是每一邊的數字和會相等。 
 

(3) 說明：用此方法，我們使不同區塊內任意偶數個數字和相等。 
   
(4) 以五邊形，4階為例如下圖：                     

 

                        第一次—黃色 

                        第二次—藍色 

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖十六) 

2.方法二 

(1) 填法：從(m，m-1)開始順時針填入 m個數字，接著從(1，m)開始順時針填入 m個
數字，但每區塊填完一個數字後要跳過ㄧ個區塊再填下一個數字，最後從(m，m-1)
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開始順時針填，和方才一樣要跳過ㄧ個區塊，如此便可求出其中一組解。 

(2)證明：填完第一次時每邊呈一公差為1的等差數列，從(1，m)開始遞減，此時(1，

m)比(m-1，m-2)大2，跳過一區塊填可使兩者間的差距縮小為1，即(1，m)(m-1，

m-2)(m-3，m-4)…(2，1)呈現一公差為1的A.P，(1，m)最大，同理，(m，m-1)(m-2，

m-3)…(3，2)亦為一公差為1的A.P，(3，2)最小，而第一次填完時(2，3)的數字和會

比(1，m)的小m-2，但第二次填入(2，3)區塊的數則會比填入(1，m)的數大m-1，所

以填完第二次時，(2，3)的數字和會比(1，m)的大1，各邊和再次呈現一公差為1的

等差數列，此時從(m，m-1)開始順時針跳區塊填入數字可使各邊和相等。 

(3) 說明：用此方法，我們使不同區塊內任意 3p個數字和相等。 
 

(4).以五邊形，5階為例如下圖： 
 
                                      
 
                                                        第一次—黃色 
                                                        第二次—藍色 
                                                        第三次—藍色 
 
 

 

 

 

 

 

 

(圖十七) 

       

結論：利用三角形魔方陣填法中的方法一，我們可使n階魔方陣化簡成邊長只剩下2   

        個或3個空格的情況，此時運用上述兩種方法可使得任意奇數邊形平面魔方陣都有  

        解。 

 

偶數邊形 

1.易知邊上填入的數字為1~m(n-1)，考慮邊長和 

( ) ( ) ( ) ( )21+mn-m m n+1 m+1 m mn - 2m-1 n+2m1+ =
2 2 m 2

 
 
 

，可知當n是奇數時無解。 
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ia
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

∀ ∈�
不重複地填入

而n是偶數時的填法則同於奇數邊形的方法。 

2.以六邊形，4階為例如下圖： 

 

                                               

 

                                                  第一次—黃色 

                                                  第二次—粉紅色 

 

 

 

 

 

(圖十八)      

 

       結論：我們可使得任意偶數邊形偶數階平面魔方陣都有解。 

 
 
 
三、立體魔方陣 

(一)、遊戲規則：數字和相等 
 
1.以 3階為例 

    
     
 
 
 
                                        (圖十九) 
 
  

 
 
滿足 1 2 3 4 9 4 8 10 5 2 6 10 7 6 8 3a + a + a + a = a + a + a + a = a + a + a + a = a + a + a + a  
＝＞ 即截掉一面後的小正四面體上數字和相等。 

    
 
 

 a1

 a6

 a7

 a5  a9

 a4

 a3

 a2

 a10

 a8
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2.以 4階為例 
 
一面圖形如下：                   整體圖形如下： 

 
 
 
 
 
    
 
                         
 
                     (圖二十) 

 
 
 
3. n階規則依此類推。 
4.稱立體魔方陣中所有數字和為 Tn，所求相等的數字和為 Bn。 

 
(二)、遊戲限制： 

1.若兩組魔方陣經由旋轉、鏡射可重疊，視為同組。 
2.頂點填入 1，2，3，4 。 
3. n階魔方陣中，同一稜上最中間的(n-2)個數為同一區塊，同一區塊內的數互   

      換不影響數字和。 
 

(三)、3階立體魔方陣 
 
 

1.首先四個頂點分別填入 

1 5 7 91, 2, 3, 4a a a a= = = =  
 
2.依規則可得下列等式 
 
  
                            

                    
 

3.求出每個小四面體的和 ( ) ( )1 10 10 1 2 3 4
25

4
+ − + + +

= =  

 a1

 a2

 a3

a4

 a5

 a6

 a7

 a8

 a9

a17

a16

a15
a14

a13

a12

a11

a20

a19 a18

a10

2 3 4 2 6 10

3 6 8 4 8 10

1 2
3 4
a a a a a a

a a a a a a
+ + + = + + +
= + + + = + + +

1

 a6

3

2 4

 a4

 a3

 a2

 a10

 a8

(圖二十一) 
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3 10a a=

=>將數字分成四組，以( )2 3 4, , 24a a a → 表示 1 2 3, ,a a a 三數字和為24。 

                       --- (a)                        --- (b)  
                       --- (c)                        --- (d) 
 

=>由(a)(b)可得                      --- (e)  
由(c)(d)可得                      --- (f) 
將(e)代入(f)得   3 10a a=         矛盾，與規則不符合 

=>以上討論可得，3階立體魔方陣，頂點1，2，3，4無解。 
 

4.試著找出3階魔方陣頂點在什麼情況下有解 

令頂點為r，1 7r≤ ≤    四頂點為 r，r+1，r+2，r+3 

=>此時一小四面體的和為
( ) ( )2 55 4 6 4 6

26
4

r r
r

− + + +   = −  

 下列每式中四個數字和須相等 

                     --- (g)                       --- (h) 
                     --- (i)                       --- (j) 
 

=>由(g)(h)可得                      --- (k)  
由(i)(j)可得                     --- (l) 
  將(l)代入(k)得                  矛盾  

 

=>因此3階立體魔方陣頂點為連續正整數時無解。 

 

5.當頂點為r，r+2，r+4，r+6..討論，亦會矛盾，故3階立體魔方陣頂點等差數列時無解。 

 
6.討論當頂點無限制的情況，試求解 
求出小四面體所有可能的數字和 Bn， 利用 4.所求得公式 
，1 7r≤ ≤ ，得19 25nB≤ ≤ ，已知頂點為等差數列時皆無解，所以20 24nB≤ ≤ ；  
以下為幾個已知限制： 
(1)每個數字必須都出現 

(2)頂點數對中的數字只在 ( )1 2 3 4, , ,a a a a 、 ( )2 5 6 10, , ,a a a a 、 ( )4 8 9 10, , ,a a a a 、 ( )3 6 7 8, , ,a a a a

中出現一次且四數字位於不同組數對中 

(3)頂點外的其他數字皆出現兩次 

由以上幾個限制，我們可以對每一組頂點做討論，求出所有的解。 

 

 

 

 

( )2 3 4, , 24a a a → ( )2 6 10, , 23a a a →

( )3 6 8, , 22a a a → ( )4 8 10, , 21a a a →

10 6 3 41a a a a+ + = +

3 6 10 41a a a a+ + = +

( )2 6 10, , ,r a a a ( )2 3 41, , ,r a a a+

( )3 6 82, , ,r a a a+ ( )4 8 103, , ,r a a a+

10 6 3 41a a a a+ = + +

3 6 10 41a a a a+ = + +

26nB r= −
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2 3 4 5 6 7 8 9 10

5 12 2 10 6 19 20 18 13

13 15 12 16 20 7 6 8 3

9 18 16 15 20 19 10 4 8

1＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ

＝2＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ

＝3＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ

＝4＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ

６ 8 10 10 6 20 20 6 8 20 10 8１＋ａ＋ａ＋ａ＝2＋ａ＋ａ＋ａ＝3＋ａ＋ａ＋ａ＝4＋ａ＋ａ＋ａ

20  19  18  176 10 8 20ａ＝ ，ａ＝ ，ａ＝ ，ａ＝

( ) ( ) ( )1+20 20
４

－ 1+2+3+4 ＋ 17+18+19+20
Ｂ＝ ＝121

4

1 11 14 17ａ＝1，ａ＝2，ａ＝3，ａ＝4

以 20nB = ，頂點 ( )3,8,9,10 為例： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
注意，在頂點的討論中，並非所有頂點皆有解，需要刪除不合的情況。 
 

(四)、4階立體魔方陣 
 
1.首先四個頂點分別填入 
 
                             
 
2.根據規則可得出下式    

                                                  
 
 

 
 

         ---(m) 
 (圖二十三)                                

    
 
3.考慮 ｉａ在(m)中出現的次數 

(1)1、2、3、4只出現一次 
(2) 206 8 10ａ，ａ，ａ，ａ 因不位於稜邊上，故出現三次 
(3)其餘都出現 2次 

   =>考慮 206 8 10ａ，ａ，ａ，ａ  將填入最大的 4個數(17、18、19、20)，並使其滿足 
 
 

=>經由平面的經驗可以得到其解  
   

4.經由以上我們可以求出 
 
 

 a1

 a2

 a3

a4

 a5

 a6

 a7

 a8

 a9

a17

a16

a15
a14

a13

a12

a11

a20

a19 a18

a10

10

5
8

9 3

7

1

2

4
6

(圖二十二)
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( )

2 3 4 5 7 9 5 12 2 19 18 13

13 15 12 16 7 3 9 18 16 15 19 4

ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＝ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ

＝ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＝ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ＋ａ

＝121－ 1+18+19+20 ＝63

a2

a15

a13

a5

a12

a18

a19

a3

a7

a16

a9

a4 ６３

２ ５ １６ １５ａ＋ａ＝ａ ＋ａ

c d e
f g h

2 5 12 13 16 15

4 9 3 7 18 19

ａ＋ａ＝ ，ａ＋ａ＝ ，ａ＋ａ＝

ａ＋ａ＝ ，ａ＋ａ＝ ，ａ＋ａ＝

2 5 12 13 18 19

5

3 7 12 13 15 16

7

4 9 18 19 15 16

9

ａ　ａ　ａ 　ａ 　ａ ａ

ａ

ａ　ａ　ａ 　ａ 　ａ ａ

ａ

ａ　ａ　ａ 　ａ 　ａ ａ

ａ

5.所以我們可以得到 
 

 
                                                           
 
                                                            ---(o) 
     

6.令 
 

  
則 c + d + g + 6+20 = e + f + g + 8+18 = c + f + h + 7+19 = d + e + h + 9 +17 = 89 
且 c + d + e + f + g + h =126 
=>整理：c + d + g = e + f + g = c + f + h = d + e + h = 63，c + d + e + f + g + h =126 
=>可得到：c = e且 d = f且 g = h，c + d + g = 63                               
=> 2 5 16 15 12 13 4 9 3 7 18 19ａ＋ａ＝ａ＋ａ且ａ＋ａ＝ａ＋ａ且ａ＋ａ＝ａ＋ａ       ---(p)  

 
7.將(o)式中數字和相等的 6個數寫在同一行(列) 

 
                                             框起來的部分和相等 
 
 
 
 
 
 

=>根據以上及(p)可畫出一個圓 
               

(1) 從藍色箭頭開始順時針 6個 
數字和相等，其值為 63，圓中央
六直線包含的 6個數字和亦為
63。 

(2) 圖中的紫色虛線包含的相鄰
兩數字對調不影響其和，即

２ ５ａ與ａ可互換。                       
(3) 根據(p)：褐色虛線所圍住的四
個數字當中，相鄰兩數和與對面

相鄰兩數和相等，即                 
                                                                          
                                                      

 
(圖二十四)
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a2

a15

a13

a5

a12

a18

a19

a3

a7

a16

a9

a4 ６３

5
15

16
12

8

67

11

1014

13

9

2 5 16 15 12 13 4 9 3 18 19

16

5
126

1266 63
2

=

 
 
 

∴

∑

Q ７

ｋ

ａ＋ａ＝ａ＋ａ且ａ＋ａ＝ａ＋ａ且ａ＋ａ＝ａ＋ａ

又 ｋ＝

六直線所包含的 個數字和＝ ＝ 符合條件

2 13 2(4) a a a將 到 稱為第 區 ， 18 16 18 ａ 到ａ 稱為ａ 區， 9 3 9 ａ到ａ 稱為ａ區  
 
8.仿平面時所運用「順逆時針填法」的概念將 5~16填入圓中 

(1)因為是要運用順逆時針的方法且有三區，因此將 5~16三個數一組將其分類如下：
(5，6，7) (8，9，10) (11，12，13) (14，15，16)             ---(q) 

 
(2) 2 18 9ａ、ａ、ａ區數字間彼此有重複的部份，故將(q)式中四組數先隔離出一組將剩下的
三組填入圖中。 

 
(3)考慮隔離出(11，12，13)，從 2a 開始順時針填，一個區塊填入一個數字後即跳至下
一區塊，接著從該區( 18ａ 區)的最後一格開始填下一組數字，第三組數字則從 9ａ區的

第一格開始，至每區只各剩一個空格時，利用和為 63可求出須填入的數字，此時
會剛好把隔離出來的那一組填入，且滿足六直線所包含的數字和亦為 63。 

 
=>為了要使數字能夠平均分配，每當輪到填下一組數字時，一次從該區的第一格，另
一次從該區的最後一格填入。 

 
=> 

 
 
 
 
 
                                                
                                             
                                                   第一次---黃色 
                                                   第二次---粉紅色 
                                                   第三次---藍色 
                                                   最後---白色，利用和  
                                                     相等得到 
 
 
 
 
                                               

 (圖二十五) 
 

 
=>帶入檢查無誤，得到其中一組解。 

 



                                                        

 17

a2

a15

a13

a5

a12

a18

a19

a3

a7

a16

a9

a4 ６３

5
15

16
9

11

67

8

1314

10

12

2 5 16 15 12 13 4 9 3 7 18 19          （ａ，ａ）＝（ａ，ａ）　 （ａ，ａ）＝（ａ，ａ）　 （ａ，ａ）＝（ａ，ａ）

16 15 12 13 4 9

3 4 18 19

c e 20 d f 21
h 22

20+21+22=63 p∴Q

２ ５ａ＋ａ＝ａ＋ａ＝ ＝ ＝ 且ａ＋ａ＝ａ＋ａ＝ ＝ ＝

且ａ＋ａ＝ａ＋ａ＝ｇ＝ ＝

　　滿足（ ）

(4)考慮隔離出(8，9，10)，從 2a 開始順時針填，方法同(3)，可得出另一組解，如圖： 
 
 
                                              
 
                                                   第一次---黃色 
                                                   第二次---粉紅色 
                                                   第三次---藍色 
                                                   最後---白色，利用和相等得到 
 
 
 
 
 
 
                                       

 
=>檢查無誤，代入 4階魔方陣中即為其解。 

 
8.以上兩組解是「從 2a 開始順時針填」的結果，觀察兩組解可發現有共通性： 

 
 
 
 
然而滿足 c=e=20且 d=f=21且 g=h=22的解不只以上兩組，列舉如下： 

   
 c   可對調   e            d    可對調   f         g   可對調    h  

                     
 

(5,15)  (7,13)  (9,12)  (10,11)  (6,16)  (8,14)  
(5,15 )  (9,11)  (7,14)  (8,13)  (6,16)  (10,12)  
(5,15)  (8,12)  (7,14)  (10,11)  (6,16)  (9,13)  
(6,14)  (8,12)  (5,16)  (10,11)  (7,15)  (9,13)  
(6,14)  (9,11)  (5,16)  (8,13)  (7,15)  (10,12)  
(7,13)  (9,11)  (5,16)  (6,15)  (8,14)  (10,12)  

 
=>事實上，以上列出的解亦可從圓形圖得到，以第四組為例，即是從 9ａ區開始，逆時

針填入的結果，如下圖： 
                                       
 

(圖二十六) 
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a2

a15

a13

a5

a12

a18

a19

a3

a7

a16

a9

a4 ６３

6
14

15
12

8

75

11

1016

13

9

1 21 25 29a =1 a =2 a =3 a =4， ， ，

2 3 5 6 7 11 12 13 14 22 23 24

2 4 5 10 9 11 19 18 17 32 31 30

3 4 7 8 9 14 15 16 17 26 27 28

24 23 22 26 27 28 30 31 32 33 34 35

1+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=2+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=3+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=4+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a

 
                                      
第一次---黃色 
第二次---粉紅色                         
第三次---藍色                          
最後---白色，利用合相等得到 

 
 
 
                                               
 
 

 
=>因為沒有規定 c d e f g h彼此間的大小，故將圓固定，數字旋轉 120度，可得到新的
一組解。 

 
(五)5階立體魔方陣 

 
1.首先四個頂點分別填入           

 
 

2.根據規則可得到下列等式(採用一和相等的觀點) 
 
 
 
 
 
                                                  

-----(r) 
                             

 
  
 

 
3.觀察(r)式，可以發現 20a 並不包括在其內，此時 20a 的值不會影響最終結果，我們稱它
為「無關的點數」。 

 
4.由於之前提到的圓形圖在此不適用(在後文(七)中會做討論)，我們採用4階推 5階的方
法求解，首先跟平面一樣考慮一整面往下擴，如下： 

  

 a1

 a2
 a3

 a4

 a5
 a6

 a7
 a8

 a9a10

a11

a26
a25

a24

a22
a21

a23

a17
a16

a15
a14

a13
a12

a18

a35
a33

a32 a31 a30

a20
a19

a29
a28

a27
a34

(圖二十八)

(圖二十七)
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11 12 13 14 23 11 19 18 17 31

14 15 16 17 27 23 27 31 33 34 35

89+a +a +a +a +a =89+a +a +a +a +a
=89+a +a +a +a +a =72+a +a +a +a +a +a

3589-72=17     a =17∴Q 不妨令

11 12 13 14 23 11 19 18 17 31

14 15 16 17 27 23 27 31 33 34   

a +a +a +a +a =a +a +a +a +a
=a +a +a +a +a =a +a +a +a +a

1 36 41 46a =1 a =2 a =3 a =4， ， ，

 
 
 
    
                                 往下擴 
                               ----------------> 
                              
 
 
 
 
 
                                

 
5.可以得到 

  
 
 

6. 
   

=>原式變成 
                                                           ---(s) 
  

7. (s)式中不重複地填入 21-35，且會餘一個數字，即是 20a 的值。 
可得到其中一組解 21+34+29+22+26=21+27+35+25+24 

                      =22+32+30+25+23=26+23+24+31+28 
代入 5階魔方陣即為所求。 5 5B =409,T =630。  

 
 
(六)6階立體魔方陣 

1.首先四個頂點分別填入 
 
 
 
 
 

(圖三十) 
 
 
 

1

6
7

5

14

20

15

18

16

4
11

9
3

13
8

2
17

12 10

19

1

6
7

5

14
20

15
18

1619

a11

9
3

13

8
2

a23

a17
a16

a15
a14

a13
a12

a18

a35
a33

12 a31 10

a20
a19

4
11

a27
a34

a55

 a1

 a2
 a3

 a4

 a5
 a6

 a7
 a8

 a9a10

a11

a26a24

a22
a21

a23

a17
a16

a15
a14

a13
a12

a18

a35
a33

a32 a31 a30

a20
a19

a36

a38

a29
a28

a27
a34

a46

a45
a44

a43
a42

a41

a40
a39

a37
a49 a47a50 a48

a25

a56a54
a53 a52 a51

(圖二十九)
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2 3 5 6 7 11 12 13 14 21 22 23 24 25 37 38 39 40

2 4 5 9 10 11 17 18 19 21 29 30 31 32 47 48 49 50

3 4 7 8 9 14 15 16 17 25 26 27 28 29 42 43

6+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=7+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=8+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a + 44 45

37 38 39 40 42 43 44 45 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56

a +a
=9+a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a

6 12 13 22 23 24 10 18 19 30 31 32

8 15 16 26 27 28 51 52 53 54 55 56

6+a +a +a +a +a +a =7+a +a +a +a +a +a
=8+a +a +a +a +a +a =9+a +a +a +a +a +a

2 3 5 7 11 14 21 25 37 38 39 40

2 4 5 9 11 17 21 29 47 48 49 50

3 4 7 9 14 17 25 29 42 43 44 45

37 38 39 40 42 43 44 45 47 48 49 50

a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a
=a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a +a

a39 a29

a3

a50

a25 a11

a43 a47

a7
a14

a37

a38

a2
a5

a21

a17

a40

a42

a45
a44

a49
a48

a9

a4

216

9 5
12

22

26

19

24

14

10

6

13

202717
25

15

8

7

11

21

28

18

23
16

2.根據規則可得下列等式
(根據一面和相等的觀點)   

 
               
 
 
                                                              
                                                                  ---(t) 

 
3.考慮 ia 在(t)中出現的次數 

(1).將只出現一次者和常數另外寫，並先設四個式子相等，如下： 
 
                                                       ---(u) 
保留最大的幾個數(33-56)等到最後再將其填入。 

(2).無關的點數： 20 33 34 35a ,a ,a ,a ，共4個 
 

4.比較(t)(u)可得 
 
 
 
                                                      --- (v) 

 
5.根據 4階的經驗，我們同樣可以畫出一個圓並求出(v)的其中一個解 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(圖三十一) 
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a3

a50

a2
a5

12 8
15

22

26

19

24

17

13

9

16

202714
25

18

11

10

14

21

28

18
23

19

a11

a21

a17

a29

a4

a9

a47

a48

a49a45

a43

a44

a42

a40

a38

a39

a37

a25

a14
a7

6.回到(u)，將剩下的數字29-56填入，使其滿足(u)式，
利用順逆時針的方法可以得到其中一組解，如下： 

6+32+33+40+41+49+54=7+31+34+39+42+46+56 

=8+30+35+38+43+48+53=9+29+36+37+44+45+55 

 
檢驗無誤，帶入 6階立體魔方陣即為一解， 
並可求出 6 6B =1143,T =1596。 

    
 
 
 

 
  
 

 
 

(七)立體魔方陣解之討論 
1.以6階立體魔方陣為例，在(六).5.中，我們根據 4階的經驗畫圓求解，圓中的數字分別

填入 5至 28。我們將 5至 28由小到大三個數字分為一組，討論隔離出 ( ),k+1,k+2k 時，

最後須填入的數為 ( )m,m+1,m+2 。 

(1).隔離 ( )5,6,7 -->要填( )17,18,19  

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

(圖三十三) 
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1

5
9
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4354
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4
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28
20 627 13

18

5544
37 36 29

(圖三十二)
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a39 a29
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a50

a25 a11

a43 a47

a7
a14
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28
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a3

a50

a2
a5

9 5
15

22

26

19

24

17

10

6

16

202714
25
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8
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14
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28
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a11

a21

a17

a29

a4

a9

a47

a48

a49a45

a43

a44

a42

a40

a38

a39

a37

a25

a14
a7

(2).隔離 ( )8,9,10 -->要填( )14,15,16  

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

(圖三十四) 
 

說明：隔離此組可視為 1.圖中 ( )8,9,10 換成 ( )5,6,7 ，而 ( )5,6,7 的位置不在中間

12條線所包含的圓中，所以最後填入的數比隔離( )5,6,7 時少3。 

(3).隔離 ( )11,12,13 -->要填( )17,18,19  

 

 
 
 
 
 
 
 
   
  
 
 

(圖三十五) 
 

 

說明：隔離此組可視為 2.圖中 ( )11,12,13 換成 ( )8,9,10 ，而 ( )8,9,10 的位置在中間12

條線所包含的圓中，所以最後填入的數比隔離 ( )8,9,10 時多3。 
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(4).隔離 ( )14,15,16 -->剛好填入( )14,15,16  

(5).隔離( )17,18,19 -->剛好填入( )17,18,19  

(6).隔離( )20,21,22 -->要填( )14,15,16  

(7).隔離( )23,24,25 -->要填( )17,18,19  

(8).隔離( )26,27,28 -->要填( )14,15,16  

觀察以上可發現每次換掉一組數字時，一次換到中間12條線所包含的數，一次換

到非中間12條線所包含的圓數，故最後填入的數字兩組一循環，且兩組數字間數

字差3。 

 

我們可以得出6階立體魔方陣討論隔離出( ),k+1,k+2k ，最後須填入 ( )m,m+1,m+2 時，m、

k的關係
212 6

6
km k− = − +  

 

 

2.同理，我們可以得到4階、8階魔方陣m、k的關係。整理如下： 

4階魔方陣m、k的關係
26 6

6
km k− = − +  

 

6階魔方陣m、k的關係
212 6

6
km k− = − +  

 

8階魔方陣m、k的關係
218 6

6
km k− = − +  
 

 

綜合以上結果，可得n階立體魔方陣，n為偶數，隔離出( ),k+1,k+2k 最後須填入的數為

( )m,m+1,m+2 ，則 26 1 6
2 6
n km k−   = − − +      

，當隔離出的那組數字即為最後填入的那組

數字時，此畫圓求解的方法成立，觀察此式，當m=k時一定有解，故n階立體魔方陣，
n為偶數時，必可用畫圓形圖求解，且是隔離出最中間兩組數時成立。 

 

3.同理，5階魔方陣m、k的關係滿足 20

20

29 6
6

a kkm k
a k

−− = − + +  − 
， 

若有解則m=k，以下分成k在20a 前後做討論如下： 
(1)k在20a 前： 20 0a k− ≥  

2 29 6 1 0 6 =10   
6 6

k k− −   − + = ⇒ →←      
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2
3 31 1 1 n n 1 1n + + - + = n - n n 5

6 2 3 2 2 6 6
n 3  4 n 4  10

  = ≥  
   

２ｎ ｎ ，

＝ 時為 ， ＝ 時為

3 21 3 13n - n + n-4 5
6 2 3

≥，ｎ

( ) 3 2

1

3

1 3 134 4 2 6 n-2 n - n + n-4
6 2 3

1 1 1n + + 5
6 2 3
n 3  10 n 4  20

n

=

   × ×   
  

≥

∑
ｋ

２

＝ ｋ － － ＋

＝ ｎ ｎ，ｎ

當 ＝ 時為 ， ＝ 時為

20 0a k− ≤(2) k在20a 前： 

2 29 6 1 0 6 =8   
6 6

k k− −   − − = ⇒ →←      
　　  

綜合以上兩點可知圓形圖不適用於 5階立體魔方陣 
 
(八)特殊性質 

  
1.無關的點數： 

n=5開始才有無關的點數，將其列出幾項如下： 
  

n=5為 1                易發現其為二階階差數列，求出其值為  
n=6為 1+3                              
n=7為 1+3+6 
n=8為 1+3+6+10 

  
2.魔方陣中全部點個數： 

      任一面點個數×4-頂點重複-稜邊重複+無關點數 
 
 
 
 
 
 

3.截塊和相等時出現三次的點個數： 

      即不位於稜邊上的點數= 2

1
4 2 10 12

n

=

 
 
 
∑
－３

ｋ

ｋ ＝ ｎ－ ｎ＋  

 
4.截塊時每塊點數： 

      全部點數-任一面點數 
 

 

柒、討論 
     我們一開始的遊戲限制是為了簡化解的情形，以便於討論，但就我們的填法而言，主要
的核心概念是利用順逆時針及連續數字的特性進行求解，因此一開始遊戲沒有做那樣的假設

依然有解。 
     而根據我們的填法，其實數字不一定要按照順序填入，只要是連續數字皆可，更進一步，
所填入的數字彼此間的差距為定值皆可滿足所求。 
 



                                                        

 25

捌、結論 
本文主要以自訂的遊戲規則探討魔方陣的解，由三角形魔方陣開始，我們可以從 n階三

角形魔方陣推廣至(n+1)階三角形魔方陣。另外，任給定一個 n階三角形魔方陣，文中亦提供
快速填出一解的方法；當魔方陣推廣至平面任意 n階 m邊形時，除奇數階偶數邊形無解外，
其他情況我們皆有提供快速填出一解的方法。 
進而，我們由平面魔方陣推廣至立體魔方陣，討論可得三階立體魔方陣頂點為等差數列

時無解，偶數階均可藉由自創的圓形圖求解，而五階的部分經由證明可知圓形圖不適用，因

此我們採用 4階推至 5階的方法得出其中一解。 
此外，文中也討論了 Sn、An、每邊和的一般式，藉以更進一步了解魔方陣之間的相關性。 

 

玖、參考資料及其他 
余文卿主編，高中數學課本第一冊(龍騰版)，台北，龍騰文化事業股份有限公司，221
頁，2005年。 

余文卿主編，高中數學課本第四冊(龍騰版)，台北，龍騰文化事業股份有限公司，214
頁，2005年。 

李國偉(1986)，論保其壽的渾圓圖，載於《第一屆科學史研討會彙刊》，67-79頁，中央
研究院，台北。 



【評  語】 040424 魔方陣的變形 

1) 人們著迷於魔方陣已有悠久的歷史。本研究沿用魔方陣一詞，而

其定義與傳統的魔方陣沒有任何關係。 

2) 研究的內容雖然亦附有「証明」、數字等，但是卻看不出與數學

有何關係。 

3) 文獻探討是科學研究的重要一環，它能夠引發創新的靈感。本作

品應該加強這方面的功夫。
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