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題目:你永遠是我的另一半 

 

壹、摘要 

    我們發現一個組合特殊的圖形，內容包括一大圓、兩正三角形及兩內切圓，其中內切圓半徑

比皆呈現 2：1，基於好奇心，我們決定將此圖形推廣至正方形及正多邊形。繼而由平面轉成立體，

計算其內切球半徑比，然而藉由觀察軟體繪出之立體圖截面，我們的思考模式有了重大突破：由

球半徑比轉至外接等腰三角形之高比，利用此方法，成功將五種正多面體於各種相交情況下之內

切球半徑比例算出。接著，我們將此性質推廣至橢圓，最後再將大圓轉換成大橢圓，但因橢圓之

內接正多邊形可能有超出去的可能性，所以我們決定以正多邊形的共邊中點作為橢圓中心，利用

上述方法求得內切橢圓之比例，並找出比例為 2：1 時大橢圓之長短軸比例。 

貳、研究動機 

在一個偶然的情況下，我們利用 4.03GSP 畫圖，發現以下的現象： 

  有一大圓C ，圓內兩全等三角形，且兩三角形共點V 於大圓圓心，作中圓 1C 與VA 、VC 及圓C

相切，此時再連接 AC 成一三角形，並作其內切圓，令其為小圓 2C ，如圖一。則 r（中圓半徑）：s（小

圓半徑）為 2 ：1。此時，將V 沿直徑移動，發現亦有此現象，如圖二。 
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圖二 

因此我們將此圖形作進一步的推廣與探究 
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参、研究目的 

一、証明上（圖一及圖二）中， r （中圓半徑）： s （小圓半徑）為 2：1。 

二、將正三角形推廣至正方形，探討是否有類似性質。 

三、將正方形推廣至正 12 n （奇）邊形，探討是否有類似性質。 

四、將正方形推廣至正 n2 （偶）邊形，探討是否有類似性質。 

五、將圖形推廣至立體空間，利用 Cabri3D v2 作圖，探討中球半徑與小球半徑的比例。 

六、將圓推廣至橢圓，探討兩相似中橢圓及小橢圓的軸長比例。 

 

肆、研究設備及器材 

4.03GSP ， 0.0.2 3DCabri ， 1.1.2.1   IIGeometryCabri  

 

伍、研究過程及方法 

一、三角形：（令 AV 為 a ；CV 為b ） 

証明：圓內接兩正三角形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  
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（一）大圓半徑： R  
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（二）中圓半徑： r  

1.建立直角座標系，且令V 為原點，則 
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（三）小圓半徑： s  
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（四）證明 r ： s = 2 ：1 
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二、正方形：（令 AC 為 a ；線段 BD為b ） 

証明：圓內接兩正方形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  
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（一）大圓半徑： R  
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（二）中圓半徑： r  
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（三）小圓半徑： s O 
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（四）證明 r ： s = 2 ：1 
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三、正奇邊形 

（一）五邊形（令兩五邊形邊長為a） 

証明：圓內接兩正五邊形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  

1.大圓半徑： R  
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（二）七邊形（令兩七邊形邊長為 a ，且其內角
7

900
 ） 

証明：圓內接兩正七邊形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  
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3.小圓半徑： s  
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（三）推廣至 12 n 邊形 

1. 12  kn  (7、11、15.....邊形) 

証明：圓內接兩正 2 n +1（ n =2 k +1）邊形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  
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（1）大圓半徑： R  

2)12(2
sin

a

n
R 











    

令
)12(2 


n


  則 csc

2

a
R   

（2）中圓半徑： r  

Ra
n

n
r 












 )

12

12
csc(1   (令  





12

12

n

n
)    

(奇邊形內角) 

(1 csc ) (csc 2)
2

a
r     

(csc 2) sin (1 2sin )

2(1 csc ) 2sin (sin 1)

a a
r

  

  

 
  

 
 

（3）小圓半徑： s  




121212

2

2

33
)12(

2

330















 
 

n

n

nn

n
nOAA n

 

(令  
12n

n
)   (奇邊形第一統計角) 

又 


2csc
212

csc
2

12

2

33

a

n

a
OAOA nn 


   

 sin2csc
2

sin
2

)
12

12
csc(1

2

330

2

33

a
OAAOA

a

n

n
s nn 












 

(csc 2 sin 1) sin (sin sin 2 )

2(1 csc ) 2sin 2 (sin 1)

a a
s

    

  

 
  

 
 

（4）證明 r ： s = 2 ：1 

)2sin(sinsin)1(sinsin2

)1(sin2sin)sin21(sin2










a

a

s

r (1 2sin )sin 2

sin (sin sin 2 )

 

  





 

  
1 2 s i n

2 c o s
s i n s i n 2




 























2s i nc o s

2s i nc o s
2 2    










2


  

 

 

2. kn 2  (5、9、13.....邊形) 

証明：圓內接兩正 2 n +1（ n =2 k ）邊形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  

（1）大圓半徑： R  

2)12(2
sin

a

n
R 












令

)12(2 


n


 則 csc

2

a
R   

   如圖，兩正 12 n 邊形共有 

121 nAA 邊，並令 1, nn AA 在大圓上 

  

Q

B

O

P

O
3

A
1

A
3n+3/2

A
n

A
n+1

A
2n+1

O
2

A
0

C
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（2）中圓半徑： r  

Ra
n

n
r 












 )

12

12
csc(1  (令  





12

12

n

n
)   

(奇邊形內角) 

(1 csc ) (csc 2)
2

a
r     

(csc 2) sin (1 2sin )

2(1 csc ) 2sin (sin 1)

a a
r

  

  

 
  

 
 

（3）小圓半徑： s  




12

1

1212

2

2

23
)12(

2

230
















 
 

n

n

nn

n
nOAA n

 

(令 




12

1

n

n
)   (奇邊形第二統計角) 

又 


2csc
212

csc
2

12

2

23

a

n

a
OAOA nn 


   

 sin2csc
2

sin
2

)
12

12
csc(1

2

230

2

23

a
OAAOA

a

n

n
s nn 












   

sin (sin sin 2 )

2sin 2 (sin 1)

a
s

  

 


 


 

（4）證明 r ： s = 2 ：1 

)2sin(sinsin)1(sinsin2

)1(sin2sin)sin21(sin2










a

a

s

r (1 2sin )sin 2

sin (sin sin 2 )

 

  





 

  

1 2 s i n
2 c o s

s i n s i n 2




 




 

















2s i n)c o s (

2s i nc o s
2 2    










2


  

四、正偶邊形 

（一）六邊形（令兩六邊形邊長為 a ） 

証明：圓內接兩正六邊形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  

1.大圓半徑： R    

 301FAO  2R a   

2.中圓半徑： r  

2 60O FC     Rar  60csc1  

1 csc60

R a
r


 

 
又 aR 2

3

2
1


a

r  ar 332   

3.小圓半徑： s  

30QEP   又
3EO 為 QEP 之角平分線 

        

P

Q
O3

E

A
F

G

B

O2
C

 

    

 

如圖，兩正 12 n 邊形共有 

121 nAA 邊，並令 1, nn AA 在大圓上 

  

O
2

B

O

A
2n+1

A
3n+2/2

A
1

A
n

A
n+1 A

0

P

O
3

Q

C
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 15tan30cosas
 

2

323 a
  

4.證明 r ： s = 2 ：1    
 

a

a

s

r

2

332

332




 2  

（二）八邊形（令兩八邊形邊長為a） 

証明：圓內接兩正七邊形，中圓半徑

 









45csc1
2

45
tan45cos

1
2

45
csc

r （小圓半徑 s ）  

1.大圓半徑： R  

2

45
1


FAO

2

45
csc


 aR  

2.中圓半徑： r  

2 45O FC     Rar  45csc1
1 csc45

R a
r


 

 

又
2

45
csc


 aR
















45csc1

1
2

45
csca

r  

3.小圓半徑： s  

45QEP   又
3EO 為 QEP 之角平分線 

45
cos 45 tan

2
s a


   

4. r 與 s 的比值   

 









45csc1
2

45
tan45cos

1
2

45
csc

s

r
 

（三） n2 邊形 

1. 12  kn  (6、10、14.....邊形) 

証明：圓內接兩正 2 n （ n =2 k +1）邊形，中圓半徑 r =2（小圓半徑 s ）  

（1）大圓半徑： R  

sin
2

R a
n


  

2n


令  cscR a   

（2）中圓半徑： r  

2 2
1 csc( )

2

n
r a R

n


 
   

 
 (令  



n

n 1
） 

(1 csc ) (csc 1)r a    
(csc 1) sin (1 sin )

1 csc sin (sin 1)

a a
r

  

  

 
 

 
 

（3）小圓半徑： s  

        

O3

G

B

P

Q

FA

E

O2

C

 

  如圖，兩正 n2 邊形共有 

nAA 21
邊，並令 nA 在大圓上 

O

P

O
3

A
3n+1/2

A
1

A
n

A
2n

O
2

B

A
0

Q

C
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)1(csc
2

1

22
20

2

132   a
aR

AAOAPA nnn

2 2
1 csc( )

2

n
s

n


 
  

 
 


)1(sinsin2

)sin1(sin

)csc1(2

)1(csc

















 aa
s  

（4）證明 r ： s = 2 ：1 

2 sin (1 sin )sin (sin 1)
2

sin (sin 1)sin (1 sin )

r a

s a

   

   

 
 

 
 

2. kn 2  (8、12、16....邊形) 

証明：圓內接兩正 2 n （ n =2 k ）邊形，中圓半徑 r =























nn

n

2
sin

2
cos

2
sin1

2




（小圓半徑 s ）  

詳細証明見（附錄） P 32 

矩形 

圓內接全等矩形 

証明：圓內接兩矩形，中圓半徑 r =
 

ab

bababa  2222

（小圓半徑 s ）  

詳細証明見（附錄） P 33 

 

五、正多面體 

（一）正四面體（令兩正四面體邊長為 a ） 

1.共點   証明：球內接兩共點正四面體，中球半徑 r = 32 （小球半徑 s ）  

 

（1）大球半徑： aR   

（2）中球半徑： r  

令 1BO A    則
sec1


a

r  

（3）小球半徑： s  

 
 

asas





sec12

sin3
sin

2

3
sec1


  

（4） r 與 s 的比值 

 

 
32

sec1sin3

sec12











s

r
 

 

 

 

 

aBOAB
2

3
1    RAO 1
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2.共線   証明：球內接兩共線正四面體，中球半徑 r = 3 （小球半徑 s ）  

 

（1）大球半徑： aR
2

3
 (正三角形的高) 

（2）中球半徑： r  

令 1BO A    則  1 secr R   

 
3

1 sec 2 1 sec

R a
r

 
 

 
 

（3）小球半徑： s  

   sin
2

3
sec1 as 

 


sec12

sin3




a
s  

（4） r 與 s 的比值 

 

 

3 1 sec 1
3

sin3 sin 1 sec

ar

s a



 


  


 

 

（二）正六面體（令兩正六面體邊長為 a ） 

1.共點   証明：球內接兩共點正六面體，中球半徑 r =
2

23
（小球半徑 s ）  

（1）大球半徑： aR 3  

（2）中球半徑： r   

令 1BO A    

則  1 secr R 
3 cos

cos 1
r a




 


 

（3）小球半徑： s  

  asas
1cos

cossin2
sin2sec1







  

（4） r 與 s 的比值 

 

  



sin2

3

cossin21cos

1coscos3









s

r
 

3 2
=

2

2 1
cos  sin

3 3
 

 
    

 
 

        

        

aAB
2

1
   RBO 1

 

 

 

AB a   
1AO R   

1= 2BO a  
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2.共線   証明：球內接兩共線正六面體，中球半徑 r =
2

23
（小球半徑 s ）  

（1）大球半徑： R  

  aRa
a

R
2

3
2

2

2
2

2 







  

（2）中球半徑： r  

令 1BO A    則

 1 secr R 

3
cos

2

cos 1
r a




 


 

（3）小球半徑： s  

 
 

asas
1cos2

cos

2

1
sec1







  

（4） r 與 s 的比值 

 
  2

23

cos1cos2

1cos2cos3











s

r
 

 

（三）正八面體（令兩正八面體邊長為 a ） 

1.共點   証明：球內接兩共點正八面體，中球半徑 r = 22 （小球半徑 s ）  

 

（1）大球半徑： aR 2  

（2）中球半徑： r   令 1 =BO A    

則  
2 cos

1 sec
cos 1

r R r a





   


 

（3）小球半徑： s   

 
 

as
a

s
1c o s2

c o s

2
s e c1







  

（4） r 與 s 的比值 

 
 

22
cos1cos

1cos2cos2











s

r
 

 
 

 

 

 

 

 

   

1AB BO a   
1= 2AO a  

   

 

1

3

2
AB BO a    

1=AO R  



 13 

2.共線   証明：球內接兩共線正八面體，中球半徑 r =
2

10
（小球半徑 s ）  

（1）大球半徑： aR
2

5
  

（2）中球半徑： r  

令 1 =BO A    

則  
 

5 cos
1 sec

2 cos 1
r R r a





   


 

（3）小球半徑： s  

 
 

asas
1cos2

cossin3
sin

2

3
sec1







  

（4） r 與 s 的比值 

 

  



sin3

5

cossin31cos2

1cos2cos5







s

r

2

10
  





































































3

2
sin

3

1

2

3
2

2

3

2

3

cos

2

2

2



aa

aaa

 

3.共面   証明：球內接兩共面正八面體，中球半徑 r = 362  （小球半徑 s ）  

（1）大球半徑： aR 2  

（2）中球半徑： r   

令  1BAO  則  
3

1 csc
2

r a R        

 
 

ar
1sin2

sin322









 

（3）小球半徑： s  

    

 
as

as

1sin2

cossin3

cos
2

3
csc1












 

（4） r 與 s 的比值 

  

  

1

3

2
AB BO a    

1=AO a  

   

 

aAOAB
2

3
1    RBO 1
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   

 

 
362

cos3

322

cossin31sin2

1sin2sin322

















s

r

 

（四）正十二面體（令兩正十二面體邊長為 a 則

外接球半徑 ar
4

315
0


 ） 

               (兩面角為
5

1
cos 1 ) 

1.共點  証明：球內接兩共點正十二面體，中球半徑 r =
 

52147

5392




（小球半徑 s ）  

     

2
2

0=
4

a
AB r    

1 0AO AC r    
1

B O y  

（1）大球半徑： 02rR   

（2）中球截圓外接三角形高： 02rRH   

（3）小球截圓外接三角形高：h  

  a
a

ay
4

525

2
54sin2

2

22 









   (正五邊形的高) 

令 1BO A= 則

2
2 2 2

0

0

4
4

sin
2

a
r y y

h y
r



 
  
 

   


















































yr

a
yyr

yr

a
y

yr

a
ryr ooo

0

2
222

0

2
2

0

2
222

2

4
4

sin
2

4

2

4
cos   

（4） r 與 s 的比值 

 




















































































3

1

2

3

2

3
2

2
2

3

2

3

cos

2

22

aa

aaa

  
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22
2

222

0

2

0

4

526

4

525

2

539

16

5618
4

4
4r

4r













 














 












 


















a
yy

h

H

s

r
 

  
 

52147

5392

8

52147

2

539










  

2.共線  証明：球內接兩共線正十二面體，中球半徑 r =
2

5315
（小球半徑 s ）  

   

0AB r   
2

2

1 0=
4

a
AO r    

1B O y   
1B O A 為兩面角 11 1

cos
2 5

  
 

 

 

（1）大球半徑： R  

2
22 2

2 2 2

0 0

3
2 4

4 2 4

a a a
R r r

   
           

 

（2）中球截圓外接三角形高：
4

3
4

2
2

0

a
rRH   

（3）小球截圓外接三角形高：h  

2

5

1
1

5

1
cos

2

1
cos 

5

1
cos

2

1
90sin

5

1
cos

2

1
sin 111





































  yyyyh   

（4） r 與 s 的比值 

s

r

52

15

4

525

4

35618









h

H  
  

6 5 5 2 5 6 5

5 15 2 5 5 1


 

 
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 
2

1553 
  

2

5315
  

 

3.共面 証明：球內接兩共面正十二面體，中球半徑 r = 55630  （小球半徑 s ）  

   

01 rCO    yABAO 1
  

1BAO 為兩面角

5

1
cos 1  

（1）大球半徑： arR
2

315
2 0


  

（2）中球截圓外接三角形高： aayRH












 





2

525

2

315
 

（3）小球截圓外接三角形高： a
y

yh
52

525

55

1
coscos 1 









   

（4） r 與 s 的比值 


s

r
525525315

525

5525315






 








 


h

H
 

    556305525315   

（五）正二十面體 (令兩正二十面體邊長為 a 則外接球半徑 aar
4

5210
18cos0


 ， 

兩面角為
3

5
cos 1 ) 

1.共點 

証明：球內接兩共點正二十面體，中球半徑 r =
 

537

552




（小球半徑 s ）  
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2
2

0=
4

a
AB r    

1 0=AO r   aBO
2

3
1 

 

（1）大球半徑： 02R r  

（2）中球截圓外接三角形高： 02rRH   

（3）小球截圓外接三角形高：h  

令 1 =BO A   

































































































o

o

r

ar

r

a

ar

a
a

ar

a
rar

3

3
sin

3

2

3
2

42

3

2

3
2

42

3

cos

22

0

0

0

2
2

0

2
2

0

2

2

      

0

22

0

2r

3
sin

2

3 ara
ah


   

（4） r 與 s 的比值 


s

r

 
 

537

552

1
8

553

16

5210
4

3

4r

22

0

2

0
















arah

H
 

2.共線 

証明：球內接兩共線正二十面體，中球半徑 r =
53

5414




（小球半徑 s ）  

   

0AB r   
2

2

1 0=
4

a
AO r    aBO

2

3
1    

1B O A 為兩面角 11 1
cos

2 5
  
 

 
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（1）大球半徑： R  

2
22 2

2 2 2

0 0

3
2 4

4 2 4

a a a
R r r

   
           

 

（2）中球截圓外接三角形高：
4

3
4

2
2

0

a
rRH   

（3）小球截圓外接三角形高：

























 

3

5
cos

2

1
sin

2

3 1ah  





























 

3

5
cos

2

1
cos

2

3
 

3

5
cos

2

1
90sin

2

3 11 aa
6

53

2

3 
 a  

（4） r 與 s 的比值 


s

r

53

5414

6

53

2

3

4

527











h

H
 

3.共面 

証明：球內接兩共面正二十面體，中球半徑 r =
15

352103 




 

（小球半徑 s ）  

   

01 rCO    aABAO
2

3
1    

1BAO 為兩面角
3

5
cos 1  

（1）大球半徑： R ar
2

5210
2 0


  

（2）中球截圓外接三角形高： aaRH
2

35210

2

3 
  

（3）小球截圓外接三角形高： aah
6

15
 

3

5
coscos

2

3 1 













   
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（4） r 與 s 的比值 


h

H

s

r

15

352103 




 

 

七、橢圓 

（一）圓內相似橢圓 

1.兩全等正多邊形  証明：圓內接兩正多邊形，
小圓半徑

中圓半徑

小橢圓長軸

中橢圓長軸
  

<<引理>>         

如右上圖，兩相似等腰三角形之內切相似橢圓，其長軸比等於兩三角形高之比  

（1）証明 

1、建立直角座標系，且令V 為原點。 

2、設三角形高VE 為 z ，則  zzA ,tan 。 

 










































































cot
tancot

tantan1
,

tancot

tantan1

cot
2

tan:

tantan:

zzC

xxyVC

zxzyAC

  

令         
tancot

tantan1
T














 tan0   

2
0  

2
0   T　  

3、設橢圓
 

 
  022

1
1: 222

22

2

2

2




 azzyzayx
ra

zay

ar

x
過C 點之 

切線    02cotcot: 2

2
 azzyzTzayzTx

r

zT
  

  02cotcot1cot 
2

 azzTaTyTx
r

T
  

           

      AVE    EAC  
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與 0cot:  yxVC   比較係數 

 




















































cot1cot

2cot

1cot

cot1
cot

02cotcot

2

T

T
r

z
T

T
a

T
r

T

azzTaT

 

比較兩相似橢圓T 視為常數，故 a 正比於 z  

 

（2）討論（
1

a 為中橢圓半長軸，
2

a 為小橢圓半長軸） 

1、全等正三角形：   
3

  ;  2
2

1 
 

a

a
 

2、全等正 12 n 邊形： 2
2

1 
s

r

h

H

a

a
 ;   

12

2
  




n


  

3、全等正 n2 邊形  12  kn ： 2
2

1 
s

r

h

H

a

a
 ;   

n
  


   

4、全等正 n2 邊形  kn 2 ： 

























nn

n

s

r

h

H

a

a

2
sin

2
cos

2
sin1

2
2

1





 ;   
n

  


   

2.任意比例正三角形及正方形  

（1）工具說明  找出橢圓中心、短軸與其外接三角形之關係  

1、設橢圓：
 

 
1

2

2

2

2





bu

hy

b

x
 

2、藉由橢圓與直線 BV 相切之判別式等於零 

可推得： 

 

 






















021
tan

   1

 tan

2222

2

2

2

2

2

2

ubhhyy
u

bu

hy

b

x

xy





 
2

2 2 2 2

2
4 4 1 0

tan

u
D h h b u



 
      

 
   22 t a n ubh  
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若u 及 tan 為定值則h 正比於b  且


















21
8

:

3

13

6
:

2

2

ubh

u
bh







正方形

正三角形
 

3、藉由橢圓與直線 AB 相切之判別式等於零可推得： 

   

 

 














1

02

2

2

2

2

bu

hy

b

x

mpqymnqxmnp

    （令  cos,sin nqnp  ） 

 
 

 

   
0

42
21 222

2

222

2

22
22

2





















































 ubh

mn

qmu
yh

mnp

mnmqu
yu

mnp

mnq
  

 

 

 

   

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 4
4 4 1 0

u mq n m q n m u m q
D b h u h b u

p n mp n m n m

       
            

           

        04
2222222242222  mnpbqpb u mmnubmnqhmnh m p q  

      

  0sinsincos4                                                                         

coscoscossin4

2222222

22222222





mnbmn

mnubmnhmnhnm





4、又因 22 tan ubh ，帶入上式可推得： 

  0sinsincostancos 22222   bnmumnb    

   
 24

2222
222

c o s

c o ss i n
t a n

mn

bnm
ub









  

    242224222222222 sincossin2cossinsincoscos bnmbmnmnub 

    0cossinsincoscoscossin2sin 42222222222224   mnmnunmbb

  



2

222222
2

sin2

cossin2sincos nmmnu
b


  

         
   




2

2224
2

222222

s i n2

s i n4c o ss i n2s i nc o s mnbnmmnu 
  

（2）三角形（
3

22 mnmn
R


 ） 
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圓內接兩正三角形，中小橢圓短軸比



















0
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3

33

xnm

xuxnm

h

y
 

   

1、建立直角座標系，且令V 為原點，則利用半徑相等推得圓心 1O 、相交點 E ： 

22

1

22

1
22

3

22

3

















































m
mx

n
nx 2

1

2

1 33 mmxnnx 

3
1

mn
x


    







 
 0,

3
:, 111

mn
yxO   











  sin,cos

3
:, 00 RR

mn
yxE  

2、利用微分求圓C 之切線斜率： 

22

2

1
3

: Ry
mn

x 






 
    033233 22  mnxnmyx  

對 x 微分得   032'66  nmyyx 則過 E 點之切線斜率
 

0

0

3

33
'

y

xmn
My


  

3、利用微分求中橢圓 1 之切線斜率： 

由小橢圓
 

 
1:

2

2

2

2

2 



bu

hy

b

x
等比例放大 K 倍得

 

 

 
1:

2

2

2

2

1 



buk

hky

bk

x
 

02 22222222  kubkhhkyyxu 對 x 微分得 0'2'22 2  hkyyyxu  

則過 E 點之切線斜率
 hky

xu
My






0

0

2

1'  

4、利用圓及中橢圓之公切線斜率相等可推得： 

1MM   
 

hky

xu

y

xmn









0

0

2

0

0

3

33
 hky

xnm

yxu



 0

0
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2

3
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


















0

0

2

00

3

33

xnm

xuxnm

h

y
k  

（3）正方形(
2 22

2

m mn n
R

 
 ) 圓內接兩正方形，中小橢圓短軸比

h

xuy  tan0

2

0 
  
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1、建立直角座標系，且令V 為原點，推得圓心 1O 、相交點 E ： 

 111 , yxO       sinsin2,coscos2: RmRm  

   1100 sin,cos:, yRxRyxE         







 

R

n

2
s i n,

8

1


  

2、利用微分求圓C 之切線斜率： 

    22

1

2

11 : Ryyxx   
2 22 2 2

1 1 12 0x y yy x y R        

對 x 微分得 0'22'22 11  yyxyyx  則過 E 點之切線斜率
10

01'
yy

xx
My




  

3、利用微分求中橢圓 1 之切線斜率： 

由小橢圓
 

 

22

2 22
: 1

y hx

b bu


   等比例放大 K 倍得

 

 

 
1:

2

2

2

2

1 



buk

hky

bk

x
 

02 22222222  kubkhhkyyxu 0'2'22: 2  hkyyyxu
dx

dy
 

則過 E 點之切線斜率
 hky

xu
My






0

0

2

1'  

4、利用圓及中橢圓之公切線斜率相等可推得： 

21 MM   
2

0 1 0

0 1 0

x x u x

y y y hk


 

 
 

hky

xu

R

R




0

0

2

sin

cos




 

h

xuy
k

 tan0

2

0 
  

（二）橢圓內相似橢圓 

1. 12 n 邊形 

証明：橢圓內接兩正奇邊形，中小橢圓短軸比  

  
























2
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csc

122
cot2

n
u

u
n




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 
 圓周角之半

122 


n


   奇邊形第一統計角

12 


n

n   奇邊形第二統計角
12

1






n

n  

（1）設大橢圓方程式：
 

1:
2

2

2

2


B

y

Bu

x
又正多邊形與之交點 

  







 0,cot

2
0,cos1 

a
RAn 故代入可得

  u

a
B

Bu

a

2

cot
1

4

cot
2

22 
  

（2）
u

auaa
BH

2

cot

2





又  1sin2csc

2
 

a
h

 1sin2csc
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








u

u

h

H
 














1
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cot







u

u  
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








u

u  

  
























2
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csc

122
cot2

n
u

u
n















2


  

（3）當中小橢圓短軸比為 1:2 ： 

 cot csc 2u u   
cot cos

csc 1 1 sin
u

 

 
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2
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2
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2 











2
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
  





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
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2


  此時橢圓長短軸比

 


122
cot




n

n
u  

2. n2 邊形 
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（1） 12  kn   (6、10、14....邊形) 

証明：橢圓內接兩正 2  12  knn 邊形，中小橢圓短軸比
 1csc

cot4 22










u

uu
 

 圓周角
n2


    偶邊形內角

n

n 1
  

1、設大橢圓方程式：
 

2 2

2 2
: 1

x y

BBu
   又正多邊形與之交點 cot ,

2
n

a
A a 

 
  
 

 

故代入可得
 

1
4
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2

2

2
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
B

a
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a 


2 24cot
2

a
B u

u
   

2、  2 24cot
2 2

a a
H B u u

u
     又  1csc

2
 

a
h

 1csc

cot4 22










u
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h
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3、當中小橢圓短軸比為 1:2 ： 

  uuu  22cot41csc2   

     2222 cot411csc41csc2csc4 uu    
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4
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  此時橢圓長短軸比 
n

n
u

2

1
cos1


  

 

（2） kn 2   (8、12、16....邊形) 

証明：橢圓內接兩正  knn 22  邊形，中小橢圓短軸比
 1cot

cot4 22


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





u

uu
 

1、設大橢圓方程式：
 

2 2

2 2
: 1

x y

BBu
   又正多邊形與之交點 cot ,

2
n

a
A a 

 
  
 

 

故代入可得
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2
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
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

2 24cot
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u
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2、  2 24cot
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a a
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u
     又 
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2 24cot

csc sin 1
2

H u u

h
u






 


 
 

 

 1cot

cot4 22










u

uu








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22


  

3、當中小橢圓短軸比為 1:2 ： 

  uuu  22cot41cot2   

     2222 cot411cot41cot2cot4 uu    





tan1

1

1cotcot2cot
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2
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



u  此時橢圓長短軸比

n

u

2
tan1

1



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陸、研究結果 

一、三角形

:r s = 1:2  

(詳細證明見 P 3) 

O3

D

C

O1

A

B

V

O2

 

二、正方形

:r s = 1:2  

(詳細證明見 P 5) 

O3

O1

V

B
A

C

D

O2

 

三、（一） 

五邊形 :r s = 1:2  

(詳細證明見 P 7) 

C

O2

D

O3

pE

A

B

G

F

M

Q

 

三、（二） 

七邊形 :r s = 1:2  

(詳細證明見 P 8) Q

D

P

O3

B

E

A

F

G

O2

C

M

 

三、（三） 

正奇邊形 

1. 12  kn  

:r s = 1:2  

(詳細證明見 P 8) 

 

Q

B

O

P

O3

A1

A3n+3/2

An

An+1

A2n+1

O2

A0
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2. kn 2  

:r s = 1:2  

(詳細證明見 P 9) 

O2

B

O

A2n+1

A3n+2/2

A1

An

An+1
A0

P
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Q

C

 

四、（一） 

六邊形 :r s = 1:2  

(詳細證明見 P 10) 
P

Q

O3

E

A

F

G

B

O2

C

 

四、（二） 

八邊形 :r s = 

 
1:

45csc1
2

45
tan45cos

1
2

45
csc









(詳細證明見 P 11) 
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G

B

P

Q

F
A

E
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C
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四、（三） 

正偶邊形 

1. 12  kn  

:r s = 1:2  

(詳細證明見 P 11) 
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C

 

2. kn 2  
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全等矩形 
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h H

 

:r s =
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1:
2222

ab

bababa 
 

 

五、（一）1. 

正四面體  共點 

32
s

r
 

(詳細證明見 P 12)  

五、（一）2. 

正四面體  共線 

3
s

r
 

(詳細證明見 P 13)  

五、（二）1. 

正六面體  共點 

3 2
=

2

r

s
 

(詳細證明見 P 13)  

五、（二）2. 

正六面體  共線 

3 2
=

2

r

s
 

(詳細證明見 P 14)  

五、（三）1. 

正八面體  共點 

2 2
r

s
  

(詳細證明見 P 14)  

五、（三）2. 

正八面體  共線 
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=

2

r

s
 

(詳細證明見 P 15)  

五、（三）3. 

正八面體  共面 

362 
s

r
 

(詳細證明見 P 15)  

五、（四）1. 

正十二面體  共點 

 2 9 3 5

47 21 5

r

s





 

(詳細證明見 P 16) 
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五、（四）2. 

正十二面體  共線 

2

5315 


s

r
  

(詳細證明見 P 17) 

 

五、（四）3. 

正十二面體  共面 

55630 
s

r
 

(詳細證明見 P 18)  

五、（五）1. 

正二十面體  共點 

 2 5 5

7 3 5

r

s





 

(詳細證明見 P 18) 

 

五、（五）2. 

正二十面體  共線 

14 4 5

3 5

r
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



 

(詳細證明見 P 19) 
 

五、（五）3. 

正二十面體  共面 

15

352103 




 


s

r  

(詳細證明見 P 20)  

六、（一） 

1.相似橢圓 

2
2

1 
a

a
 

(詳細證明見 P 21) 
 

六、（一）圓內相似橢圓 

2.任意比例正三角形及正方形 

（2）三角形 

中小橢圓短軸比




















0

0

2

0

3

33

xnm

xuxnm

h

y
 

(詳細證明見 P 23) 

 

六、（一）圓內相似橢圓 

2.任意比例正三角形及正方形 

（3）正方形 

中小橢圓短軸比
h

xuy  tan0

2

0 
  

(詳細證明見 P 24) 
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六、（二）橢圓內相似橢圓 

1. 12 n 邊形 

中小橢圓短軸比  

  
























2
122

csc

122
cot2

n
u

u
n





 

(詳細證明見 P 25) 

 

六、（二）橢圓內相似橢圓 

2. n2 邊形 

（1） 12  kn  

中小橢圓短軸比
 1csc

cot4 22










u

uu
 

(詳細證明見 P 26) 

（2） kn 2  

中小橢圓短軸比
 1cot

cot4 22










u

uu
 

(詳細證明見 P 26) 

    

柒、結論與討論 

    組合圖 2：1 之性質，於此研究中做了完整的探討，不論是圓、球乃至橢圓皆在各種條件下有

所嚐試。本研究可朝圓錐曲線繼續探究，討論中圓與小圓半徑的比例關係或中橢圓與小橢圓的關

係，甚至可推廣至立體橢球探討中球與小球半徑的比例關係或中橢球與小橢球的關係。 
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【評  語】 040419 你永遠是我的另一半 

(1) 本作品對呈現充分掌握由基本類型出發的原則，報告書與海報之

呈現層次分明。 

(2) 作者對動態幾何基本原理的理解宜再加強。 

(3) 作者群的學習精神表現良好，尤其團隊合作與應變能力方面有突

出的表現。
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