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壹壹壹壹、、、、    摘要摘要摘要摘要 

 

由左而右有 A、B、C 三根管子，在 A 管內有 n顆由上而下依序編號為 1~n的球 

( 1≥n )，移動球的規則為：一次只能由左往右移動任一管子內最上方的一顆球，在此規則下， 

最後 C 管中 n顆球的排列種類有 2+nE 種，其中
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為 n邊形被其對角線切 

成 n－2 個三角形所有方法數。而 C 管中 n顆球的排列方法，k號球在底的方法數為 
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種 ， 而 這 個 數 列 滿 足 以 下 的 關 係 式 ：
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貳貳貳貳、、、、    研究動機研究動機研究動機研究動機 

 

以下是我們數學老師課外補充的一個題目：如圖，4 個編號為 1、2、 

3、4 的小球依圖中順序放在 A 管中，把 A 管的球經 B 管 “單向”移至 C 管 

中(也就是不允許由 C 至 B，C 至 A，B 至 A)，B 管可暫存若干球，但須遵 

循 “後進先出”原則，問將小球全部放入 C 管中後，C 管中球可能有多少不 

同的排列法。我們對這個題目深感興趣，所以想要加以研究，當題目的 4 

顆球如果改成 n顆球時，會是什麼樣的結果。 

 

 

參參參參、、、、    研究目的研究目的研究目的研究目的 

 

1. 要找出 3 根管子、n顆球，依照前述的規則移動球，最後在 C 管中， 

球的排列方法數。 

2. 研究 n邊形被它的對角線切成 2−n 個三角形的切割方法數，還有切割 

方法與三根管子 n顆球的排列數的關係。 

 

 

 

肆肆肆肆、、、、    研究器材研究器材研究器材研究器材 

 

紙、筆、電腦、紙卡球 
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伍伍伍伍、、、、    研究過程及結果研究過程及結果研究過程及結果研究過程及結果 

 

一一一一、、、、三根管子三根管子三根管子三根管子 

 很明顯的，當全部只有一顆球時，最後的排列只有一種可能。而當全

部只有兩顆球時，全部只有兩種排列法，這兩種排列法在 C 管都會出

現。 

 

 

 

    (一) 三顆球的情況 

  

 

              1 號球在 C 管底 

將 1 號球移至 C 管中後，2 號球和 3 號球可平鋪於 A、B

兩管中，2 號球和 3 號球能以任意順序排入 C 管中，因此

所有排法都可行。 

 

 

 

 

              2 號球在 C 管底 

將 2 號球移至 C 管中後，1 號球和 3 號球可平鋪於 A、B 兩管中，1 號球

和 3 號球能以任意順序排入 C 管中，因此所有排法都可行。  

 

 

 

 

 

3 號球在 C 管底 

因為要移出 3 號球，於是得先將 1 號球和 2 號球放入 B 管中，無法不移

動 2 號球而移動 1 號球，又因球不能往回搬，所以不出現 312。 

 

 

 

由以上討論可以知道，3 顆球時，在 C 管的排列種類共有 2＋2＋1＝5 種。 

 

 

 

 



 3

    (二) 四顆球的情況 

 

 

1 號球在 C 管底 

1 號球移至 C 管後，2 號球、3 號球、4 號球在 A 管呈三顆

球狀，可套用先前三顆球的結果，共有 5 種可能。 

 

 

 

 

2 號球在 C 管底 

2 號球要在 C 管底，就須先將 1 號球移至 B 管，再把 2 號球移至 C 管。可

看成一開始 2 號球在 C 管，1、3、4 號球在 A 管的情況。因為要排 3 顆球時，

必先將 1 號球移出 A 管。跟 A 管中的 3 號球、4 號球加上在 B 管中的 1 號

球的狀態相同，可套用先前 3 顆球的結果，共有 5 種可能。 

 

 

3 號球在 C 管底 

因為要移出 3 號球，於是得先將 1 號球和 2 號球放入 B 管中，無法不移動 2

號球而移動 1 號球，又因球不能往回搬，所以由下往上算。31 時，共 2 種

皆不能排；32 時，1 號球和 4 號球平鋪於 A、B 兩管中，因此所有排法皆可

行；34 時，不出現 3412。 

 

 

 

4 號球在 C 管底 

因為要移出 4 號球，於是得先將 1 號球、2 號球和 3 號球放入 B 管中，無法

不移動 3 號球而移動 1 號球或 2 號球，又因球不能往回搬，所以由下往上算。

41 時，共 2 種皆不能排；42 時，共 2 種皆不能排；43 時，4312 不能排。 

 

 

由以上討論知道，當有 4 顆球時，最後在 C 管的排列種類共有 5＋5＋3＋1＝14 種。 

 

 我們先定義兩個符號，第一個是雙變數數列 kna , ， kna , 代表原先有 n顆球在 A 管，k號球

移到在 C 管最下面一顆全部的排列種類。例如：有 4 顆球，當全部的球移到 C 管後，1 號球

在底有 51,4 =a 種，2 號球在底有 52,4 =a 種，3 號球在底有 33,4 =a 種，4 號球在底有 14,4 =a 種。 

 第二個符號是要表示，當原本有 n顆球時，最後在 C 管球的排列種類，記為 )(nf 。由之

前的討論知道， 14)4( 4,43,42,41,4 =+++= aaaaf 。  
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    (三) 五顆球的情況 

 

 

1 號球在 C 管底 

將 1 號球移至 C 管後，2 號球、3 號球、4 號球和 5 號

球在 A 管，呈四顆球狀，可套用先前四顆球的結果。 

共有 14)4(1,5 == fa 種可能。 

 

 

2 號球在 C 管底 

若要移出 2 號球來，則須先將 1 號球移至 B 管，再將 2 號球移至 C 管。因

為要排 4 顆球時，必先將 1 號球從 A 管移到 B 管，因此在 A 管中的 3 號球、

4 號球、5 號球加上在 B 管中的 1 號球呈四顆球狀，可套用先前四顆球的結 

果。所以 14)4(1,52,5 === faa  

 

 

3 號球在管底 

由下往上依次為 3 號球、1 號球 

因為要移出 3 號球，於是得先將 1 號球和 2 號球放入 B 管中，無法不移動 2

號球而移動 1 號球，又因球不能往回搬。所以由下往上算，31 在底，共 6

種皆不出現。 

       

 

由下往上依次為 3 號球、2 號球 

1 號球移至 B 管，3 號球和 2 號球依次移至 C 管後，因為要排 3 顆球時，必

先將 1 號球移出 A 管，因此在 A 管中的 4 號球、5 號球加上在 B 管中的 1

號球呈三顆球，可套用先前三顆球的結果，共有 5 種可能。 

 

  

 

由下往上依次為 3 號球、4 號球 

因為要移出 4 號球，於是得先將 1 號球和 2 號球放入 B 管中，無法不移動 2

號球而移動 1 號球，又因球不能往回搬。所以由下往上算：341 時，共 2 種

皆不能排；342 時，1 號球和 5 號球平鋪於 A、B 兩管中，34215 及 34251

兩種排列皆可形出現；345 時，34512 不能排列。共有 3 種可能。 
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由下往上依次為 3 號球、5 號球 

因為要移出 5 號球，於是得先將 1 號球、2 號球和 4 號球放入 B 管中，無法

不移動 4 號球而移動 1 號球或 2 號球，又因球不能往回搬，所以由下往上算。

351 時，共 2 種皆不能排；352 時，共 2 種皆不能排；354 時，35412 不能排。 

 

由以上討論知道 9)3()4(4,43,42,43,5 =−=++= ffaaaa 。 

 

4 號球在 C 管底 

由下往上依次為 4 號球、1 號球 

因為要移出 4 號球，於是得先將 1 號球、2 號球和 3 號球放入 B 管中，無法

不移動 3 號球而移動 1 號球或 2 號球，又因球不能往回搬，所以由下往上算。

41 時，共 6 種皆不能排。 

 

由下往上依次為 4 號球、2 號球 

同理，由下而上依次是 42 的六種排列都不會出現。 

 

 

由下往上依次為 4 號球、3 號球 

因為要移出 4 號球，於是得先將 1 號球和 2 號球放入 B 管中，無法不移動 2

號球而移動 1 號球，又因球不能往回搬，所以由下往上算。431 時，共 2 種

皆不能排；432 時，1 號球和 5 號球平鋪於 A、B 兩管中，因此所有排法皆

可行；435 時，43512 不能排。 

 

由下往上依次為 4 號球、5 號球 

因為要移出 4 號球，於是得先將 1 號球、2 號球和 3 號球放入 B 管中，無法

不移動 3 號球而移動 1 號球或 2 號球，又因球不能往回搬，所以由下往上算。

451 時，共 2 種皆不能排；452 時，共 2 種皆不能排；453 時，45312 不能排。 

 

由以上討論知道 4)3()3()4(4,43,44,5 =−−=+= fffaaa 。 

 

5 號球在 C 管底 

因為要移出 5 號球，於是得先將 1 號球、2 號球、3 號球和 4 號球放入 B 管

中，才能將 5 號球移到 C 管。接下來不可能不移動 4 號球而先移動 3、2、1

號球，因此由下往上 53、52、51 的情況都不能排，而 54 時只有一種可能。 

由以上討論知道： 14,45,5 == aa 。 

用 )(nf 表示 ( ))2()3()3()3()4( fffff −−−− 。 
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至此，關於數列 kna , ，下面兩個結論是很明顯的： 

(1) 1, =nna ，因為若要 n號球在 C 管底，則1~ 1n − 號球都要依次的被移到 B 管中，再把 n號

球移到 C 管中，接下來就只能依次由 1n − 號球開始，一顆顆的移到 C 管，因此只有一種可能。 

(2) )(2,11,1 nfaa nn == ++ 。全部有 1n + 顆球時，若 1 號球在 C 管的情形就是先把 1 號球移到 C

管，剩下 2 ~ 1n + 號球在 A 管，共 n 顆球。這 n 顆球到 C 管的排列法會等於 ( )f n 。若是 2 號

球在 C 管底，一開始是先把 1 號球移到 B 管，再把 2 號球從 A 管、經 B 管移到 C 管。此時 A

管有3 ~ 1n + 號球、B 管是 1 號球。此情況跟一開始 A 管中有 1、3 ~ 1n + 是一樣的。因為不

管要做什麼動作，第一步一定是把 1 號球先移到 B 管中。因此 2 號球在 C 管底的排列數是也

是 ( )f n 。 

 

 (四) n顆球的情況 

 已經知道 1, =nna 、 )(2,11,1 nfaa nn == ++ 的情況下，我們要研究 n 顆球 k

號球在 C 管底的情況。 

 

k號球在管底 

因為要移出 k號球，於是得先將 1 號球、2 號球…(k－1)號球

放入 B 管中。 

 

 

 

 

因為 k號球移至Ｃ管，因此 A、B 兩管中剩下 n－１顆球，若不考慮原先的

k號球，我們可以把Ａ管中剩下的球重新編號成 k到 n－1 號球。 

 

 

無法不移動 k-1 號球而移動 1 號球到 C 管，所以 C 管中 k

號球的上方不可能是 1 號球。同理，k 號球上方不可能是

2 到 k－2 號球。 

 

 

 

將 1 號球到 1k − 號球倒推回Ａ管中，如圖所示。則可知， n 顆球 k在管底

的排法為以下排法的總和： 1n − 顆球 1k − 在底的排法、 1n − 顆球 k 在底的

排法、n－1 顆球 1k + 底的排法，…到 n－1 顆球 n－1 在底排法。也就是說
1

, 1, 1 1, 1, 1 1, 1 1,

1

n

n k n k n k n k n n n j

j k

a a a a a a
−

− − − − + − − −
= −

= + + + = ∑L 。我們把以上的結果，列在

表 1。 
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1

2 3

4

二二二二、、、、多邊形的切割多邊形的切割多邊形的切割多邊形的切割 

 

 後來在閱讀初中趣味數學 100 題與數字的異想世界這兩本書，都讀到了 1、2、5、14、

42、132，這個被稱為卡特藍數的數列，這個數列是三邊形、四邊形、五邊形、六邊形、七邊

形、八邊形被它們的對角線，分成三角形的方法數。我們猜想 )(nf 就是卡特藍數列，所以接

著，我們研究 n邊形被它的對角線分成三角形的方法數，看是不是也滿足
1

, 1,

1

n

n k n j

j k

a a
−

−
= −

= ∑ 這個

式子。 

一個 n 邊形可以被它的 3n − 條對角線切成 2n − 個三角形。因此所選擇的對角線不可交

叉。AB與BA代表同一線段，我們通常將較小的號碼放在前端，較大的號碼則放在第二個數。

若情況需要，我們也可能把大的數放在前面。兩組對角線若不全同，就視為不同的切割方法。

要研究 n邊形有幾種切割法，我們先把 n邊形的頂點分別標上 1、2、3、…n，再把所有可能

的切割法都畫出來。實際上，我們把四邊形到八邊形所有的三角形分割法逐一畫出，結果在

附錄(一)。定義 nE 為 n邊形被其對角線切成 n－2 個三角形的方法數。 

 接下來要把多邊形的分割方法加以分類，我們分類的方法是由13這條對角線開始搜尋，

若有13這條對角線，則把這種分割法分到13這一類。若沒有，再去檢查看有沒有 24 這條對角

線，若有這條對角線，則把這種分割法分到 24 這一類，以此類推，就可以把所有分割法加以

分類。 

 

    (一) 四邊形 

 24                     13             

 

  

 

共 =4E 2 種分法 

 

 

    (二) 五邊形 

                   13  

                   多邊形 1345 是一個完整的四邊形，可套用四邊形的結果，共 2 種切法。 

 

                     

24  

在分割時，如有13則不會有 24 ，所以不會重複，四邊形 1245 仍是一

個完整的四邊形，共 2 種切法。 

1

2

3 4

5

1

2

3 4

5

1

2 3

4
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                   35  

在分割時，如有35也可能有13，為了不與五邊形的13分割法重複，因

此要用面 1235 減去四邊形13的切法，剩 1 種。 

 

                    41  

在分割時，如有 41就一定有13或 24 ，為了不與五邊形的13和 24 分割

法重複，因此要用面 1235 減去四邊形13和 24 的切法，剩 0 種。 

 

                    52  

在分割時，如有52就一定有 24 或35，為了不與五邊形的 24 和35分割

法重複，因此要用面 2345 減去四邊形的 24 和35切法，剩 0 種。 

 

由以上討論可以發現，五邊形的切割方法數為 =5E 2＋2＋1＝5，和 3 顆球在 C 管的排列

方法數是一樣的。 

 

 

    (三) 六邊形 

 

                        13  

多邊形 13456 是一個完整的五邊形，可套用五邊形的結果，共 5

種切法。 

 

 

 

                        24  

在分割時，如有13則不會有 24，所以不會重複，多邊形 12456 仍

是一個完整的五邊形，共 5 種切法。 

 

 

                        35  

在分割時，如有 35也可能有13，為了不與六邊形的13分割法重

複，因此要用面 12356 減去五邊形13的切法，剩 3 種。 

 

1 

2 

3 4 

5 

1 

2 

3 4 

5 

1 

2 

3 4 

5 

2

3 4

5

61

2

3 4

5

61

2 

3 4 

5 

6 1 
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2 

3 4 

5 

6 1 

2   

3   4   

5   

6   1   

                        46  

在分割時，如有46，也可能有13或 24，為了不與六邊形的13與 24

分割法重複，因此要用面 12346 減去五邊形13和 24 的切法，剩 1

種。 

 

                        51 

在分割時，如有51就一定有13、24 或35，為了不與六邊形的13、

24 和35分割法重複，因此要用面 12345 減去五邊形的13、24 和35

切法，剩 0 種。  

 

62  

在分割時，如有62 就一定有 24、35或 46，為了不與六邊形的 24、

35和 46 分割法重複，因此要用面 23456 減去五邊形的 24 、35和

46 切法，剩 0 種。此時，對面 23456 來說，對角線 24、35和 46 ，

相當於面 12345 的對角線13、 24 和35。 

 

 由以上的討論，我們知道，六邊形要切成 4 個三角形的方法，共有 =6E 5＋5＋3＋1，共

14 種，這也跟 141355)4( =+++=f 的分布是一樣的。 

 

若切割 n邊形，定義 knb , 為第一條切割線是 )2(, +kk 時的分割數。例如：四邊形先切13的

方法有 1 種，先切24 的方法有 1 種，則 4,1 4,2 1b b= = 。五邊形先切13的方法有 2 種，先切 24 的

方法有 2 種，先切35的方法有 1 種，則 5,1 5,2 2b b= = ， 5,3 1b = 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 

3 4 

5 

6 1 
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    (四) n邊形 

 

                          13  

多邊形 134.... n-1, n是一個完整的(n－1)邊形，可套用(n－1)邊

形的結果，共有 1nE − 種切法。也就是 ,1 1,1 1,2 1, 1n n n n nb b b b− − − −= + + +L  

1

1,

1

n

n i

i

b
−

−

=

=∑ 。 

 

 

                         24  

在分割時，如有13則不會有 24 ，所以不會重複，多邊形 124…

n-1, n仍是一個完整的(n－1)邊形，共有 1nE − 種切法。所以同樣 

的 ,2 1,1 1,2 1, 1n n n n nb b b b− − − −= + + +L

1

1,

1

n

n i

i

b
−

−

=

=∑ 。 

 

                          35  

在分割時，如有35也可能有13，為了不與 n邊形的13分割法重

複計算，因此要用多邊形 1235…n-1, n的切割數，減去(n－1)邊 

形13的切法，得 ,3 1 1,1 1,2 1, 1n n n n n nb E b b b− − − − −= − = + +L

1

1,

2

n

n i

i

b
−

−

=

=∑ 。 

 

, 2i i +  

在分割時，若先選取的是 , 2i i + ，就把 n邊形切成 n－1 邊形1,2,3..., , 2, 3,... 1,i i i n n+ + − 。若有

13、 24 、35，…， 2,i i− ，則會重複計算。被分到此類方法數為(n－1)邊形的切割方法數，

減去(n－1)邊形13的切割方法數、減去(n－1)邊形 24 的切割方法數、…、減去(n－1)邊形 2,i i−

的切割方法數。這邊不用減去(n－1)邊形 1, 1i i− + 的切割數，因為如果有對角線 2,i i− ，就不 

會有對角線 1, 1i i− + 。最後得到的切割數為
2 1

, 1 1, 1,

1 1

i n

n i n n j n k

j k i

b E b b
− −

− − −
= = −

= − =∑ ∑ 。 

 

                     nn ,2−  

在分割時，如有 nn ,2− 且沒有13、 24 、…、 2,4 −− nn 其中之

一，只剩下一種切割法，就是由對角線 nn ,2− 、 3,n n− 、…、2,n、

1,n的所組成的切割方式。可以知道 , 2 1n nb − = 。 

n 

1 

2 

3 

4 

n-1 

n 

n 

1 

2 

3 

4 

n-1 

n 

n 

1 

2 

3 

4 

n-1 

n 

n 

1 

2 

3 

4 

n-1 

n 
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                     1,1−n  

在分割時，如有 1,1−n 就一定有13、 24 ... 1,3 −− nn 其中之一。為了

不與 n邊形的13、24 、…、 1,3 −− nn 分割法重複，因此要用剩下的

(n－1)邊形減去(n－1)邊形13 、 24 、…、 1,3 −− nn 的切法。得知

, 1 0n nb − =  

 

                     2,n  

在分割時，如有 2,n 就一定有 24 ... nn ,2− ，為了不與 n 邊形 24、…、

nn ,2− 分割法重複，因此要用剩下的(n－1)邊形減去(n－1)邊形13、

24 、…、 nn ,2− 的切法。得知 , 0n nb =  

 

 

經過這番研究，我們發現 nE 和 )(nf 所形成的數列是幾乎相同的，且計算 nE 和 )(nf 的數

列 ,n kb 與 ,n ka 也大致相同。我們知道， 3,1 1,1 1b a= = 、 4,1 2,1 1b a= = 、 4,2 2,2 1b a= = 。若令 2, ,n k n kb a+ = ，

這兩個數列同時滿足一個遞迴式： 
1

, 1, 1 1, 1, 1 1, 1 1,

1

n

n k n k n k n k n n n j

j k

a a a a a a
−

− − − − + − − −
= −

= + + + = ∑L 。 

因此我們可以確定 2, ,n k n kb a+ = 。進一步的，也可以確定 2 ( )nE f n+ = 。如此，我們能用 “多

邊形的切割方法數”來計算三根管子 n顆球的排列數，也可以反過來用三根管子 n顆球的排列

數來看“多邊形的切割方法數”。 

n 

1 

2 

3 

4 

n-1 

n 

n 

1 

2 

3 

4 

n-1 

n 
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2

3 4

5

61

2

1

3

4 3

1

3

4

4

5

61

4

14

*

5

61

2

3 4

5

6
1

2

3 4

5

6
1

更進一步的，我們想知道，是不是一種 2+n 邊形的切割方法，就對應到一種三根管子 n

顆球的的排列方法；三根管子 n顆球的一種排列方法也會對應到一種 2n + 邊形的切割法。透

過一些例子，我們相信這是對的，並且也找到了其中的對應方式。雖然現在我們還不太會證

明它們真的是一一對應，在接下來的一個月，我們會努力完成證明。 

 

四顆球對應到六邊形，四顆球的 2314 排列，所對應的切割法為對角線 24 、 25 、15。說

明如下：因為底球是 2，所以第一條切割線是 24 。之後將新形成的五邊形重新編號，要跳過

第一顆球的的號碼 2，也就是新的五邊形的頂點標上 13456。由下往上的第二顆球為 3，因此

將新的五邊形中編號為 3 的頂點，與它的逆時針數第二個頂點相連，恰為連對角線35。再重

新編號，此時仍然是由 1 開始跳過計算過球的號碼 2、3，逆時針對新的四邊形編號。由下往

上第三顆球是 1，就在剩下的四邊形中找到編號為 1 的頂點，與它的逆時針數第二個頂點相

連，此時是對角線15。 

 

 

 

 

 

   

 

 已知 2( ) nf n E += ，因此 n顆球對應到 2n + 邊形。若在 C 管的底球為 1a ，則第一條切割線

為 1 1 2a a + 。之後將 1n + 邊形的頂點重新編號，跳過已用過的球號 1a 。由下往上數的第二顆球

號為 2a ，在 1n + 邊形的頂點找到編號為 2a 的點，與它的逆時針數第二個頂點相連，得一個新

的 n 邊形，再對這個 n 邊形的頂點重新編號，也是要跳過已用過的球號 1a 與 2a 。如此一直做

到最後剩下四邊形，及最後兩顆球。倒數第二顆球為 1na − ，在剩下的四邊形找到編號為 1na − 的

頂點，與它的逆時針數第二個頂點相連，就完成了 2n + 邊形的切割。 

 

接下來我們要引入圖的相鄰矩陣(adjacent matrix)的概念。一個有 n 個點的圖，頂點分別

標上1~ n，若頂點 i與頂點 j有邊相鄰，則矩陣中 1ij jia a= = ，若頂點 i與頂點 j沒有邊相鄰，

則矩陣中 0ij jia a= =  

 

如右圖，     它的相鄰矩陣為 
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若是要將 2n + 邊形一種分割法對應到一種 n顆球的排列，只要依照以下的流程圖就可以

完成。 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Input a graph with its “adjacent matrix” 

A and  B1×n 其中 B1,i=i 

Begin 

i=1 

For T=1 to (n-3) 

ai, i+2=1 i=i+1 

p(T)=B(i) 

消掉 A 的第 i+1 行，第 i+1 列，得新的 A 

消掉 B 的第 i 個，得新的 B 

Next T 

p(n-2)=B(1) 

output p(i) 

End 

是 

否 

T=n-3 
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三三三三、、、、三根管子三根管子三根管子三根管子 n 顆球顆球顆球顆球，，，，k 號球在號球在號球在號球在 C 管底的排列數管底的排列數管底的排列數管底的排列數 

 我們已經知道，三根管子 n顆球的排列數等於 2+n 邊形的切割數，因此 

1,1 2

2 6 10 (4 2)
( )

( 1) !
n n

n
a f n E

n
+ +

× × × × −
= = =

+

L
。但我們進一步想知道，三根管子 n顆球 k號球在 C

管底的排列數為何。 

由以上討論，已知道 1, =nna 。而 2,12,11,11, 1 −−−−−−− +=+= nnnnnnnn aaaa ，同樣的也可以知道

3,22,1 1 −−−− += nnnn aa ，透過不斷的迭代，就可以得到 11, −=− na nn 。 

 

透過同樣的代換方法，並且靠著數學軟體 Mathematica 的幫忙，得到 

!2

)1)(2(
)(

1

2

,1,2,

+−
=+=∑

−

=

−−

nn
aaa

n

k

kkkknn
 

!3

)2)(1)(3(
)(

1

3

,1,2,3,

++−
=++=∑

−

=

−−−

nnn
aaaa

n

k

kkkkkknn  

!4

)3)(2)(1)(4(
)(

1

4

,1,2,3,4,

+++−
=+++=∑

−

=

−−−−

nnnn
aaaaa

n

k

kkkkkkkknn  

!5

)4)(3)(2)(1)(5(
)(

1

5

,1,2,3,4,5,

++++−
=++++=∑

−

=
−−−−−

nnnnn
aaaaaa

n

k

kkkkkkkkkknn  

 因此，我們猜想 
!

)1()2)(1)((
,

k

knnnkn
a knn

−+++−
=−

L
。在還沒開始證明之前，我們想

先驗證
!

)64(62
)1()1(1,

n

n
nEnfan

−×××
=+=−=

L
這個式子對不對。也就是看 )1(,1, −−= nnnn aa  

!

)22()2)(1(

)!1(

)22()2)(1(

n

nnnn

n

nnn −++
=

−

−++
=

LL
是否等於

!

)64(62
1

n

n
En

−×××
=+

L
。透過

以下的計算我們知道這兩個數是一樣的，只是有兩種不同的表示法。 

[ ]

[ ]

[ ]

)22)(32()2)(1(

)!1(

)!22(

)]1(321[

)22()32(54321

   
2)]1(321[

2)22()32(54321

   
)]1(2642[

]22642[2)32(531

 2)32(531)64(1062

1

1

1

1

−−++=

−

−
=

−××××

−×−××××××
=

×−××××

×−×−××××××
=

−××××

−××××××−××××
=

×−××××=−××××

−

−

−

−

nnnnn

n

n

n

nn

n

nn

n

nn

nn

n

n

n

n

L

L

L

L

L

L

LL

LL

 

  

在證明 kna , 的公式之前，要先提到幾個預備定理。第一個是高中課程中會提到的公式：

2

)1()2)(1(
)()2)(1(

1 +

++++
=+++∑

= r

rnnnn
rkkkk

n

k

L
L ，其中 r是正整數。 
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第 二 個 是 我 們 推 出 的 遞 迴 式 ， 可 以 進 一 步 的 修 改 ， 得 ∑
−

−=

−=
1

1

,1,

n

kt

tnkn aa  

( ) 1,1,11,11,1,11,1 +−−−−+−−−− +=++++= knknnnknknkn aaaaaa L 。同樣的 1, 1n ka − − ＝ 2, 2 1,n k n ka a− − −+ ，

這樣一直代換下去，

, 1, 1 , 1

1, 1 2, 2 1,

2, 2 3, 3 2, 1

2,2 1,1 2,3

1,2 2,3

n k n k n k

n k n k n k

n k n k n k

n k n k n k

n k n k

a a a

a a a

a a a

a a a

a a

− − +

− − − − −

− − − − − −

− + − + − +

− + − +

= +

= +

= +

= +

= +

M M M
    

可得
1

, 1,2 2,3 1, , 1 1,

2

k

n k n k n k n k n k n k t t

t

a a a a a a
+

− + − + − + − + −
=

= + + + + =∑L 。 

 

接下來我們對 k 做數學歸納法，去證明 knna −,
!

)1()2)(1)((

k

knnnkn −+++−
=

L
，其中

2≥k 。 

 證明：當 2=k ，已經驗證過
!2

)1)(2(
2,

+−
=−

nn
a nn 。 

 假設 k m= 此公式都成立，則當 1+= mk 時， 

, ( 1) , 1, ( 1) 2,2 ,

2 2

( )( 1)( 2)( 3) ( 1)

!

n n

n n m n n m n n m m t t m

t m t m

t m t t t t m
a a a a a

m
− + − − − + + −

= + = +

− + + + + −
= + + + = =∑ ∑

L
L

2 2

1

2 3

1

1 1

( 1)( 2)( 3) ( 1) ( 1)( 2)( 3) ( 1)

! !

( 1)( 2)( 3) ( 1) ( 1)( 2) ( 2)

! !

( 1)( 2)( 3) ( 1) ( 1)( 2)( 3) ( 1)

! !

n n

t m t m

n n

t m t m

n m

t t

t t t t t m m t t t t m

m m

t t t t t m mt t t t m

m m

t t t t t m t t t t t m

m m

= + = +

+

= + = +

+

= =

+ + + + − + + + + −
= −

+ + + + − + + + −
−

+ + + + − + + + + −
= −

−

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

L L

L L

L L

1 2

1 1

( 1)( 2) ( 2) ( 1)( 2) ( 2)

! !

( 1)( 2)( 3) ( 1)( ) ( 1)( 2)( 3) (2 )(2 1)

! ( 1) ! ( 1)

( 1)( 2)( 3) ( 1)( ) ( 2)( 3) (2 )(2 1)

! !

n m

t t

mt t t t m mt t t t m

m m

n n n n n m n m m m m m m

m m m m

m n n n n m n m m m m m m

m m m m

+ +

= =

+ + + − + + + −
+

+ + + + − + + + + +
= −

× + × +

+ + + + − + + + +
− +

× ×

∑ ∑
L L

L L

L L

 

( ) ( )

( 1)( 2)( 3) ( 1)( ) ( 1)( 1)( 2)( 3) ( 1)( )

! ( 1) ! ( 1)

( 1) ( 1)( 2)( 3) ( 1) ( 1) 1

( 1)!

n n n n n m n m m n n n n m n m

m m m m

n m n n n n m n m

m

+ + + + − + + + + + + − +
= −

× + × +

− + + + + + − + + −
=

+

L L

L
 

由數學歸納法得證。 
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陸陸陸陸、、、、    結論結論結論結論及展望及展望及展望及展望 

 

一、 經過長時間的研究，我們發現 3 根管子 n顆球其中的規律性，如下表： 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 1        

2 1 1       

3 2 2 1      

4 5 5 3 1     

5 14 14 9 4 1    

6 42 42 28 14 5 1   

7 132 132 90 48 20 6 1  

8 429 429 297 165 75 27 7 1 

表 1 

 

以上表格，我們可以用雙變數數列來表示： 

若 i代表球數， j代表底球號碼， ,i ja 代表 i顆球 j號球在底的排列數。這個數列滿足以下的式 

子：
1

, 1, 1 1, 1, 1 1,

1

i

i j i j i j i i i t

t j

a a a a a
−

− − − − − −
= −

= + + = ∑L ，其中0 j i< ≤  

 

二、 我們將上面的表格對照多邊形與三角形的切割，發現： 

1. 多邊形切成 n個三角形的切割數等於三根管子 n顆球的排列數。 

2. 一個 n 邊形的切割若有對角線 2, +aa ，其切法的排列，相當於 3 根管子 n 顆球，a

號球在底的排列數。 

3. 三根管子的 n 顆球的排列與多邊形切成三角形的切割有一種對應關係。給一種 n 顆

球的排列，能找到它所對應 2n + 邊形的切割；反過來給一種 2n + 邊形的切割，也能

找到它所對應到的 n顆球的排列。 

 

原本在統整三根管子 n顆球排列的結果時，是準備用 )(nf 及減法去表示。例如，用三根

管子五顆球的排法，1 號球在底有 )4(f 種、2 號球在底也是有 )4(f ，3 號球在底有 )3()4( ff −

種，2 號球在底是 )3()3()4( fff −− 種，1 號球在底有 ( ))2()3()3()3()4( fffff −−−− 種，但

是因為去括號的化簡比較繁雜，因此沒有採用。 

底球 
球數 
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三、 進一步，找到了三根管子 n顆球 k號球在底的排列數 ,n ka 的公式。 

由公式 ,

( )( 1)( 2) ( 1)

!
n n k

n k n n n k
a

k
−

− + + + −
=

L
， 

可以得到 ,

( 1)( 2) (2 1)

( )!
n k

k n n n k
a

n k

+ + − −
=

−

L
。 

我們用數學歸納法證明此公式是正確的。 

 

經過快一年的研究，我們發現三根管子的排列種數竟然與三角形的切割種數完全符合，

也可以解釋三根管子在不同情況下的排列種數，如此看起來不相干的兩種東西，竟然有這麼

深的關係，真是讓人興奮。也謝謝老師犧牲許多午睡時間，陪我們一起探索與思考。不只教

導我們高中才會學到的數學歸納法及矩陣，還有更重要的是研究數學的態度與方法，更是讓

我們獲益良多。 

 

接下來，我們要繼續努力的是，對於 n 顆球的排列與多邊形的切割，我們提出來的對應

方式是一一對應。 

 

我們也有試著找尋四根管子 n 顆球的排法數的規律。現在能確定的是 6 顆球以內，所有

的排列法都是可行的。當有七顆球時，7132465、7135246、7135264、7142536、7153264、

7153624、7213546、7215364、7245136、7241365、7241536、7241635、7246135、7251436、

7251364、7314625、7314652、7314265、7315264、7351246、7351426、7351462、7351624、

7352416、7352461、7352146、7415263共 27 種是排不出來的。相信這個題目也是相當有

趣而值得研究的。 

 

 

柒柒柒柒、、、、    參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他 

 

一、盧建明主編，國中生命數學補充教材(代數 2)，建宏書局，P37 

二、單墫著主編，初中趣味數學 100 題，九章出版社，P25 

三、柯利弗德‧皮寇弗主編，2003.11.15，數字的異想世界，商周出版社，P212 
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捌捌捌捌、、、、    附錄附錄附錄附錄 

 

一一一一、、、、四邊形的切割四邊形的切割四邊形的切割四邊形的切割 

  

24  13                        

                                              

 

 

 

 

二二二二、、、、五邊形的切割五邊形的切割五邊形的切割五邊形的切割 

 

1

2

3 4

5

 

13  

14  

1

2

3 4

5

 

13  

35  

1

2

3 4

5

 

24  

25  

1

2

3 4

5

 

24  

14  

1

2

3 4

5

 

35  

25  

 

  

 

1

2 3

4 1

2 3

4
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三三三三、、、、六邊形六邊形六邊形六邊形的切割的切割的切割的切割 

 

 

                    13                    13                      13  

                    14                    35                      14  

                    15                    36                      46  

 

 

 

 

                    13                    13                      24  

                    36                    15                      25  

                    46                    35                      26  

 

 

 

 

                    24                    24                      24  

                    14                    14                      15  

                    46                    15                      25  

 

 

 

 

                    24                    35                      35  

                    26                    15                      25  

                    46                    25                      26  

 

 

 

 

                    35                    46  

                    26                    26  

                    36                    36  

 

 

 

 

 

 

1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 

1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 

1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 

1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 

1 

2 

3 4 

5 

6 1 

2 

3 4 

5 

6 



 20

四四四四、、、、七邊形七邊形七邊形七邊形的切割的切割的切割的切割      

 

 

13  

16  

35  

36  

 

 

13  

14  

15  

16  

 

 

13  

35  

36  

37  

 

 

13  

37  

46  

47  

 

 

13  

14  

47  

57  

 

 

13  

14  

46  

47  

 

 

13  

14  

15  

57  

 

 

13  

36  

37  

46  

 

 

13  

37  

47  

57  

 

 

13  

35  

37  

57  

 

 

13  

15  

16  

35  

 

 

13  

16  

36  

46  

 

 

13  

14  

16  

46  

 

 

13  

15  

35  

57  

 

 

24  

25  

26  

27  

 

 

24  

15  

16  

25  

 

 

24  

14  

46  

47  

 

 

24  

14  

15  

57  
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24  

27  

46  

47  

 

 

24  

15  

25  

57  

 

 

24  

16  

25  

26  

 

 

24  

14  

47  

57  

 

 

24  

14  

15  

16  

 

 

24  

14  

16  

46  

 

 

24  

26  

27  

46  

 

 

24  

27  

47  

57  

 

 

24  

25  

27  

57  

 

 

24  

16  

26  

46  

 

 

35  

25  

27  

57  

 

 

35  

15  

25  

57  

 

 

35  

26  

27  

36  

 

 

35  

16  

25  

26  

 

 

35  

27  

36  

37  

 

 

35  

16  

26  

36  

 

 

35  

15  

16  

25  

 

 

35  

25  

26  

27  
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35  

27  

37  

57  

 

 

46  

26  

27  

36  

 

 

46  

16  

26  

36  

 

 

46  

27  

36  

37  

 

 

46  

27  

37  

47  

 

 

57  

27  

37  

47  

 

 

五五五五、、、、八邊形的切割八邊形的切割八邊形的切割八邊形的切割 

 

13  

16  

35  

36  

68  

 

13  

14  

16  

46  

68  

 

13  

14  

17  

46  

47  

 

13  

15  

35  

57  

58  

 

13  

17  

35  

36  

37  

 

13  

14  

15  

17  

57  

 

13  

37  

38  

46  

47  

 

13  

14  

48  

58  

68  

 

13  

38  

46  

47  

48  

 

13  

14  

15  

58  

68  

 

13  

17  

37  

47  

57  

 

13  

35  

38  

58  

68  
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13  

15  

16  

17  

35  

13  

38  

47  

48  

57  

 

13  

15  

17  

35  

57  

 

13  

35  

38  

57  

58  

13  

14  

17  

47  

57  

  

13  

35  

57  

17  

37  

 

13  

35  

68  

38  

36  

 

13  

57  

38  

37  

47  

 

13  

15  

16  

35  

68  

 

13  

14  

16  

17  

46  

 

13  

16  

36  

46  

68  

 

13  

16  

17  

35  

36  

 

13  

16  

17  

36  

46  

 

13  

36  

38  

46  

68  

 

13  

35  

15  

58  

68  

 

13  

14  

15  

16  

17  

 

13  

38  

48  

58  

68  

 

13  

38  

37  

36  

35  
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13  

38  

37  

36  

46  

 

13  

38  

48  

58  

57  

 

13  

14  

48  

47  

57  

 

13  

14  

46  

48  

68  

 

13  

14  

48  

47  

46  

 

13  

37  

47  

46  

17  

 

13  

36  

37  

46  

17  

 

13  

38  

48  

46  

68  

 

13  

14  

15  

57  

58  

 

13  

14  

15  

16  

68  

 

13  

14  

48  

57  

58  

 

13  

38  

37  

35  

57  

 

24  

27  

28  

47  

57  

 

24  

14  

48  

46  

68  

 

24  

25  

15  

16  

68  

 

24  

14  

48  

46  

47  

 

24  

25  

26  

27  

28  

 

24  

14  

48  

47  

57  
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24  

14  

15  

16  

17  

 

24  

25  

15  

58  

68  

 

24  

14  

15  

16  

68  

 

24  

25  

15  

58  

57  

 

24  

25  

26  

27  

17  

 

24  

25  

15  

57  

17  

 

24  

46  

26  

27  

17  

 

24  

57  

28  

48  

58  

 

24  

14  

15  

17  

57  

 

24  

26  

46  

16  

17  

 

24  

47  

48  

57  

28  

 

24  

14  

16  

17  

46  

 

24  

14  

17  

46  

47  

  

24  

48  

58  

68  

28  

 

24  

14  

17  

47  

57  

 

24  

14  

48  

58  

68  

24  

25  

27  

28  

57  

 

24  

17  

27  

47  

57  
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24  

28  

46  

48  

68  

 

24  

46  

68  

28  

26  

 

24  

14  

16  

46  

68  

 

 

24  

27  

28  

46  

47  

24  

25  

28  

58  

68  

 

24  

16  

25  

26  

68  

 

24  

17  

25  

27  

57  

 

24  

17  

27  

46  

47  

 

24  

25  

28  

57  

58  

 

24  

28  

46  

47  

48  

 

24  

25  

26  

28  

68  

 

24  

16  

26  

46  

68  

 

24  

15  

16  

17  

25  

 

24  

14  

15  

57  

58  

 

24  

14  

48  

57  

58  

 

24  

16  

17  

25  

26  

  

24  

26  

27  

28  

46  

 

24  

14  

15  

58  

68  
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35  

28  

37  

38  

57  

 

35  

28  

38  

58  

68  

 

35  

25  

28  

57  

58  

 

35  

15  

25  

58  

57  

 

35  

15  

25  

58  

68  

 

35  

25  

26  

27  

28  

 

35  

28  

38  

57  

58  

 

35  

28  

36  

38  

68  

 

35  

17  

27  

37  

57  

 

35  

26  

27  

28  

36  

 

35  

15  

16  

25  

68  

 

35  

27  

28  

36  

37  

 

35  

16  

25  

26  

68  

 

35  

16  

17  

25  

26  

 

35  

25  

28  

58  

68  

 

35  

25  

27  

28  

57  

 

35  

17  

25  

27  

57  

 

35  

15  

16  

17  

25  
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35  

16  

17  

26  

36  

  

35  

25  

26  

27  

17  

 

35  

36  

26  

16  

68  

 

35  

28  

36  

37  

38  

 

35  

28  

26  

36  

68  

 

35  

28  

26  

25  

68  

 

35  

28  

27  

37  

57  

 

35  

17  

26  

27  

36  

 

35  

15  

17  

25  

57  

 

35  

17  

27  

36  

37  

 

46  

16  

17  

26  

36  

 

46  

28  

27  

37  

47  

 

46  

28  

38  

37  

36  

 

46  

17  

27  

37  

47  

 

46  

28  

38  

37  

47  

 

46  

28  

38  

48  

68  

 

46  

17  

26  

27  

36  

 

46  

17  

27  

37  

36  
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46  

36  

26  

68  

28  

 

46  

36  

37  

27  

28  

 

46  

36  

68  

38  

28  

 

46  

36  

26  

27  

28  

 

46  

28  

38  

47  

48  

 

46  

16  

26  

36  

68  

 

57  

17  

27  

37  

47  

 

57  

28  

38  

47  

48  

 

57  

28  

38  

48  

58  

 

57  

28  

37  

38  

47  

 

57  

28  

38  

37  

35  

 

68  

28  

38  

48  

58  

 

 



【評  語】 030423 乾坤大挪移---卡特藍數列之研究 

本作品對於卡特藍數列的研究投入相當多的心力，兩種等價的計數問

題也能清楚表達，美中不足的地方是類似問題的研究已有不少，無法

獲得更好的名次。
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