
中華民國第四十七屆中小學科學展覽會 

作品說明書 

 
 

國中組  數學科 

 

第三名 

030410 

變色球遊戲的探討 

 

學校名稱：臺北縣立永和國民中學  

作者： 

國二 沈英琪 

國一 郭元富 

國二 王德慈 

國二 葉子寧 

指導老師： 

王天和 

 

關鍵詞：不等式  同餘(mod)   



 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

摘要 

    本研究是根據遊戲規則找出三色球的相關性質。利用此相關性質，分析所有情況的差

異，討論是否有解，並找出最少的操作次數。我們先從基本的三色球開始研究，接著轉換

成較為複雜的四色球，最後利用三、四色球之間的關連性分析出n色球的研究，完成之後，

寫出研究的結論。 

壹、研究動機 

有一次上課，老師講解資優數學的題目，是有關於變色龍遊戲的問題。結果大家都找

不到最佳的操作方法，於是我們對這方面的問題產生了許多疑問與好奇心，在老師的指導

下，展開了一連串艱辛但卻充滿快樂的研究。(註：變色球遊戲則是我們另外新訂的名稱) 

貳、研究目的 

(一)探討三色球的相關性質及最佳操作方法。  

(二)利用三色球的相關性質，找出四色球的最佳操作方式。 

(三)試著推廣到探討 n 色球的最佳操作策略。 

參、研究設備與器材 

筆記型電腦、計算機、計算紙、筆。 

肆、研究過程或方法 

一、【規則介紹】： 

對於三堆以上不同顏色的變色球，任兩堆取等量碰撞，可變成第三種顏色，且球數總

量不變，經過多次碰撞結合，使全部的變色球變成同一種顏色，如果能做出答案，稱「有

解」；反之，如果做不出來，則稱「無解」。 

二、【符號定義】： 

    A ( a )：表示 A 堆數量有 a 顆 

    kT ：表示第 k 次的操作  

依照上述的遊戲規則，是否可經過若干次操作，使三種不同顏色的變色球變成同一種顏色？

來試做一個例題如下： 
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三、【實際操作】： 

[例題 1-1]： 

紅色 藍色 綠色 次數 

4 5 7 0T  

[方法 1]                                [方法 2]   

R(4) B(5) G(7) 0T  球數增減 R(4) B(5) G(7) 0T  球數增減 

0 1 15 1T  R(-4) B(-4) G(+8) 14 0 2 1T  R(+10) B(-5) G(-5) 

2 0 14 2T  R(+2) B(-1) G(-1) 12 4 0 2T  R(-2) B(+4) G(-2) 

0 4 12 3T  R(-2) B(+4) G(-2) 8 0 8 3T  R(-4) B(-4) G(+8) 

8 0 8 4T  R(+8) B(-4) G(-4) 0 16 0 4T  R(-8) B(+16) G(-8) 

0 16 0 5T  R(-8) B(+16) G(-8)  

[方法 3] 

R(4) B(5) G(7) 0T  球數增減 

6 4 6 1T  R(+2) B(-1) G(-1) 

0 16 0 2T  R(-6) B(+12) G(-6) 

顯然，不同的操作方法，可能會得到不同的操作次數，但球數總和不變。至於，可否完成操

作？及當可完成時的最少操作次數，是我們底下所要探討的。 

[例題 1-2] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[方法 1]：最後變成藍色，共需五次完成。

[方法 2]：最後變成藍色，共需四次完成。 

[方法 3]：最後變成藍色，共需兩次完成。 

以上的例子中，我們發現：(一)不同的操作方式，操作完成的次數可能不同。 

                        (二)存在可能無解的情況。 

                        (三)每次操作後任兩堆的數量差距除以 3 之餘數具有不變性。 

紅色(12) 藍色(22) 綠色(17) 次數 球數增減 

0 46 5 1T  R(-12) B(+24) G(-12) 

10 41 0 2T  R(+10) B(-5) G(-5) 

？ ？ ？ ？ ？ 

此題無論操作到第幾次，三色球數量除以 3 之餘數任兩個均不相等，故無解。 
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紅色 藍色 綠色 次數 

5 12 15 0T  

4 14 14 1T  

32 0 0 2T  

 

紅

色 

藍

色 

綠

色 

次

數 

12 22 17 0T  

 

A ( a ) B (b ) C ( c ) 次數 

    

a'  'b  'c  kT  

 

主題一:三色球的碰撞結合研究 

一、【性質一】： 

A ( a ) B (b ) C ( c ) 次數 

ka   kb  kc 2  1T  

  [( ka  ) )( kb  ] )( ba )3(mod  

   [( ka  ) )2( kc  ] )( ca  )3(mod  

   [ )( kb )2( kc  ] )( cb  )3(mod  

二、【性質二】： 

由[性質一]可知經過多次操作，任兩堆的數量差距除以 3 之餘數永遠不變。 

所以，若可完成操作，則其中至少有兩堆原來的數量除以 3 之餘數相同。 

反之，若原來三堆數量除以 3 之餘數皆不同，則無法操作完成。 

我們回到右圖的[例題 1-2]，得到[性質二]。 

若 A(a)、B(b)、C(c)，且 a≡r1(mod3)，b≡r2 (mod3)，c≡r3 (mod3)，r1≠r2≠r3，則無解。 

我們以下列例子來做說明：  

◎ 例題：紅色(5) 藍色(12) 綠色(15)  

因為15 12 )3(mod ，所以藍色和綠色可歸零， 

即最後完成操作到紅色。操作如右： 

三、【性質三】： 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

利用[性質一]，我們推得[性質三] 

若 A(a)、B(b)、C(c)，且(b-c)≡0(mod3)，我們可以確定有解，且操作完成在 A，但要先使 B、

C 兩堆的數量相等。 

至於在可完成操作的狀況下，其最佳(最少)操作次數，如何得出？以下為操作 k 次之結果： 
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四、【判斷式】： 

若滿足 xcxb  2  ( a' x ， bc  )  

則     c'-b'3x   x =
3

bc 
 

推得   0
3





bc

a  03  bca  cba 3  

所以當 bcba 3 時，再兩次操作即可完成。我們將上列分析稱為[判斷式]。 

由以上的證明可知，當 A(a)、B(b)、C(c)且 a≡b≡c(mod3)時，必滿足[判斷式]。 

五、【三色球討論】：利用上述結論，我們分成幾種情況討論：  

1. 當 a 、b 、 c  三數除以 3 之餘數任兩個皆不相同，則無解。(根據[性質二]) 

2. 當 a 、b 、 c  存在兩數量相等時，則可直接一次完成操作。 

3. 當 bc(mod3)，且 bcba 3 時，根據[判斷式]，則可兩次完成操作。 

4. 當 bc(mod3)， cba 3 ，且 a＜b＜c  

【公式分析 1】：當第一次操作使得顏色 B 數量歸零，操作如下表： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A ( a ) B (b ) C ( c ) 次數 

)2(20
1 baa   0 bc  1T  

02a  )2(21 ba    2T  

3a )2(22 ba   0  3T  

04 a  )2(23 ba    4T  

    

1ka )2(2 bak   0 1 kacba  1kT  

令操作到第 1k 次時還沒滿足[判斷式]，第 1k 次時滿足[判斷式]。根據[判斷式]， 

13 ka 1 kacba  cbaak 14  22 [ )2(2 bak  ] cba     

cbabak  )2(2 2 
ba
cbak

2
2 2




 (k 取最小偶數值) [公式一]  

ycba 2  y  y  2kT  

cba   0 0 3kT  
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【公式分析 2】：當第一次操作使得顏色 A 數量歸零，操作如下表： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接下來要分析何時用[公式一]，何時用[公式二]： 

∵ 0)2()2(  ababba  ∴ abba 22  
ab

cba
ba
cba

22 






 

(1) 當 1< 22
2




ba
cba

，[公式一]中 0k ，無需代[公式二]。即 33 k 次完成操作。 

(2) 當 32 2
2

2 




ba
cba

，[公式一]中 2k ， 

    ∵
ab

cba
ba
cba

22 






 ∴
ab

cba
ba
cba

22 




 32 ([公式二]中 1k )或  

    32
2




ab

cba
([公式二]中 k 至少為 3) 

    所以需代[公式二]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

(3) 當 43 2
2

2 




ba
cba

，[公式一]中 2k ，無需代[公式二]。即 53 k 次完成操作。 

(4) 當 54 2
2

2 




ba
cba

，[公式一]中 4k ， 

    ∵
ab

cba
ba
cba

22 






 ∴
ab

cba
ba
cba

22 




 52 ([公式二]中 3k )或 

    52
2




ab

cba
([公式二]中 k 至少為 5) 

A ( a ) B (b ) C ( c ) 次數 

1a =0 ab 2  ac  1T  

2a = )2(2 ab   0  2T  

3a =0 )2(22 ab    3T  

    

1ka = )2(2 abk   0 1 kacba  1kT  

令操作到第 1k 次時還沒滿足[判斷式]，第 1k 次時滿足[判斷式]。根據[判斷式]，

13 ka 1 kacba  cbaak 14  cbaabk  )]2(2[22   

cbaabk  )2(2 2 
ab

cbak

2
2 2




 (k 取最小奇數值) [公式二]  

zcba 2  z  z  2kT  

cba   0 0 3kT  
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    所以需代[公式二]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

(5) 當 65 2
2

2 




ba
cba

，[公式一]中 4k ，無需代[公式二]。即 73 k 次完成操作。 

(6) 當 76 2
2

2 




ba
cba

，[公式一]中 6k ， 

    ∵
ab

cba
ba
cba

22 






 ∴
ab

cba
ba
cba

22 




 72 ([公式二]中 5k )或 

    72
2




ab

cba
([公式二]中 k 至少為 7) 

    所以需代[公式二]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

 

由[性質三]、[判斷式] 、[公式分析一]、[公式分析二]及上述分析，得最少操作次數為 k+3 次。   

所以當 bc(mod3)， cba 3 且 a＜b＜c，由上述的分析，我們可得下列結論： 

① 當 22
2

1 




ba
cba

，無需代[公式二] 。k=0，即三次完成操作。 

② 當 nn

ba
cba 212 2

2
2 




 (n 為大於 1 的正整數)，無需代[公式二]，取[公式一]所得

的 k 值，k+3 次為最少操作次數。 

③ 當 122 2
2

2 



 nn

ba
cba

( n 為正整數)，需代[公式二]，取[公式一]、[公式二]之 k

值較小者，得 k+3 次為最少操作次數。 

[例題 1-3]                              

以[公式一]可求得
421
116

5
20727
20072077

2 2 



k  ∵k 為偶數 ∴ k 取 2，即 2+3=5(次)完

成操作。∵ 32 2
421
116

52  ，依 4.之結論需再代入[公式二]。對照[例題 1-4] 

紅色(7) 藍色(207) 綠色(2007) 次數 球數增減 

421 0 1800 1T  R(+414) B(-207) G(-207) 

0 842 1379 2T  R(-421) B(+842) G(-421) 

1684 0 537 3T  R(+1684) B(-842) G(-842) 

1505 358 358 4T  R(-179) B(+358) G(-179) 
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2221 0 0 5T  R(+716) B(-358) G(-358) 

[例題 1-4] 

以[公式二]可求得
221
11

10
27207

20072077
2 2 




k  ∵k 為奇數 ∴ k 取 3，即 3+3=6(次)

可完成操作。由以上計算及操作得最少操作次數為 5 次。 

紅色(7) 藍色(207) 綠色(2007) 次數 球數增減 

0 221 2000 1T  R(-7) B(+14) G(-7) 

442 0 1779 2T  R(+442) B(-221) G(-221) 

0 884 1337 3T  R(-442) B(+884) G(-442) 

1768 0 453 4T  R(+1768) B(-884) G(-884) 

1617 302 302 5T  R(-151) B(+302) G(-151) 

2221 0 0 6T  R(+604) B(-302) G(-302) 

5. 當 bc(mod3)， cba 3 ，且 b＜a＜c，由 4.可得： 

 
ba
cbak

2
2 2




  (k 取最小值，且 k 為偶數)→[公式一] 

 
ab

cbak

2
2 2




  (k 取最小值，且 k 為奇數)→[公式二] 

 ∵ baab 22   ∴
ba
cba

ab
cba

22 






 

(1) 當 1< 22
2




ab

cba
，[公式二]中 1k ， 

    ∵
ba
cba

ab
cba

22 






 ∴ 22
22









ba
cba

ab
cba

([公式一]中 0k )或 

    22
2




ba
cba

([公式一]中 k 至少為 2)。 

    所以需代[公式一]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

(2) 當 32 2
2

2 




ab

cba
，[公式二]中 1k ，無需代[公式一]。即 43 k 次完成操作。 

(3) 當 43 2
2

2 




ab

cba
，[公式二]中 3k ， 

    ∵
ba
cba

ab
cba

22 






 ∴ 42
22









ba
cba

ab
cba

([公式一]中 2k )或 
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    42
2




ba
cba

([公式一]中 k 至少為 4)。 

    所以需代[公式一]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

(4) 當 54 2
2

2 




ab

cba
，[公式二]中 3k ，無需代[公式一]。即 63 k 次完成操作。 

(5) 當 65 2
2

2 




ab

cba
，[公式二]中 5k ， 

   ∵
ba
cba

ab
cba

22 






 ∴ 62
22









ba
cba

ab
cba

([公式一中 4k )或   

    62
2




ba
cba

([公式一]中 k 至少為 6)。 

    所以需代[公式一]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

(6) 當 76 2
2

2 




ab

cba
，[公式二]中 5k ，無需代[公式一]。即 83 k 次完成操作。 

 

由[性質三]、[判斷式] 、[公式分析一]、[公式分析二]及上述分析，得最少操作次數為 k+3 次。   

所以當 bc(mod3)， cba 3 ，且 b＜a＜c，由上述的分析，我們可得下列結論： 

① 當 122 2
2

2 



 nn

ab
cba

( n 為正整數)，無需代[公式一]，取[公式二]所得的 k 值，

k+3 次為最少操作次數。 

② 當 22
2

1 




ab

cba
，需代[公式一] ，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k

次為最少操作次數。 

③ 當 nn

ab
cba 212 2

2
2 




 (n 為大於 1 的正整數)，需代[公式一]，取[公式一]、[公式

二]之 k 值較小者，得 k+3 次為最少操作次數。 

   [例題 1-5]                              

以[公式二]可求得
233
40

9
100233
200433100

2 2 



k  ∵k 為奇數 ∴ k 取 3，即 3+3=6(次)

可完成操作。∵ 43 2
233
40

92  ，依 5.之結論需再代入[公式一]。對照[例題 1-6] 
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紅色(100) 藍色(33) 綠色(2004) 次數 球數增減 

0 233 1904 1T  R(-100) B(+200) G(-100) 

466 0 1671 2T  R(+466) B(-233) G(-233) 

0 932 1205 3T  R(-466) B(+932) G(-466) 

1864 0 273 4T  R(+1864) B(-932) G(-932) 

1773 182 182 5T  R(-91) B(+182) G(-91) 

2137 0 0 6T  R(+364) B(-182) G(-182) 

[例題 1-6] 

以[公式一]可求得
166
145

12
332100
200433100

2 2 



k  ∵k 為偶數 ∴ k 取 2，即 2+3=5(次)

可完成操作。由以上計算及操作得最少操作次數為 5 次。 

紅色(100) 藍色(33) 綠色(2004) 次數 球數增減 

166 0 1971 1T  R(+66) B(-33) G(-33) 

0 332 1805 2T  R(-166) B(+332) G(-166) 

664 0 1473 3T  R(+664) B(-332) G(-332) 

173 982 982 4T  R(-491) B(+982) G(-491) 

2137 0 0 5T  R(+1964) B(-982) G(-982) 

 
我們重新整理，將上述分析結果寫成： 

對於三色球 A(a)、B(b)、C(c)，當 abc(mod3)，且 b＜c，則 

(1)符合[判斷式]，則兩次可完成操作。 

(2)未符合[判斷式]，則分為 a<b<c(先代[公式一]，再依 4.的結論，決定是否需要代[公式二])

及 b<a<c(先代[公式二]，再依 5.的結論，決定是否需要代[公式一])，求最少操作次數。 

為了方便說明，我們將此結果命名為「三色球之最佳操作法」 
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 A(a) B(b) C(c) D(d) 

case1 0 b-a≡0(mod3) c+2a≡0(mod3) d≡r(mod3) 

case2 0 b-a≡0(mod3) c≡r(mod3) d+2a≡0(mod3) 

case3 0 b+2a≡0(mod3) c-a≡0(mod3) d≡r(mod3) 

case4 0 b≡r(mod3) c-a≡0(mod3) d+2a≡0(mod3) 

case5 0 b+2a≡0(mod3) c≡r(mod3) d-a≡0(mod3) 

case6 0 b≡r(mod3) c+2a≡0(mod3) d-a≡0(mod3) 

case7 a+2b≡0(mod3) 0 c-b≡0(mod3) d≡r(mod3) 

case8 a≡r(mod3) 0 c-b≡0(mod3) d+2b≡0(mod3) 

case9 a+2b≡0(mod3) 0 c≡r(mod3) d-b≡0(mod3) 

case10 a≡r(mod3) 0 c+2b≡0(mod3) d-b≡0(mod3) 

case11 a+2c≡0(mod3) b≡r(mod3) 0 d-c≡0(mod3) 

case12 a≡r(mod3) b+2c≡0(mod3) 0 d-c≡0(mod3) 

主題二: 四色球的碰撞結合研究 

令四色球數量分別為 A(a)、B(b)、C(c)、D(d) 

一、【四同分析】： a b c d r( mod 3)    ， dcba   

1. 當 0r ，我們分為[case1~12]來討論。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(1) 當 acd 3 、 bcd 3 、 abd 3 、 cbd 3 、 bad 3 、 cad 3 、 bac 3 、

abc 3 時，兩次完成操作。 
(2) 若無(1)之情形發生，由[case1]可得 acabd 2)(3  ，滿足[判斷式]，再兩次完成

操作，共三次完成操作。 
2. 當 0r ，由[case1~12]操作可得 

(1) 當 acd 3 、 bcd 3 、 abd 3 、 cbd 3 、 bad 3 、 cad 3 、 bac 3 、

abc 3 、 acd 2 、 abd 2 、 bad 2 、 bac 2 、 abc 2 、 cbd  、

cad  、 bad  、 bac  時，兩次完成操作。 
(2) 若無(1)之情形發生，[case1~12]都滿足[判斷式]，再兩次完成操作，共三次完成操作。 

 

二、【三同分析】： )3(mod1rcba  ， )3(mod2rd  ，且 21 rr   

1. 當 01 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 abc 3 、 bac 3 、 abc 2 、 bac 2 、 bac  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，由[case1]可得： 
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A(a) B(b) C(c) D(d) 次數 

0 )3(mod0ab  )3(mod02  ac  )3(mod2rd   1T  

acabd 2)(3  ，滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

(2) 當 cdba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 bac 3 、 dac 3 、 abc 3 、 dbc 3 、 abc 2 、 bac 2 、 bac 

時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，因為[case1~12]沒有必滿足[判斷式]的情形，所以用「三色球之

最佳操作法」，若有 case 滿足[判斷式]，共三次完成操作，否則取[case1~12]中所得

k 值最小者，共 4k 次完成操作。 

(3) 當 cbda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 abc 3 、 dbc 3 、 dac 3 、 bac 3 、 dab 3 、 abc 2 、 bac 

時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，由[case7]可得： 

A(a) D(d) B(b) C(c) 次數 

)3)(mod3(2 2rda   0 )3)(mod3( 2rdb   )3(mod0c  1T  

          dadbc 2)(3  ，滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

(4) 當 cbad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dac 3 、 bac 3 、 dbc 3 、 abc 3 、 dab 3 、 bac  時，兩次完

成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，由[case1]可得： 

D(d) A(a) B(b) C(c) 次數 

0 )3)(mod3( 2rda   )3)(mod3(2 2rdb   c 0(mod3) 1T  

          dbdac 2)(3  ，滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

2. 當 02 r   

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 abc 3 、 bac 3 、 acd 2 、 bad 2 、 abd 2 時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 
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A(a) B(b) C(c) D(d) 次數 

0 )3(mod0ab  )3(mod02  ac  d 0(mod3) 1T  

(2) 當 cdba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dac 3 、 bac 3 、 dbc 3 、 abc 3 、 bad 2 、 abd 2 、 dac  、

dbc  ，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) D(d) C(c) 次數 

0 )3(mod0ab  d 0(mod3) )3(mod02  ac  1T  

(3) 當 cbda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dac 3 、 bac 3 、 dbc 3 、 abc 3 、 dab 3 、 dac 2 、 dab 2 、

dbc  、 dac  、 dab  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) D(d) B(b) C(c) 次數 

0 )3(mod0d  )3(mod0ab  )3(mod02  ac  1T  

(4) 當 cbad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dac 3 、 bac 3 、 dbc 3 、 abc 3 、 dab 3 、 dbc 2 、 dac 2 、

dab 2 、 dac  、 dbc  、 dab  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

D(d) A(a) B(b) C(c) 次數 

0 )3(mod1rda   )3(mod2 1rdb   1rc  (mod3) 1T  

3. 當 11 r ， 22 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 abc 3 、 bac 3 、 bad  、 cad  、 cbd  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) C(c) D(d) 次數 

0 )3(mod0ab  )3(mod02  ac  d 2(mod3) 1T  

(2) 當 cdba  時，由[case1~12]操作可得 
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○1 當 abc 3 、 dbc 3 、 bac 3 、 dac 3 、 adc 2 、 bad  ，兩次完成

操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) D(d) C(c) 次數 

0 )3(mod1b  1ad (mod3) )3(mod02  ac  1T  

(3) 當 cbda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 abc 3 、 dbc 3 、 bac 3 、 dac 3 、 dab 3 、 adc 2 、 adb 2

時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) D(d) B(b) C(c) 次數 

0 )3(mod1ad  )3(mod1b  )3(mod02  ac  1T  

(4) 當 cbad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 bac 3 、 dac 3 、 abc 3 、 dbc 3 、 dab 3 、 adc 2 、 adb 2

時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

D(d) A(a) B(b) C(c) 次數 

0 )3(mod2da  )3(mod22  db  1c (mod3) 1T  

4. 當 21 r ， 12 r ，其分析結果與 11 r ， 22 r 相同。 

 

三、【雙二同分析】： )3(mod1rba  ， )3(mod2rdc  ，且 21 rr    

1. 當 01 r ， 12 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 acd 3 、 bcd 3 、 acd 2 、 cad  、 cbd  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，因為[case1~12]沒有必滿足[判斷式]的情形，所以用「三色球之

最佳操作法」，若有 case 滿足[判斷式]，共三次完成操作，否則取[case1~12]中所得

k 值最小者，共 4k 次完成操作。 

(2) 當 bdca  時，由[case1~12]操作可得 
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○1 當 cab 3 、 dab 3 、 acd 3 、 acd 2 、 cad  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) D(d) B(b) 次數 

0 )3(mod1ac  )3(mod12  ad  )3(mod0b  1T  

(3) 當 dbca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 acd 3 、 bcd 3 、 cab 3 、 acd 2 、 cad  、 cbd  時，兩次完

成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case7]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) B(b) D(d) 次數 

)3(mod22  ca  0 )3(mod2cb  )3(mod1d  1T  

2. 當 01 r ， 22 r ，其分析結果同 01 r ， 12 r 。 

3. 當 11 r ， 02 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 acd 3 、 bcd 3 、 bad 2 、 abd 2 、 bac 2 、 abc 2 時，兩次

完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) C(c) D(d) 次數 

0 )3(mod0ab  )3(mod0c  )3(mod22  ad  1T  

(2) 當 bdca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 acd 3 、 aad 2 、 cab  、 dab  時，兩次完

成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) D(d) B(b) 次數 

0 )3(mod2ac  )3(mod22  ad  )3(mod1b  1T  

(3) 當 dbca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 bcd 3 、 acd 3 、 cab 3 、 abd 2 、 cab 2 、 cab  時，兩次完

成操作。 
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○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) B(b) D(d) 次數 

0 )3(mod0c 0 )3(mod0ab  )3(mod22  ad  1T  

4. 當 21 r ， 02 r ，其分析結果與 11 r ， 02 r 相同。 

5. 當 11 r ， 22 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 acd 3 、 bcd 3 、 bad  、 bac  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) C(c) D(d) 次數 

0 )3(mod1b  )3(mod1ac  )3(mod12  ad  1T  

(2) 當 bdca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 acd 3 、 cab 3 、 dab 3 、 adb 2 、 acb 2 、 cad 2 、 dcb 

時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) D(d) B(b) 次數 

0 )3(mod1ac  )3(mod12  ad  )3(mod1b  1T  

(3) 當 dbca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 acd 3 、 bcd 3 、 cab 3 、 acd 2 、 acd 2 、 cad 2 、 bad 

時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) B(b) D(d) 次數 

0 )3(mod1ac  )3(mod1b  )3(mod12  ad  1T  

6. 當 21 r ， 12 r ，其分析結果與 11 r ， 22 r 相同。 

 

四、【單二同分析】： )3(mod1rba  ， )3(mod2rc  ， )3(mod3rd  ，且 21 rr  3r  

1. 當 01 r ， 12 r ， 23 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得，四色球經第一次操作後變成三色球，此時
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三色球數量分別除以 3 之餘數均為{0,1,2}(註)，故需經過一次的修正操作，將原四色

球數量分別除以 3 之餘數從{0,0,1,2}
1T

{1,1,1,0}(四色球)
2T

{0,0,0}或{1,1,1}(三色

球)，由二、【三同分析】之 2.可知，若 2T 後有兩色球數量相等，則三次完成操作，否

則四次完成操作。 

       註：定義{ 1r , 2r ,......, nr }表示 n 色球數量分別除以 3 之餘數所成的[集合]。 

(2) 當 cdba  時，分析同(1)，共三次或四次完成操作。 

(3) 當 dbca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 cad 2 ，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case7]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) B(b) D(d) 次數 

22  ca (mod3) 0 )3(mod2cb  )3(mod2d  1T  

(4) 當 cbda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 dac 2 時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case7]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) D(d) B(b) C(c) 次數 

12  da (mod3) 0 )3(mod1db  )3(mod1c  1T  

(5) 當 bdca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 cad 2 、 dcb  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case9]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) D(d) B(b) 次數 

22  ca (mod3) 0 )3(mod2d  )3(mod2cb  1T  

(6) 當 bcda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 dac 2 、 dcb  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case9]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) D(d) C(c) B(b) 次數 

12  da (mod3) 0 )3(mod1c  )3(mod1db  1T  

(7) 當 dbac  時，由[case1~12]操作可得 
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○1 當 cab 3 、 cad 2 、 cbd 2 時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

C(c) A(a)  B(b) D(d) 次數 

0 2ca (mod3) )3(mod22  cb  )3(mod2d  1T  

(8) 當 bdac  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 dcb  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

C(c) A(a)  D(d) B(b) 次數 

0 2ca (mod3) )3(mod2d  )3(mod22  cb  1T  

(9) 當 badc  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 dca  、 dcb  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

C(c) D(d) A(a) B(b) 次數 

0 2d (mod3) )3(mod2ca  )3(mod22  cb  1T  

(10) 當 cbad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dbc 2 、 dac 2 時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

D(d) A(a) B(b) C(c) 次數 

0 1da (mod3) )3(mod12  db  )3(mod1c  1T  

(11) 當 bcad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 dac 2 、 dcb  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

D(d) A(a) C(c) B(b) 次數 

0 1da (mod3) )3(mod1c  )3(mod12  db  1T  

(12) 當 bacd  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dca  、 dcb  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 
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D(d) C(c) A(a)  B(b) 次數 

0 )3(mod1c  1da (mod3) )3(mod12  db  1T  

2. 當 11 r ， 02 r ， 23 r  

(1) 當 dcba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 bac 2 、 abc 2 、 acd 2 、 bad  ，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) C(c) D(d) 次數 

0 )3(mod0ab  0c (mod3) )3(mod12  ad  1T  

(2) 當 cdba  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 abc 2 、 bac 2 、 dac  、 dbc  、 bad  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) B(b) D(d) C(c) 次數 

0 )3(mod1b  )3(mod1ad  )3(mod22  ac  1T  

(3) 當 dbca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 cab 2 、 acd 2 、 cab  、 bad  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) C(c) B(b) D(d) 次數 

0 0c (mod3) )3(mod0ab  )3(mod12  ad  1T  

(4) 當 cbda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 abc 2 、 adb 2 、 dbc  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) D(d) B(b) C(c) 次數 

0 )3(mod1ad  )3(mod1b  )3(mod22  ac  1T  

(5) 當 bdca  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 cab 3 、 adb 2 、 cab 2 、 acd 2 、 cab  時，兩次

完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 
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A(a) C(c) D(d) B(b) 次數 

0 )3(mod2ac  )3(mod2d  )3(mod02  ab  1T  

(6) 當 bcda  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 cab 3 、 adb 2 、 dac  、 cab  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

A(a) D(d) C(c) B(b) 次數 

0 )3(mod2d  )3(mod2ac  )3(mod02  ab  1T  

(7) 當 dbac  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 cab 2 、 acd 2 、 cad  、 cab  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

C(c) A(a) B(b) D(d) 次數 

0 )3(mod1ca  )3(mod12  cb  )3(mod2d  1T  

(8) 當 bdac  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 cab 2 、 acd 2 、 cab  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，因為[case1~12]沒有必滿足[判斷式]的情形，所以用「三色球之

最佳操作法」，若有 case 滿足[判斷式]，共三次完成操作，否則取[case1~12]中所得

k 值最小者，共 4k 次完成操作。 

(9) 當 badc  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 cab 3 、 dab 3 、 cab 2 、 dcb 2 、 dca 2 、 cab  時，兩次完

成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，因為[case1~12]沒有必滿足[判斷式]的情形，所以用「三色球之

最佳操作法」，若有 case 滿足[判斷式]，共三次完成操作，否則取[case1~12]中所得

k 值最小者，共 4k 次完成操作。 

(10) 當 cbad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 adb 2 、 dbc  、 dac  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case1]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 
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D(d) A(a) B(b) C(c) 次數 

0 )3(mod2da  )3(mod22  db  )3(mod0c  1T  

(11) 當 bcad  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 cab 3 、 dcb 2 、 adb 2 、 dac  、 cab  時，兩次完

成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case4]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

D(d) A(a) C(c) B(b) 次數 

0 )3(mod1a  )3(mod1dc  )3(mod22  db  1T  

(12) 當 bacd  時，由[case1~12]操作可得 

○1 當 dab 3 、 cab 3 、 dcb 2 、 dca 2 、 cab  時，兩次完成操作。 

○2 若無○1 之情況發生，[case2]滿足[判斷式]，共三次完成操作。 

D(d) C(c) A(a) B(b) 次數 

0 )3(mod1dc  )3(mod1a  )3(mod22  db  1T  

3. 當 21 r ， 02 r ， 13 r ，其分析結果與 11 r ， 02 r ， 23 r 相同。 

五、【四色球討論】：利用上述結論，我們分成幾種情況討論： 

1. 四色球可二次完成操作發生在有兩色球數量之差為另一色球數量之 3 倍，2 倍或 1 倍時。 

2. (1)當① )3(mod0 cba ， )3(modrd  ，r0，且 cdba   

② )3(mod0ba ， )3(modrdc  ，r0，且 dcba   

         ③ )3(mod1rba  ， )3(mod0c ， )3(mod3rd  ， 1r 3r 0 ，且 bdac   

         ④ )3(mod1rba  ， )3(mod0c ， )3(mod3rd  ， 1r 3r 0 ，且 badc   

[case1~12]中若有任意二色球數量相等，二次完成操作；若無上述情形，用「三色球

之最佳操作法」，若有 case 滿足[判斷式]，共三次完成操作；否則取[case1~12]中所得

k 值最小者，共 4k 次完成操作。 

(2)當① )3(mod0ba ， )3(mod1c ， )3(mod2d ，且 dcba   

     ② )3(mod0ba ， )3(mod1c ， )3(mod2d ，且 cdba   

先經過一次操作變為 )3(mod1 cba ， )3(mod0d ，共 3 次或 4 次完成操作。 
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(3)除了(1)(2)中的情形之外其餘四色球碰撞的操作皆 2 次或 3 次完成操作。 

3. (1) )3(mod1 cba ， )3(mod2d 與 )3(mod2 cba ， )3(mod1d 操作結果相同。 

(2) )3(mod0ba ， )3(mod2dc 與 )3(mod0ba ， )3(mod1dc 操作結果相同。 

(3) )3(mod1ba ， )3(mod0c ， )3(mod2d 與 )3(mod2ba ， )3(mod0c ，

)3(mod1d 操作結果相同。 

4. 四色球碰撞操作必有解。 

主題三: n(n5)色球的碰撞結合研究 

研究一： 

從上面的研究得知，為了要完成最少操作次數，則要注意下面兩原則： 

[原則一]：當 n 色球操作成 3 色球，須存在有解情況，即不能﹛0,1,2﹜。 

[原則二]：以最少操作次數，讓 n 色球變成三色球。 

（1）四色球的研究，可知必能將 n(n5)色球操作到符合[原則一]，即 n5 之操作必有解。 

（2）由[原則二]可知，當 n(n5)色球存在兩種以上的顏色球，其數量相等，則優先考慮操作。

如此每經一次操作可將顏色球數量少 2 種。我們將此情況寫成：「對於 n (n5)色球，當

存在兩種以上的顏色球，其數量相等。」我們稱此為【特別性原則】；反之，若 n (n5)

色球，不存在【特別性原則】，則稱為【一般性原則】。 

【最少操作策略】： 

  利用這些原則，我們寫出 n(n5)色球的「最少操作策略」，其步驟如下： 

1. 優先處理【特別性原則】，直到無【特別性原則】。(令<步驟1>經過 1p 次操作) 

2. 從【一般性原則】中，造出【特別性原則】。(令<步驟2>經過 1q 次操作) 

3. 再處理2.中的【特別性原則】，直到無【特別性原則】。(令<步驟3>經過 2p 次操作) 

4. 步驟3完成後，剩【一般性原則】，再造出【特別性原則】。(令<步驟4>經過 2q 次操作) 

5. 重複這些過程，(令<步驟5>經過 3p ＋ 3q ＋ 4p ＋ 4q ＋…＋ tp 次之操作)直到無法再創出【特

別性原則】。此時剩下 )]...()...(2[ 12121  tt qqqpppnm 色球。對照[例題5-1] 

6. 將m種色球再經過(m-4)次操作至剩下四色球(需儘量避免形成五、【四色球討論】中2.之(1) 

(2)情形)，再經一次操作變成三色球，利用「三色球之最佳操作法」完成操作，可得「最

少操作次數」。 
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伍、結論 

(一) 【性質一】：無論經過幾次操作，任意兩色球數量之差除以3的餘數恆不變。 

(二) 【性質二】：若A(a)、B(b)、C(c)，且a 1r (mod3)，b 2r (mod3)，c 3r (mod3)， 1r  2r  3r ，

則無解。 

(三) 【性質三】：若A(a)、B(b)、C(c)，且(b-c)0 )3(mod ，我們可以確定有解，且可操作完成

在A做結束，但要先使B、C兩堆的數量相等。 

(四) 令A(a)、B(b)、C(c)，abc，當bc(mod3)，且 bcba 3 時，再兩次可完成操作，稱

研究二： 
若有 n )5( n 種不同顏色的變色球，每種顏色的球各 m 顆，則 (1)當 n 為奇數時，最少操作

次數為
2

1n
；(2)當 n 為偶數時，最少操作次數為

2
n

。其證明如下： 

 1. 若 n 為奇數(設 n=2k+1，k 為大於 1 之正整數)，令 m=1，其操作過程為：

,1](1,1)..,(1,1),....,)1,1([
k

  
組

,3](1,1)..,(1,1),....[0,0,
1-k

T1

  
組

 ,5](1,1)..,(1,1),....[0,0,0,0,
2-k

T2

  
組

 …    

]1k2,0,0,......,0,0,0[kT  共 k 次完成操作 ∵
2

1


n
k  ∴

2
1-n

次為最少操作次數。    

 2. 若 n 為偶數(設 n=2k，k 為大於 2 之正整數)，令 m=1，其操作過程為：

,1,1](1,1)..,(1,1),....,)1,1([
1-k

  
組

,1,3](1,1)..,(1,1),....[0,0,
2-k

T1

  
組

 ,3,3](1,1)..,(1,1),....[0,0,0,0,
3-k

T2

  
組



,0,0](1,1)..,(1,1),....[6,0,0,0,
3-k

T3

  
組

 … ]0,0,......,0,0,k2[kT 共 k 次完成操作 ∵
2
n

k   

∴
2
n

k  次為最少操作次數。 

 

[例題 5-1]  

A(10) B(10) C(20) D(50) E(90) F(150) G(210) H(330) 次數 

0 0 40 50 90 150 210 330 1T  

0 0 0 50 50 230 210 330 2T  

0 0 0 0 0 330 210 330 3T  

0 0 0 0 0 0 870 0 4T  
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此為[判斷式]。當 )3(modcba  時，必滿足[判斷式]。  

(五) 當 bc(mod3)， cba 3 且 a＜b＜c，先代[公式一]：
ba
cbak

2
2 2




 (k 取最小偶數值) 

 1. 當 1< 22
2




ba
cba

，則無需代[公式二] 。 0k ，即三次完成操作。 

 2. 當 nn

ba
cba 212 2

2
2 




 ( n 為大於 1 的正整數)，無需代[公式二]，取[公式一]所得的 k

值， 3k 次為最少操作次數。 

 3. 當 122 2
2

2 



 nn

ba
cba

( n 為正整數)，需代[公式二]，取[公式一]、[公式二]之 k 值較

小者，得 3k 次為最少操作次數。 

(六) 當 bc(mod3)， cba 3 且 b＜a＜c，先代[公式二]：
ab

cbak

2
2 2




 (k 取最小奇數值)  

 1. 當 122 2
2

2 



 nn

ab
cba

( n 為正整數)，無需代[公式一]，取[公式二]所得的 k 值， 3k

次為最少操作次數。 

 2. 當 1< 22
2




ab

cba
，需代[公式一] ，取[公式一]、[公式二]之 k 值較小者，得 3k 次

為最少操作次數。 

 3. 當 nn

ab
cba 212 2

2
2 




 ( n 為大於 1 的正整數)，需代[公式一]，取[公式一]、[公式二]

之 k 值較小者，得 3k 次為最少操作次數。 

p.s：我們用三色球的研究結果做了一個電腦數學遊戲。(網址：http://163.20.16.6/3ball/index.htm) 

(七) 四色球可二次完成操作發生在有兩色球數量之差為另一色球數量之3倍，2倍或1倍時。 

(八) 1.當(1) )3(mod0 cba ， )3(modrd  ，r0，且 cdba   

       (2) )3(mod0ba ， )3(modrdc  ，r0，且 dcba   

       (3) )3(mod1rba  ， )3(mod0c ， )3(mod3rd  ， 1r 3r 0 ，且 bdac   

       (4) )3(mod1rba  ， )3(mod0c ， )3(mod3rd  ， 1r 3r 0 ，且 badc   

[case1~12]中若有任意二色球數量相等，二次完成操作；若無上述情形，用「三色球

之最佳操作法」，若有 case 滿足[判斷式]，共三次完成操作；否則取[case1~12]中所得
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k 值最小者，共 4k 次完成操作。 

2.當(1) )3(mod0ba ， )3(mod1c ， )3(mod2d ，且 dcba   

   (2) )3(mod0ba ， )3(mod1c ， )3(mod2d ，且 cdba   

  先經過一次操作變為 )3(mod1 cba ， )3(mod0d ，共 3 次或 4 次完成操作。 

3.除了 1. 2.中的情形之外其餘四色球碰撞的操作皆 2 次或 3 次完成操作。   

(九) 1. )3(mod1 cba ， )3(mod2d 與 )3(mod2 cba ， )3(mod1d 操作結果相同。 

2. )3(mod0ba ， )3(mod2dc 與 )3(mod0ba ， )3(mod1dc 操作結果相同。 

    3. )3(mod1ba ， )3(mod0c ， )3(mod2d 與 )3(mod2ba ， )3(mod0c ，  

       )3(mod1d 操作結果相同。 

(十) 四色球碰撞操作必有解。 

(十一) 當n( 5n )色球之操作須符合「最少操作策略」，最後完成「最少操作次數」。當五色           

球要操作變為四色球時，需盡量避免變成(八)之1. 2之情形，以免增加操作次數。 

(十二) 若有 )5( nn 種不同顏色的變色球，每種顏色的球各m顆，則 (1)當n為奇數時，最少

操作次數為
2

1n
 (2)當n為偶數時，最少操作次數為

2
n

。 

陸、未來的展望 

    我們未來的目標是將四色球與 n 色球都製作成遊戲介面，甚至訂定新的遊戲規則(例如將

三種不同顏色的色球等量碰撞可變成另一種色球)，希望變色球遊戲可以成為受學生喜愛的電

腦數學遊戲。 

柒、參考資料與其他 

 

 

 

 

 



【評  語】 030410 變色球遊戲的探討 

透過一些簡單的分析以及數字變化的原則的刻畫，給出了解決問題的

一般化的方式。雖然不是很困難的問題，但能注意到變化的規律並加

以運用，可說已掌握了分析一般數學問題的基本技巧，是很不錯的作

品。美中不足的是關於四色以上的分析，並未指明球色變化的規則。

任意指定自已希望變化的球色不是很恰當的作法。如果能在做進一步

的推廣前，先對問題做清楚的定義會更好。   
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