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壹、 摘要 
三角形有角(angle)、邊(side)、高(height)、中線(median)以及內角平分線(angle bisector)

各 3 個，總共 15 個條件，從其中任取 3 個，有 95 種不同的組合。研究中應用尺規作圖與國

中所學的幾何性質，可以作出所有不含內角平分線的 48 種組合的三角形，含內角平分線的

47 種組合中，只作出 9 種，共作出 57 種組合的三角形。 

作出的組合中，有 27 種組合的三角形是唯一的，不唯一的組合中，有 16 種條件中只包

含一個角，而當這個角為直角時，有 15 種的三角形會變成唯一。也就是說，研究中找到 27
個三角形全等條件以及 15 個特殊的全等條件。 

貳、 研究動機 

百世盃數學競賽的歷屆試題中，有一題作圖題是：「已知 ABCΔ 之中，BC 邊長為l，兩中線 BE、

CF 長為m、n，求作此 ABCΔ 。」。做這一題的時候，我聯想到了數學課本上講解三角形全等

性質時，提到的〝SSS〞、〝SAS〞以及〝ASA〞尺規作圖，但是課本上這部分所教授的內容並

不足以解決這道作圖題。在請教老師如何解題後，老師隨口問的問題：「如果題目給的不是中

線而是高，要怎麼作呢？」，讓我們發現了一個值得探索的數學世界。 

參、 研究目的 
三角形當中，除了 3 個邊和 3 個角之外，國中課程裡學到的還有 3 個高、3 條中線以及

3 條內角平分線。我們想探討的是：如果已知三角形這 15 個條件之中任 3 個，是否可以利用

國中所學的幾何性質與尺規作圖的方法，作出這個三角形。 

肆、 研究設備 
筆、紙、直尺、圓規、電腦、動態幾何繪圖軟體（GSP）。 

伍、 研究過程與方法 
一、 符號定義： 

英文的角是 Angle、邊是 Side，所以課本上用 A 代表角、S 代表邊。依此原則，高

是 Height、中線是 Median、角平分線是

Angel Bisector，所以用 H、M、B 來代表

高、中線、內角平分線。 

研究中將這 5 種性質 15 個條件分作

左中右三群（右圖），書寫時按照左中右；

A、S、B、H、M 的順序排列。有 2 或 3
個條件在同一群時放在中群，以底線連接

表示之。 

依照上述規則，15 個條件中任取三

個，可分為三類組合： 

SS

S H

H
H

B

BB

M

MM

A

AA

中群

左群 右群
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1. 三個條件為同一性質： 

AAA、SSS、BBB、HHH、MMM 共 5 種。 

2. 有二個條件為同一性質： 

ASA、ASA、ABA、ABA、AHA、AHA、AMA、AMA、SAS、ASS、SBS、SBS、SHS、

SHS、SMS、SMS、BAB、ABB、BSB、SBB、BMB、BMB、BHB、BHB、HAH、

AHH、HSH、SHH、HBH、BHH、HMH、HMH、MAM、AMM、MSM、SMM、

MBM、BMM、MHM、HMM共 40 種。 

3. 三個條件皆為不同性質： 

ASB、ASB、ABS、SBA、ASB、ASH、ASH、AHS、SHA、ASH、ASM、ASM、AMS、

SMA、ASM、ABH、ABH、AHB、BHA、ABH、ABM、ABM、AMB、BMA、ABM、

AHM、AHM、AMH、HMA、AHM、SBH、SBH、SHB、BHS、SBH、SBM、SBM、

SMB、BMS、SBM、SHM、SHM、SMH、HMS、SHM、BHM、BHM、BMH、HMB、

BHM共 50 種。 

二、 幾何性質： 

1. 三角形中點連線性質： 
ABCΔ 中 D、E 分別為 AB 、 AC 中點，則 DE ∥ BC 且平分 BC 上的高 AH 。 

2. 三角形重心性質： 
ABCΔ 三中線 AD 、 BE、CF 交於Ｇ（重心），則 AG：GD ＝ BG ：GE ＝ CG ：

GF ＝2：1。 

3. 三角形相似條件： 
SSS 相似，SAS 相似，AA 相似。 

4. 平行線性質： 
平行線距離相等，同位角相等，內錯角相等，同側內角互補。 

5. 平行四邊形性質： 
平行四邊形對邊等長，對角相等，鄰角互補，對

角線互相平分。 

D CB

A

母子性質

6. 直角三角形的母子性質： 
ABCΔ 中，∠BAC=90°，AD ⊥ BC 於 D，則 ABCΔ

～ ～ ，DBAΔ DACΔ BD ： AD ＝ AD ： DC  

7. 圓心角與圓周角： 
圓心角＝圓周角×2，半圓的圓周角等於 90°。 

O'
OP

弦中點圖形

8. 圓內接四邊形： 
圓內接四邊形對角互補。 

9. 弦中點圖形： 
若 P 在圓 O 上，圓 O 中以 P 為一端點的所有弦的中

點形成一個圓，OP 恰為此圓之直徑。 
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三、 尺規作圖： 

1. 基本作圖： 
等線段作圖、等角作圖、中垂線作圖、角平分線作圖、過線外(上)一點作垂線、

過線外(上)一點作平行線。 

2. 三角形作圖： 
SSS、SAS、RHS、以及 ASA（AAS）作圖。 

3. n 等分已知線段： 
利用平行線所截線段成比例的性質，將已知線段平分成 n 等分。 

4. 三角形的放大與縮小： 
利用平行線與三角形 AA 相似的性質，將三角形任意放大或縮小。 
以下圖為例：先作 AD ∥ '' DA ，再作 AB ∥ '' BA 、 AC ∥ ''CA ，就可以 AD 為基

準將 縮放至想要的''' CBAΔ ABCΔ 。 

5. 三角形外接圓： 
已知三角形一邊與對角，作外接圓。 
取 BC 中點 D，向上作 ，∠BDO＝90°，∠BOD＝∠A，若∠A＞90°則向下

作∠BOD＝180°－∠A。以 O 為圓心，

BDOΔ
OB 為半徑作圓 O。 

圓 O 即為 ABCΔ 的外接圓，A 點在 BC 上方圓周上。 
 
 

A

O

D CBB C

A

D' DB' C'

A'

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                三角形的放大與縮小 
 

陸、 研究結果 
幾何作圖常常會有多種的作法，所以以下的作法並非唯一的作法。 

一、 三條件皆為同一種性質： 

1. AAA、SSS： 
參照教科書即可作出。 
（AAA 有無限多解） 

2. HHH： 

【性質】：三高 、 、 ，則邊長比為aH bH cH
aH

1
：

bH
1

：
cH

1
。 
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【作法】： 

(1) 利用母子性質可得 Y＝
b

a

H
H 2

（下圖）、同法可得 Z＝
c

a

H
H 2

。 

(2) 以 、Y、Z 為三邊作 。 aH ''' CBAΔ
(3) 任取一高作為基準，縮放即可得 ABCΔ 。 
 
 
 
 
 
 
 
 

HaZ Y

Ha CB

A
A'

C'B'

HHH

YHb

Ha

D CB

A

3. MMM： 
【性質】：重心性質。 
【作法】： 

2/3 M
2/3 M

2/3 M

H

G

F E

B C

A
MMM

(1) 以
3
2 M、

3
2 M、

3
2 M 為三邊，作 BHGΔ 。 

(2) 作平行四邊形 BHCG。 
(3) 在 HG 上取GA＝GH ， ABCΔ 即為所求。 
 

4. 未解出： 
BBB。 

二、 有兩條件為同一種性質： 

1. ASA、ASA、ABA、ABA、AHA、AHA、AMA、AMA： 
【性質】：三角形放大縮小。 
【作法】： 

(1) 以已知二角作 。 ''' CBAΔ
(2) 以第三個條件為基準，放大或縮小即可得 ABCΔ 。 

2. SAS、ASS： 
參照教科書即可作出。 
（ASS就是課本中的ASS，有二解。） 
 

3. SHS： 
【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

SSH

L

M

CC'B

A
SHS

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 M 上取 A，作 AB ＝S 交 L 於 B。 
(3) 作 AC ＝另一個 S 交 L 於 C， ABCΔ 即

為所求。 
（或作 'AC ＝S 交 L 於 C’，有二解。） 
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4. SHS： 

S

S

M

L

H

C' C

BA

SHS
【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

(1) 同 3－(1)。 
(2) 在 L 上取 A、 AB ＝S， 
(3) 作 AC ＝另一個 S 交 M 於 C， ABCΔ 即為所

求。 
（或作 'AC ＝S 交 M 於 C’，有二解。） 
 

M

M

S

S

S

D

CB

ASMS
5. SMS： 
【性質】：平行四邊形對角線互相平分。 
【作法】： 

(1) 以 S、2M、另一個 S 為三邊，作 ABDΔ 。 
(2) 作平行四邊形 ABCD。 
(3) 連 AC ， 即為所求。 ABCΔ
 

MS

1/2 S
D

A

B C

SM S
6. SMS： 
【性質】：中線定義。 
【作法】： 

(1) 作 BC ＝S，取中點 D。 
(2) 作 BA ＝另一個 S、DA ＝M 相交於 A， ABCΔ

即為所求。 
 

7. HAH： 
【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

H

NN'

L

M

H

CC' A

B
HAH

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 以 L 為一邊，作∠A＝A，另一邊交 M

於 B。 
(3) 作 N 平行 AB，距離另一個 H 交 L 於

C， AΔ 為所求。 BC即

（或作 N’ 交 L 於 C’，有二解。） 

8. AHH： 
【性質】：平行線距離相等、半圓的圓周角。 
【作法】： 

H

M

L

H

CC'

D
D'

B

A

HAH

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 以 L 為一邊，作∠A＝A，另一邊交 M 於 B。

AB 為直徑作圓。 
(3) A 為圓心，另一個 H 為半徑作圓，交前圓

於 D、D’。 
(4) 作 BD 交 L 於 C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 'BD 交 L 於 C’，有二解。） 

 5



9. HSH： 

 6

【性質】：半圓的圓周角。 
【作法】： 

(1) 作 AB ＝S，以 AB 為直徑作圓。 
(2) 取 AD ＝H 交前圓於 D，作 BD 。 
(3) B 為圓心，另一個 H 為半徑作圓交前圓於 E、E’。 

H
H
S

C'

C

E'

E
D

BA

HSH

H
L

M

H

C C'

D'

D

SA B

SHH

(4) 作 AE 交 BD 於 C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 'AE 交 BD 於 C’，有二解。） 

10. SHH： 
【性質】：平行線距離相等、半圓的圓周角。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 AB ＝S，以 AB 為直徑作圓。 
(3) 以 A 為圓心，另一個 H 為半徑作圓，交前

圓於 D、D’。 
(4) 作 BD 交 M 於 C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 'BD 交 M 於 C’，有二解。） 

11. HMH： 
【性質】：中點連線平分高、半圓的圓周角。 
【作法】： 

1/2H

M
L

N

M H

C'

B'

C

B

E'

E D

A

HMH(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，作 AD ＝M 交 M 於 D，

以 AD 為直徑作圓。 
(3) 以 D 為圓心，另一個 H 為直徑作

圓，交前圓於 E、E’。 
(4) 作 AE 交 N 於 B，作 BD 交 L 於 C，

即為所求 ABCΔ

（或作 AE 交 N 於 B’，作 DB' 交 L 於 C’，有二解。） 

12. HMH： 
【性質】：中點連線平分高、半圓的圓周角。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，作 AD ＝M 交 M 於 D，

以 AD 為直徑作圓。 
(3) 以 A 為圓心，另一個 H 為半徑畫弧，

交前圓於 E、E’。 
(4) 作 DE 交 N 於 B、交 L 於 C， ABCΔ 即

為所求。 
（或作 'DE 交 N 於 B’、交 L 於 C’，有二解。） 

H
M

M

L

N

H

B'

C'

E'

B

C

E
D

A

HMH



13. MAM： 
【性質】：三角形外接圓、重心位置。 
【作法】： 

1/3 M
1/3 M

C'

C

A'

A

F'

F

G

O

DB
E

MAM
(1) 作 BE ＝M，取中點 D、 EG ＝

3
1 BE 。 

(2) 向上作 BDOΔ ∠BDO＝90°，∠
BOD＝∠A。 

（∠A＞90°則向下作∠BOD＝180°

－∠A） 
(3) 以 O 為圓心，OB 為半徑作圓

O。 
(4) 以OB 為直徑作圓。 

(5) 作GF ＝
3
1

另一個 M 交前圓於 F、F’。 

(6) 作 BF 交圓 O 於 A，在 AE 取 EC ＝ EA ， ABCΔ 即為所求。 
（或作 'BF 交圓 O 於 A’，在 EA' 取 'EC ＝ 'EA ，有二解。） 

14. AMM： 
【性質】：三角形外接圓、重心位置。 
【作法】： 

(1) 作 BE ＝M，取中點 D、 EG ＝

3
1 BE 。 

2/3 M

1/3 M

C'

A'

G

C

A

O

D
EB

AMM

(2) 向上作 BDOΔ ∠BDO＝90°，∠
BOD＝∠A。（∠A＞90°則向下作

∠BOD＝180°－∠A） 
(3) 以 O 為圓心，OB 為半徑作圓 O。 

(4) 向上取GA＝
3
2

另一個 M 交圓 O

於 A、A’。 
(5) 在 AE 上取 EC ＝ EA ， ABCΔ 即為所求。 
（或在 EA' 上取 'EC ＝ 'EA ，有二解。） 

15. MSM： 
【性質】：重心位置。 
【作法】： 

2/3 M 2/3 M

S

G
EF

CB

AMSM(1) 以
3
2 M、S、

3
2

另一個 M 為三邊，作 GBCΔ 。 

(2) 在 BG 上取GE ＝
2
1 BG ，CG 上取GF ＝

2
1 CG 。 

(3) 作 BF 、CE 相交於 A， ABCΔ 即為所求。 
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16. SMM： 

2/3 M 1/3 M
1/2 S

G

D CB

A
MSM【性質】：重心位置。 

【作法】： 
(1) 作 BC ＝S，取 BC 中點 D。 

(2) 以
3
2 M、

2
1 S、

3
1

另一個 M 為三邊，作 GBDΔ 。 

(3) 在 DG 上取GA＝2 DG ， ABCΔ 即為所求。 

17. MHM： 
【性質】：中點連線平分高、重心位置、半圓的圓周角。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

2/3M2/3 M

N

M

L

H

C'

E'

C

E

B' B

G

D

A

MHM

(2) 在 L 上取 A，作 AD ＝M 交 M 於

D，取 AG ＝
3
2 AD 。 

(3) 以 G 為圓心，
3
2

另一個 M 為半徑

作圓交 L 於 B、B’。 
(4) 作 BG 交 M 於 E，作 AE 交 N 於

C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 GB' 交 M 於 E’，作 'AE 交 N 於 C’，有二解。） 

18. HMM： 
【性質】：中點連線平分高、重心位置。 
【作法】： 

2/3 M

2/3 M

M

L

N

H

G

C

D

A

B
HMM

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，作 AD ＝M 交 M 於 D，取 AG

＝
3
2 AD 。 

(3) 作GB ＝
3
2

另一個 M 交 N 於 B，作 B L

於 C， ABCΔ 為所求。 

D 交

即

19. 未解出： 
SBS、SBS、BAB、ABB、BSB、SBB、BMB、BMB、BHB、BHB、HBH、BHH、

MBM、BMM。 

三、 三條件皆為不同性質： 

S

L

M

H

A C

B
ASH

1. ASH： 
【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作∠A＝A，另一邊

交 M 於 B。 
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(3) AB 恰為 S，在 L 上任取 C， ABCΔ 即為所求。 
（無限多解。） 

2. ASH： 

S

M

L

H

C'

B

CA

ASH
【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作∠A＝A，另

一邊交 M 於 B。 
(3) 作 BC ＝S 交 L 於 C， ABCΔ 即為所求。 
（或作 'BC ＝S 交 L 於 C’，有二解。） 

3. AHS： 

S

L

M

H

C' CB

A
SAH

【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 M 上取 A，作 AB ＝S 交 L 於 B。 
(3) 作∠BAC＝A 交 L 於 C， ABCΔ 即為所求。 
（或作∠BAC’＝A 交 L 於 C’，有二解。） 

4. SHA： 

S

M

L

H

C

BA

ASH
【性質】：平行線距離相等。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 AB ＝S。 
(3) 作∠BAC＝A 交 M 於 C， ABCΔ 即為所求。 

5. ASH： 
【性質】：三角形外接圓、平行線距離相等。 
【作法】： 

L

H

1/2 S

A

O

E

DB C

ASH

(1) 作 BC ＝S，取中點 D。 
(2) 向上作三角形 BDO，∠BDO＝90°，∠BOD＝

∠A。 
（∠A＞90°則向下作∠BOD＝180°－∠A） 
(3) 以 O 為圓心，OB 為半徑作圓。 
(4) 在OD 上取 DE ＝H，過 E 作 L∥ BC 交圓 O

於 A， 即為所求。 ABCΔ

6. ASM： 
【性質】：中線定義。 
【作法】： 

MS

Q

P

CC' EE'

B

A

ASM
(1) 作∠PAQ＝A，在 AP 取 AB ＝S。 
(2) 作 BE ＝M，交 AQ 於 E、E’。 

(3) 在 AQ 上取 EC ＝ EA， ABCΔ 即為所求。 
（或取 ''CE ＝ AE ' ， 有二解。） 

 9



7. ASM： 
【性質】：三角形外接圓、弦中點圖形。 
【作法】： 

M

1/2 S

A

E'

E

O

DB C

MAS

(1) 作 BC ＝S，取中點 D。 
(2) 向上作三角形 BDO，∠BDO＝90°，∠BOD＝∠

A。 
（∠A＞90°則向下作∠BOD＝180°－∠A） 
(3) 以 O 為圓心，OB 為半徑作圓。 
(4) 以CO 為直徑作圓。 
(5) 以 B 為圓心，M 為半徑作弧，交前圓於 E、E’。 
(6) 作CE 交圓 O 於 A， 即為所求。 ABCΔ
 

8. AMS： 
【性質】：中點連線平分高、平行線距

離相等、中線定義。 

M

L

1/2 S

Q

P

CC'

DD'
F

B

A

SAM【作法】： 
(1) 作∠PAQ＝A，在 AP 取 AB ＝S。 
(2) 取 AB 中點 F，過 F 作 L 平行

AQ 。 
(3) 作 AD ＝M 交 L 於 D、D’。 
(4) 作 BD 交 AQ 於 C， 即為所

求。 
ABCΔ

（或作 'BD 交 AQ 於 C’，有二解。） 

9. SMA： 

M

1/2 S P

C'

F

C

A B

QSMA【性質】：中線定義。 
【作法】： 

(1) 作∠PAQ＝A，在 AP 取 AB ＝S。 
(2) 取 AB 中點 F，作 FC ＝M 交 AQ 於

C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 'FC ＝M 交 AQ 於 C’，有二解。） 
 

M

1/2 S

A

O

DB C

ASM10. ASM： 
【性質】：三角形外接圓、中線定義。 
【作法】： 

(1) 作 BC ＝S，取中點 D。 
(2) 向上作三角形 BDO，∠BDO＝90°，∠BOD＝

∠A。 
（∠A＞90°則向下作∠BOD＝180°－∠A） 
(3) 以 O 為圓心，OB 為半徑作圓。 
(4) 作 AD ＝M 交圓 O 於 A， ABCΔ 即為所求。 
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11. AHM： 
【性質】：中點連線平分高、中線定義。 
【作法】： 

M

M

N

L

H F

CC'

B

A

AHM

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作∠A＝A，另一

邊交 M 於 F、交 N 於 B。 
(3) 作 FC ＝M 交 L 於 C， ABCΔ 即為所求。 
（或作＝M 交 L 於 C’，有二解。） 

12. AHM： 
【性質】：中點連線平分高、三角形外接圓。 
【作法】： 

1/2 M

M

N

L

H

C C'

A' A

O

D

E

B

MAH
(1) 作平行線 L、M、N 距離

2
1 H。 

(2) 在 L 上取 B，作 BE ＝M 交 M 於 E，

取中點 D。 
(3) 向上作三角形 BDO，∠BDO＝90°，

∠BOD＝∠A。 
（∠A＞90°則向下作∠BOD＝180°－

∠A） 
(4) 以 O 為圓心，OB 為半徑作圓，交 N 於 A、A’。 
(5) 作 AE 交 L 於 C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 EA' 交 L 於 C’，有二解。） 

13. AMH： 
【性質】：中點連線平分高、中線定義。 
【作法】： 

M

M

N

L

H

C

B

D

A

HAM

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作∠A＝A，另一

邊交 M 於 F、交 N 於 B。 
(3) 作 AD ＝M 交 M 於 D。 
(4) 作 BD 交 L 於 C， 即為所求。 ABCΔ

14. HMA： 
【性質】：平行線距離相等、中線定義。 
【作法】： 

M

M

L

H

CC' EE'

B

A

AHM(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作∠A＝A，

另一邊交 M 於 B。 
(3) 作 BE ＝M 交 L 於 E、E’。 
(4) 在 L 上取 EC ＝ EA， ABCΔ 即為所求。 
（或取 ''CE ＝ AE ' ，有二解。） 
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15. AHM： 
【性質】：平行四邊形對角線互相平分、鄰角互補，三角形外接圓。 
【作法】： 

HM

C B
O

A

HD

AHM(1) 作 AHDΔ ， AH ＝H、 AD ＝M、∠AHD＝

90°。 
(2) 向 H 反方向作 ，∠ADO＝90°、∠

AOD＝∠A。 
ADOΔ

（∠A＞90°則向 H 方向作 ADOΔ ，∠AOD＝

180°－∠A。） 
(3) 以 O 為圓心，OA為半徑作圓，交 DH 於

B。 
(4) 在 DH 上取 DC ＝ DB ， ABCΔ 即為所求。 

16. SHM： 
【性質】：中點連線平分高、中線定義。 
【作法】： 

S M

M

N

L

H

C'C

B' B

D

A

SHM

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，作 AD 交 M 於 D。 
(3) 作 AB ＝S 交 N 於 B、B’。 
(4) 作 BD 交 L 於 C， 即為所求。 ABCΔ

（或作 DB' 交 L 於 C’，有二解。） 
 

17. SHM： 

M

S

M

N

L

H

A' A

E' E

CB

MSH【性質】：中點連線平分高、中線定義。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 BC ＝S，作 BE 交 M 於 E、

E’。 
(3) 作CE 交 N 於 A， 即為所求。 ABCΔ

（或作 'CE 交 N 於 A’，有二解。） 
 

18. SMH： 
【性質】：中點連線平分高、中線定義。 
【作法】： 

M
S

M

N

L

H

C' C

F

B

A

HSM

(1) 作平行線 L、M、N 距離
2
1 H。 

(2) 在 L 上取 A，作 AB ＝S 交 N 於 B、交 M
於 F。 

(3) 作 FC ＝M 交 L 於 C、C’， ABCΔ 即為所

求。 
（或作 'FC ＝M 交 L 於 C’，有二解。） 
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19. HMS： 

MS H

C' CD' D

A

HB

SHM
【性質】：高、中線定義。 
【作法】： 

(1) 作三角形 AHB， AH ＝H、 AB ＝S、

∠AHB＝90°。 
(2) 作 AD ＝M，交 BH 於 D、D’。 
(3) 在 BH 上取 DC ＝ DB， ABCΔ 即為所

求。 
（或取 ''CD ＝ BD' ，有二解。） 

20. SHM： 

M

1/2 S

M

L

H

C

F BA

SHM
【性質】：平行線距離相等、中線定義。 
【作法】： 

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 A，在 L 上作 AB ＝S，取中

點 F。 
(3) 作 FC ＝M，交 M 於 C， ABCΔ 即為所

求。 

21. ASB： 

S B

P

Q

B

E' E CC'A

ASB【性質】：角平分線定義。 
【作法】： 

(1) 作∠PAQ＝A，在 AP 取 AB ＝S。 
(2) 作 BE ＝B 交 AQ 於 E、E’。 

(3) 作∠EBC＝∠EBA 交 AQ 於 C， ABCΔ 即為

所求。 
（或作∠E’BC’＝∠E’BA 交 AQ 於 C’， 有二解。） 

22. ABS： 

B
S

C

B

D

Q

P

A

SAB【性質】：角平分線定義。 
【作法】： 

(1) 作∠PAQ＝A，在 AP 取 AB ＝S。 
(2) 作∠A 平分線 AD ， AD ＝B。 
(3) 作 BD 交 AQ 於 C， 即為所求。 ABCΔ

23. ABH： 
【性質】：平行線距離相等、角平分線定義。 
【作法】： 

B
L

M

H

C

D

A

B
ABH

(1) 作平行線 L、M 距離 H。 
(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作∠A＝A，另一邊

交 M 於 B。 
(3) 作∠A 平分線 AD ， AD ＝B。 
(4) 連 BD 交另一邊於 C， ABCΔ 即為所求。 
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24. BHA： 
【性質】：平行線距離相等、角平分線定義

【作法

。 
】： 

線 L、M 距離 H。 
∠A＝A，

(3) 

(1) 作平行

B

M

L

H

C'C F'F

B

A

ABH

(2) 在 L 上取 A，以 L 為一邊作

另一邊交 M 於 B。 
作 BF ＝B 交 L 於 F、F’。 

∠F ，(4) 作 BC＝∠FBA 交 L 於 C ABCΔ
即為所求。 
作∠F’BC’＝（或 ∠F’BA 交 L 於 C’，有二解。） 

25. ABH

 14

： 
行線距離相等、角平分線定義。 

 作平行線 L、M 距離 H。 
上取 A，作 B

M

L

H

CB D

A

ABH
【性質】：平

【作法】： 
(1)
(2) 在 M AD ＝B 交 L 於 D。 

＝(3) 作∠DAB＝∠DAC
2

A，交 L 於 B、
1

C， ABC即為所求。

： 

Δ  

26. SBH
【性質】：半圓的圓周角、角平分線定義。 

 【作法】：
SBH

AB ＝S，以(1) 作 AB 為直徑作圓。 
(2) 作

H
BS

C'

D'

E'

C

D

E

A

B

BE ＝H 交前圓於 E、E’。 
∠E AD ，(3) 作 AB 角平分線 AD ＝B。 
∠ 'AD 。）（或作 E’AB 外角平分線  

ABCAE 、 BD 相交於 Δ 即為C，(4) 作
所求。 

' 'AE B 相交於 C’， 。） （作 、 D 有二解

 

27. BHS： 
【性質】：半圓的圓周角、角平分線定義。 

 【作法】：

(1) 作 AB ＝S，以 AB 為直徑作圓。 
(2) 作 AH ＝H 交前圓於 H，作 BH 。 
(3) 作 AD ＝B 交 BH 於

∠D
D、D’。 

(4) 作 AC＝∠DAB， ABCΔ 即 所為

 
，有二解。） 

 

28. ：

S

求。

（或作∠D’AC’＝∠D’AB

 未解出  
A B、SBA、ASB、ABH、AHB、ABM、ABM、AMB、BMA、ABM、SBH、SHB、

SBH、SBM、SBM、SMB、BMS、SBM、BHM、BHM、BMH、HMB、BHM。 

BHS

C'

C

D'

D
H

B

A
SBH



柒、 討論 
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三角形的角、邊、中線、高以及內角平分線 5 種性質，就是幾何基本性質中的角和線，

因此研究中的組合情形，可以簡單分為三角、二角一線、一角二線以及三線四種組合情形，

使用的三角形作圖主要還是基本的 AA 、 AS）、SAS 以及 SSS 作圖。 

縮小，例

如AXA、AX

A（AA） ASA（A

除了基本作圖之外，我們還運用了下列性質與方法： 

1.可以作出相似三角形者：先作出相似三角形，再利用平行線將三角形放大或

A以及HHH的組合。 

已知三角形的高（H）：利用平行線距離相等的性質，作距離為H的兩平行線L、M，將

底

2.
邊放在L上，則頂角的頂點一定在M上，例如SHS、SHS。 

3.已知三角形的中線（ 如M）：利用重心性質找出重心，再延伸中線作出三角形，例 MSM、

MSM

和中線（ ）：利用三角形兩腰中點連線會垂直平分底邊的高的

。或是利用平行四邊形對角線互相平分的性質，先作出對角線為中線兩倍長的平行四邊

形，即可得三角形，例如SMS。 

4.已知三角形的高（H）和鄰邊（S）：利用半圓的圓周角等於 90°的性質，以 S 為直徑作

圓，從直徑一端作弦長等於 H，弦的另一端即為垂足，例如 HSH。 

5.已知三角形的高（H） M

性質，作距離為
2
1 H的三平行線L、M、N，將底邊放在L上，則中點會在M上，例如HMH、HMH。 

6.已知三角形的角（A）和對邊（S）：利用圓心角為圓周角兩倍的性質，先以對邊S為弦，

作出三角形的外接圓，則角A的頂點一定在圓周上，例如ASH、ASM。 

利用上述的性質與方法

B）這個條件（表一）。 
，我們作出了所有 95 種組合當中的 57 種，剩下 38 種沒有作出，

而未作出的組合當中，都含有內角平分線（

表一：組合數與解答數 
三條件為同一性質 有二條件為同一性質 三條件為不同性質 

 
包含 B 不包含 B 合計 包含 B 不包含 B 合計 包含 B 不包含 B 合計 

組合

數目 1 4   30  5 16 24 40  20 50

解答

數目 0 4 4 2 24 26 7 20 27 

關於內 平分線 幾何性 ，課本上只有提到角平分線上的點到兩邊的距離相等， 是

這個性質對我們的作圖沒有任何的幫助。想要作出更多包含內角平分線的組合，就需要其他

可以利用的角平分線幾何性質，因此我們在網路上進行搜尋，找到了一篇丁遵標

角 的 質 但

先生所寫『關

於三角形內角平分線長的幾何性質』的文章，其中介紹的幾何性質，除了內分比性質（附錄

一）比較簡單之外，其他都是複雜的二次方程式或不等式，無法應用到作圖當中。同時，我

們也在網路上找到ASB組合的解法（附錄二），但是解法中應用到三角函數，還要討論係數然

後解二次方程式，並不符合我們的目的，所以不採用。因為找不到內角平分線簡單而且可應

用的幾何性質，所以能作出的組合數目有限。 
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、M 將 H 確定，在 L 上任取 A 點以 L 為一邊

作∠A

作出的組合中，除了課本上提到的 AAA 之外，ASH 也可以作出無限多個三角形，是一

個很奇妙的組合。在作圖過程中，利用平行線 L
＝A，另一邊交 M 於 B， AB 會恰為 S。也就是說，A、S、H 這三個條件剛好形成一個

直角三角形，因此只要知道其中兩個，就可以得出第三個，所以只能算是兩個條件，可以畫

 

課本上說，如果給予的條件只能作出唯一的三角形，則這個條件就是三角形全等的條

件。在我們作出來的 57 種組合當中

出無限多個三角形也就不奇怪了。

，有 27 種的三角形是唯一的，也就是說，我們找到了 27
個一定全等的條件（表二）。 

二同 不同 
表二：全等條件 

三同 
 

組合 合計 組合 合計組合 合計

所作三角形

唯一 
(全等條件) 

SSS
HHH

 

ASA、ASA、ABA、

AB、

、

MMM
3 

A、AHA、AHA SH、

AMA、AMA、SAS
SMS、

、

SMS、MSM、

SMM、HMM 

14 
A、ASH、ASM、

ASM、AMH、AHM、

SHM
10 

、ABS、ABH、ABH

所作三角形

不唯一 AAA 1 

ASS、SHS、SHS、

、HAH AHH、HSH、

SHH、 HHM 、HMH、

 

12 

ASH、ASH、AHS、

ASM、AMS、SMA、

AHM AH、 M、HMA
HM、

、

S SHM、SMH、

HMS、ASB、BHA、

SBH、BHS 

17 
MAM、AMM、MHM

在三角形不唯一的 30 種組合 可以作出 其他的

組合只可以作出兩個三角形。這些組合中條件只有一個角的有AS
中，除了AAA以及ASH 無限個三角形之外，

S、HAH、AHH、MAM、AMM、

ASH、AHS、ASM、AMS SM、 A、AHM、AHM、HMA、ASB以及BHA共 15 種，當這個角為直

角的時候，所作出的兩個三角形會對稱或重合而全等，變成只有一解，也可以視為全等條件。

按照課本上的方法，以R作為直角（Right angle）的代號，可以得到RSS、HRH、RHH、MRM、

RMM、RSH、RHS、RSM、RMS、SMR、RHM、RHM、HMR、RSB以及BHR共 15 個全等條件。 

捌、 結論 
一、三角形有角、邊、高、中線以及內角平分線各 3 個共 15 個條件，其中任取 3 個，有

95 種組合。應用尺規作圖與國中學的幾何性質，不含內角平分線的 48 種組合可以

全部解出；含有內角平分線的 47 種組合中，只 解出 種，總共解出 57 種。 

二、

能 9

作出的三角形當中，SSS、HHH、MMM、ASA、ASA、ABA、ABA、AHA、AHA、AMA、

AMA、SAS、SMS、SMS、MSM、SMM、HMM、SHA、ASH、ASM、ASM、AMH、AHM、

SHM、ABS、ABH以及ABH共 27 組合所作出 三角形唯 ，是 角形的全等條件。

當條件恰有一直角時，有 15 種三角形不唯一的組合會變成唯一，因此可得

種 的 一 三  

三、 RSS、

HRH、RHH、MRM、RMM、RSH、RHS、RSM、RMS、SMR、RHM、RHM、HMR、

RSB以及BHR共 15 個三角形特殊全等條件。 
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玖、 參考資料 
丁遵標（民 94）。關於三角形內角平分線長的幾何性質。數學傳播，29:3，60-64。 

一、 內分比性質： 

當中，

朱建正（民 95）。國民中學數學第五冊。台南市：翰林。 

陳冒海（民 95）。國民中學數學第四冊。台南市：南一。 

壹拾、 附錄 

 

ABCΔ AD 是∠BAC 的平分線，AB ＝c、

AC ＝b、 BD ＝y、CD ＝x，則 x：y＝b：c。 

二、 的作法： 

 

 

ASB

 

xy

b

A

c

CB D



 

資料來源：奧數之家，網址：http://www.aoshoo.com/bbs1/ 
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【評  語】 030409 角與線的邂逅----三角形作圖 

對所有的情形作了詳盡的分析，討論也中規中矩，是說理清楚的不錯

的作品，但其中部份的內容可能是既有的結果，在資料的蒐集上可再

多下功夫。單純的把所有情形從頭表列到尾會讓結果看不出有何特殊

性。如能加入一些對給定那些條件，可以求出一個三角形，這樣的三

角形是否唯一的討論，將會更好。
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