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多邊形的邊頂關係之數字玄機 
摘要 

『多邊形每一邊所寫的數字，與頂點之間的四則運算，居然有著奇妙的

關係！你相信嗎？』。我們以聯立方程式或應用參數 t 的方法解出頂點，並

找出簡單的規則，進一步將它一般化到多邊形；在減法、除法運算中，我們

應用了樹狀圖來分析所有解，以解決絶對值的聯立方程式，並歸納出簡易且

快速的方法求出答案；最後我們研究更多點和邊的排列方法的形式。 

 

壹、研究動機 
    數學老師出了一道題目如下： 

邊頂數字關係 

三角形每個頂點上各有一個未知數。且三角形的每一邊寫

著它兩頭未知數和。找出一個簡單的規則來求出未知數。 

舉例來說：未知數 1、17 和 10 製造出 

 

 

 

 

 

 

一般化至多邊形。 

我們邀約同學一起研究，因而踏上學習研究之路。 

 

貳、研究目的 
     一、先以聯立方程式解出未知數，再找出簡單規則求出未知數。 

     二、將它一般化至多邊形。 

     三、考慮加法以外的運算如減法、乘法、除法，並將它一般化到多邊形。 

     四、考慮更多點和邊的排列方法的形式。 

 

參、研究設備及器材 
     GSP 軟體 
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肆、研究過程或方法 

 

邊
頂
數
字
關
係

加法

除法

乘法

減法

1.分「奇數邊」和「偶數邊」
來討論。

2.一般化至多邊形。

1.分「奇數邊」和「偶數邊」
來討論。

2.一般化到多邊形。

考慮更多點和邊的
排列方法的形式

結論

1.應用樹狀圖來分析所有解
   並找出解題技巧。
2.一般化到多邊形。

1.應用樹狀圖來分析所有解
   並找出解題技巧。
2.一般化到多邊形。
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伍、研究結果 
    邊與頂點的關係，我們按加、減、乘、除四則運算，依序討論。 

     一、解加法運算 

         1. 邊數 = 3（三角形） 

解法一（應用聯立方程式） 解法二（應用參數 t） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

假設一個頂點= t， 

其他兩個頂點分別為 q-t、p-q+t  

 

 

 

 

 

則最後關係式： rttqp =++− )()(  

得 
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         2. 邊數 = 4（四邊形） 
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解法一（應用聯立方程式） 解法二（應用參數 t） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

假設一個頂點= t，其餘頂點，如下圖：

 

 

 

 

 

 

則最後關係式：  ( ) (s p q t t r− + − + =)
得 p r q s+ = +   

 

 

            

結論：（1）在 sqrp +=+ 的條件成立下，頂點 a、b、c、d 的解是無

限多組。 

                （2）反之，若 sqrp +≠+ ，則此題是無解。 

 

            舉例說明： 
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當 t=1 

 

 

 

 

題目： 

 

 

 

 

 

合乎9 3 6 6+ = +
 

 

 

解法： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

當 t=2 
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         3.推廣到 n 邊形 

           根據上述的討論，我們必須分成『奇數邊』與『偶數邊』來結論 
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2
...−+−+−

=
tsrqpa  

『求頂點 a 的解』其簡單的規則是從頂點 a

相鄰的一邊開始，依逆時鐘（或順時鐘）

『＋』、『－』相間之總和，最後再除以『2』，

就是答案。其他頂點的解也同理。 

偶  

數  

邊 

『邊的關係』必須在『一組相間隔邊的和』等於『另一組相間隔邊的和』

的條件成立之下，頂點的解是無限多組；否則此題是無解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

邊的關係： 
頂點的解法 ...... ++=++ sqrp  

成立之下 
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二、解減法運算 

    1. 邊數 = 3（三角形） 

q

p r

a

b c

      根據右圖，可得聯立方程式如下： 
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以樹狀圖來分析上述聯立方程式的所有可能如下： 

 

a-b=p a-b=-p

b-c=q b-c=-q b-c=q b-c=-q

c-a=r c-a=-r c-a=r c-a=-r c-a=r c-a=-r c-a=r c-a=-r
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pba a b p b a p

b c q c b q
c a r a c r

− = − − =⎧ ⎧
⎪ ⎪− = − ⇒ − =⎨ ⎨
⎪ ⎪− = − − =⎩ ⎩

 

           整理路徑○1 ○8 得 0=++ rqp  

                   ○2 ○7 得 rqp =+  

                   ○3 ○6 得 qrp =+  

                   ○4 ○5 得 prq =+  

 

      我們再將『邊的關係』分成兩個類型，整理如下表： 

 類型一 類型二 

邊
的
關
係 

p+q+r=0 p+q=r 

p+r=q 

q+r=p 

           接著我們依其類型分別找出其解的方法並分述如下： 

（1）若『邊的關係』屬於類型一（ 0p q r+ + = ） 

 從樹狀圖可知，它是由這兩組聯立方程式所整理的 

 

 

 

               仔細觀察 a、b、c 的順序，在解法上我們得到一些心得： 

1 3 4 5 6 7 8 2 

及
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               解法一 
先假設一頂點為 t， 
依順時鐘方向，遇到

p、q、r 就加，依序完

成其他頂點的假設。 

q

p r

t

t+r+q t+r

 

q

p r

t

 

 

 

 

               實例說明： 

解法： 當 t = 7 時 題目：  
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解法二 
先假設一頂點為 t， 

q

p
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t
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               實例說明： 

依順時鐘方向，遇到

p、q、r 就減，依序完

成其他頂點的假設。 

當 t = 7 時 解法： 題目：  

 

 

 

 

 

 

解法三 
先假設一頂點為 t， 
依逆時鐘方向，遇到

p、q、r 就加，依序完

成其他頂點的假設。 
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               實例說明： 

當 t = 7 時 題目： 解法：  

4
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解法四 
先假設一頂點為 t， 

q

p r

t

t-p t-p-q

 

q

p r

t 依逆時鐘方向，遇到

p、q、r 就減，依序完

成其他頂點的假設。 

 

 

 

 

               實例說明： 

當 t = 7 時 解法： 題目：  
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心得： 1. 頂點的解法： 

若依順時鐘方向（或逆時鐘），遇到 p、q、r 就加（減）。 

2. 其解是無限多組 

 

          （2）若『邊的關係』屬於類型二 

               以『邊的關係』有 2 4 6+ =  來說明：  

 

 

4

2 6
 

2  +  4  =  6 
 

右式 左式  
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解法 頂點假設 實例與頂點的解法頂點的解法

一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依順時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就加，右式的 6 就減。 

二 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依順時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就減，右式的 6 就加。 

三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依逆時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就加，右式的 6 就減。 

四 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依逆時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就減，右式的 6 就加。 

 

心得： 

1. 頂點的解法： 

若依順時鐘方向，遇到『邊的關係』左式的 p、q 就加，

右式的 r 就減；反之也成立。 

2. 同理，（p+r=q）、（q+r=p）型的解法也是一樣。 

3. 其解是無限多組 
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（3）結論 

1. 『邊的關係』必須合乎類型一、二之下，才有解，其解是

無限多組。解法如下表： 

             
 類型一 類型二 

邊
的
關
係 

p+q+r=0 p+q=r 

p+r=q 

q+r=p 

頂
點
的
解
法 

1. 依順時鐘方向，遇到 p、

q、r 就加。 

2. 反之也成立。 

1. 以 p q r+ = 為例 

依順時鐘方向，遇到左式

的 p、q 就加，右式的 r 就

減。 

2. 反之也成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 『邊的關係』不合乎類型一、二，則此題是無解。 

 

    2. 邊數 = 4（四邊形） 

       根據右圖，可得聯立方程式如下： 

q
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d
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rdc
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       以樹狀圖來分析上述聯立方程式的所有可能如下： 

 

 

d-a=s d-a=-s d-a=s d-a=-s d-a=s d-a=-s d-a=s d-a=-s

c-d=r c-d=-r c-d=r c-d=-r

b-c=q b-c=-q

a-b=-pa-b=p
 

b-c=q b-c=-q 

 

c-d=-rc-d=r c-d=-r c-d=r 

 

d-a=s d-a=-s d-a=s d-a=sd-a=-s d-a=-s d-a=s d-a=-s

○3  ○6  ○7  ○8  ○9  ○1   ○2  ○4  ○5  ○10  ○11  ○12  ○13  ○14  ○15  ○16  
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根據樹狀圖的路徑整理，得『邊的關係』如下表： 

 類型一 類型二 類型三 

邊
的
關
係 

p+q+r+s=0 p+q+r=s 

p+q+s=r 

p+r+s=q 

q+r+s=p 

p+q=r+s 

p+r=q+s 

p+s=q+r 

 

其解法的分析方式與『三角形』一樣，我們整理如下表： 

 邊的關係 頂  點  的  解  法 

類

型

一 

p+q+r+s=0 1. 依順時鐘方向，遇到 p、q、r、s 就加。 

2. 反之也成立。 

類

型

二 

p+q+r=s 

p+q+s=r 

p+r+s=q 

q+r+s=p 

1. 以 p q r s+ + = 為例，依順時鐘方向，遇到左式的

p、q、r 就加，右式的 s 就減。 

2. 反之也成立。 

類

型

三 

p+q=r+s 

p+r=q+s 

p+s=q+r 

1. 以 p q r s+ = + 為例，依順時鐘方向，遇到左式的

p、q 就加，右式的 r、s 就減。 

2. 反之也成立。 

『邊的關係』合乎類型一、二、三 其解是無限多組；反之，則此

題是無解。 

 

3.  推廣到 n 邊形 

       1. 『邊的關係』必須合乎『類型一』、『類型二』…，其解是無限

多組。 

       2. 「頂點的解法」：依順時鐘方向，遇到『邊的關係的左式』就加，

『邊的關係的右式』就減；反之也成立。 

       3. 不合乎『邊的關係』，則此題是無解。 

 

 

 

 

 

 10



     三、解乘法運算（只討論『邊』是正數） 

q

p r

a

b c

         1. 邊數 = 3（三角形） 

            根據右圖，解聯立方程式如下： 
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得到的解是
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         2. 邊數 = 4（四邊形） 

            根據右圖，解聯立方程式如下： 
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因此在 qspr = 條件成立之下，將
q
prs = 代入(4)則原來聯立方程式

可改寫成 

⎪
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q
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p
aqc

a
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其解為 ，則上圖的頂點 a、b、c、d 就可假設成 

下圖（參數 ），這個問題就可解決了。其解是無限多組。 0≠t
 

 

 

 

qspr            反之，若 ≠ ，則此題是無解。 
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         3. 推廣到 n 邊形 

           （1）n 是奇數時。例如『求 a 的解』---從頂點 a 相鄰的一邊開始，

依逆時鐘（或順時鐘）方向，『一組相間隔邊的乘積』除以『另

一組相間隔邊的乘積』，最後再根號，就是答案。 

q
r

p
s

ta 

...
...

××
×××

=
sq

trpa的解頂點 

 

 

           （2）n 是偶數時，『邊的關係式』必須在『一組相間隔邊的乘積』

等於『另一組相間隔邊的乘積』條件成立之下，再假設任一個

頂點為 t（參數 0≠t ）依逆時鐘（或順時鐘）去推論其他頂點

的假設，如下圖所示，其解是無限多組；若此條件不成立，此

題是無解。 

 

q
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s

p/t

q/(p/t)

t
 

q

p r
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b c
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1......

r
a
c

q
c
b

p
b
a

a/b=p a/b=1/p

b/c=q b/c=1/q b/c=q b/c=1/q

c/a=r c/a=1/r c/a=r c/a=1/r c/a=r c/a=1/r c/a=r c/a=1/r

...... ××=×× sqrp
邊的關係： 頂點的解法

 
成立之下 

 

 

     四、解除法運算 

         1. 邊數 = 3（三角形） 

            下面聯立方程式，僅是其中一組而已 

             

             

             

             

                        

以樹狀圖來分析此題聯立方程式的所有可能如下： 

 

 

 

 

 

 

 
○6  ○7  ○8  ○1  ○2  ○3  ○5  ○4  
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根據樹狀圖的路徑整理，得『邊的關係』如下表： 

 類型一 類型二 

邊
的
關
係 

1=×× rqp  rqp =×  

qrp =×  

prq =×  

 

（1）若『邊的關係』屬於類型一（ 1=×× rqp ） 

4

2 1/8

8

14

q

p r

t

t×r×q t×r

q

p r

t

t÷r÷q t÷r

q

p r

t

t×p t×p×q

q

p r

t

t÷p t÷p÷q

4

2 1/8

8

6416

4

2 1/8

8

6416

4

2 1/8

8

14

解法 頂點假設 實例與頂點的解法 

一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依順時鐘方向，遇到 p、q、r

就乘。 

二 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依順時鐘方向，遇到 p、q、r

就除。 

三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依逆時鐘方向，遇到 p、q、r

就乘。 

四  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依逆時鐘方向，遇到 p、q、r

就除。 
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心得： 

1.頂點的解法： 

依順時鐘（或逆時鐘）方向，遇到 p、q、r 就乘（除）。 

2. 當參數 0≠t 時，它的解有無限多組 

 

          （2）若『邊的關係』屬於類型二 

               以『邊的關係』有 2 4 8× =  來說明：  

 

4

2 8

 

 

4

2 8

t

t÷8×4 t÷8

4

2 8

8

14

4

2 8

t

t×8÷4 t×8

4

2 8

8

6416

4

2 8

t

t×2 t×2×4

4

2 8

8

6416

 

 

               

解法 頂點假設 實例與頂點的解法頂點的解法

一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依順時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就乘，右式的 8 就除。 

二 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依順時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就除，右式的 8 就乘。 

三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依逆時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就乘，右式的 8 就除。 

2  ×  4  =  8 

左式 右式 
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4

2 8

8

14

4

2 8

t

t÷2 t÷2÷4

四  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依逆時鐘方向，遇到左式的 2、

4 就除，右式的 8 就乘。 

心得： 

1. 頂點的解法： 

依順時鐘方向，遇到『邊的關係』的左式 p、q 就

乘，右式 r 就除；反之也成立。 

2. 同理， qrp =× 、 prq =× 型的解法也是一樣。 

2. 當參數 0≠t 時，它的解有無限多組 

q

r

s

p

b c

d
a

 

（3）結論 

 類型一 類型二 

邊
的
關
係 

1=×× rqp  rqp =×  

qrp =×  

r q p× =  

頂
點
的
解
法 

1. 依順時鐘方向，遇到

p、q、r 就乘，。 

2. 反之也成立。 

以 rqp =× 說明： 

1. 依順時鐘方向，遇到

『邊的關係』的左式

p、 q 就乘，右式 r 就

除。 

2. 反之也成立。 

           『邊的關係』不合乎類型一、二，則此題是無解。 

 

    2. 邊數 = 4（四邊形） 
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以樹狀圖來分析上述聯立方程式的所有可能如下： 

 

a/b=1/p

b/c=1/qb/c=q

c/d=1/rc/d=rc/d=1/rc/d=r

d/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=sd/a=1/sd/a=s

c/d=1/rc/d=rc/d=1/rc/d=r

b/c=1/qb/c=q

a/b=p
 

 

 

 

 

 

 

○3  ○6  ○7  ○8  ○9  ○1   ○2  ○4  ○5  ○10  ○11  ○12  ○13  ○14  ○15  ○16  

      根據樹狀圖的路徑整理，得『邊的關係』如下表： 

 類型一 類型二 類型三 

邊
的
關
係 

1=××× srqp  srqp =××  

rsqp =××  

qsrp =××  

psrq =××  

srqp ×=×  

sqrp ×=×  

rqsp ×=×  

 

其解法的分析方式如同『邊數 = 3』一樣，我們整理如下表： 

 邊的關係 頂 點 的 解 法 

類

型

一 

1=××× srqp 1.依順時鐘方向，遇到 p、q、r、s 就乘，。 

2. 反之也成立。 

類

型

二 

srqp =××  

rsqp =××  

qsrp =××  

psrq =××  

1. 以 srqp =×× 為例，依設順時鐘方向，遇到左

式的 p、q、r 就乘，右式的 s 就除。 

2. 反之也成立。 

類

型

三 

srqp ×=×  

sqrp ×=×  

rqsp ×=×  

1. 以 srqp ×=× 為例，依順時鐘方向，遇到左式

的 p、q 就乘，右式的 r、s 就除。 

2. 反之也成立。 

『邊的關係』不合乎類型一、二、三，則此題是無解。 
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 3. 推廣到 n 邊形 

 1. 『邊的關係』必須合乎『類型一』、『類型二』…，其解是無限多

組。 

2. 『頂點的解法』：依順時鐘方向，遇到『邊的關係』的左式就乘，『邊

的關係』的右式就除；反之也成立。 

 3. 不合乎『邊的關係』，則此題是無解。 

 

陸、討論 
    考慮更多點和邊的排列方法的形式，我們就以『加法運算』來討論，其他運

算也一樣。 

 

 

8

12
15

30

19
26

169

20

16

810

f

g

h a

e
d

j

c

b

變形一 

題目 

 

 

Ⅱ 

Ⅲ 

Ⅳ 

 

 

 

 

 
Ⅰ

 

 

答案 

因為奇數邊（Ⅰ、Ⅱ）是唯一解，偶數邊（Ⅲ、Ⅳ）是無限多組解，但組合時必

須受到Ⅰ、Ⅱ區域的牽制，所以先算唯一解。 

先從Ⅰ區域著手                          

9
2

81020
=

+−

1
2

10208
−=

+−

11
2

20810
=

+−
頂點 解  法 

a 
 20

810
a c

b
b 

 

c 
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其次計算Ⅱ區域 

頂點 解  法 

019
=

2
3015128 +−+−

19301512819
=

+−+−
2

1115
=

2
1281930 +−+−

4
2

128193015
=

+−+−

88
=

+
2

19301512 −+−

a 
 

h 
 

g  

f 
 

e 
 

8

12
15

30

19f

g

h a

e

 

最後計算 Ⅲ、Ⅳ 區域， 

30

19
26

169

20

16

f

a

e
d

j

c

因受牽制所以依序求出解 

頂點 解  法 

d 7192626 =−=− e  

j 9099 =−=− f  

 

 

 

 

 

 

8

12
15

30

19
26

169

20

16

810

0

8

4 11

19
7

9

9

-1

最後的結果 
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變形二 

14
20

8

113 7

14

20

8
1

13 7

題目                                      題目 

114

20

8

113 7

14

20

8
1

13 7

13 7

0
0

7
13

1

q
r

p
s

ta

 

 

 

 

 

 

 

 

答案                                     答案 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上述兩題變形，可發現在複雜的組合也變得容易多了。 

 

 

柒、結論 
一、加法運算 

奇
數
邊 

 

 

 

 

 

 

1.頂點的解是唯一。 

2.頂點
2

...−+−+−
=

tsrqpa  

『求 a 的解』是從頂點 a 相鄰的邊依逆時鐘

（或順時鐘）『＋』、『－』相間之總和，最

後再除以『2』，就是答案。其他解也同理。
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q
r

p
s

p-t

q-(p-t)

t偶  

數  

邊 

『邊的關係』必須在『一組相間隔邊的和』等於『另一組相間隔邊的和』

條件成立之下，頂點的解是無限多組；否則此題是無解。 

 

 

 

 

 

 

 

邊的關係： 
頂點的解法 

...... ++=++ sqrp  
成立之下 

    二、減法運算 

        1. 利用樹狀圖來分析絶對值聯立方程式的所有解。 

        2. 邊與解的關係： 

q

p r

a

b c

q

r

s

p

b c

d
a

 圖形 類型 邊的關係式 解的個數

一 p+q+r=0 

三邊形

 

 

 

 

二 

p+q=r 

p+r=q 

q+r=p 

一 p+q+r+s=0 

二 

p+q+r=s 

p+q+s=r 

p+r+s=q 

q+r+s=p 
四邊形

 

 

 

 

 

 

 

 

三 

p+q=r+s 

p+r=q+s 

p+s=q+r 

n 邊形 同理 

﹃
邊
的
關
係
式
﹄
成
立
之
下
，
其
解
是
無
限
多
組
；
否
則

此
題
無
解
。 

        3. 頂點的解法： 

          若『邊的關係式』是 p q r+ =  型，依順時鐘方向，遇到左式的 p、q

就加，右式的 r 就減。（反之也成立。） 

q

p r

t+p

t t+p-rq

p r

a

b c

         

         頂點的解法 
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三、乘法運算（只討論『邊』是正數） 

        1.奇數邊時 

(1)頂點的解是唯一。 

          (2)頂點的解法： 

            例如『求 a 的解』---從頂點 a 相鄰的一邊開始，依逆時鐘（或順時

鐘）方向，『一組相間隔邊的乘積』除以『另一組相間隔邊的乘積』，

最後再根號，就是答案。 

q
r

p
s

ta 

 

...
...

××
×××

=
sq

trpa的解頂點 

 

          (3).以三角形為例 

         

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

×
=

×
=

×
=

p
qrc

r
pqb

q
rpa

它的解是

q

p r

a

b c

         

         

         

         

         

        2.偶數邊時，頂點的解法： 

『邊的關係式』必須在『一組相間隔邊的乘積』等於『另一組相間隔

邊的乘積』條件成立之下，再假設任一個頂點為 t（參數 t ）依逆

時鐘（或順時鐘）去推論其他頂點的假設，如下圖所示，其解是無限

多組；若此條件不成立，此題是無解。 

0≠

 

q
r

p
s

p/t

q/(p/t)

t 
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...... ××=×× sqrp
邊的關係： 頂點的解法 

 
成立之下 

 

 

 

 

 

 

 

 



    四、除法運算 

        1. 利用樹狀圖來分析聯立方程式的所有解。 

        2. 邊與解的關係： 

q

p r

a

b c

q

r

s

p

b c

d
a

     
圖形 

解的

類型
邊的關係式 解的個數

一 1=×× rqp  

三
邊
形 

 

 

 

 

二 

rqp =×  

qrp =×  

pqq =×  

一 1=××× srqp  

二 

 

四
邊
形 

 

 

 

 

 

 

 

 

三 

 

n
邊
形 

同理 

﹃
邊
的
關
係
式
﹄
成
立
之
下
，
其
解
是
無
限
多
組
；
否
則
此
題

無
解
。 

psrq
qsrp
rsqp
sp q r× × =

=××
=××
=××

rqsp
sqrp
srqp

×=×
×=×

× = ×

        3. 頂點的解法（參數 0≠t ） 

以三角形為例，若『邊的關係式』是 rqp =× 型，依順時鐘方向，

遇到左式的 p、q 就乘，右式的 r 就除。 

         

q

p r

a

b c q

p r

t×p

t t×p÷r

         
頂點的解法 

         

         

         

         

         

捌、參考資料 
    1. 武良翰、郭梵均、黃亭捷、袁盛博   第 45 屆中小學科展（國中組）---    

層出不窮？！  

2. 楊舜丞、陳躍中  第 45 屆中小學科展（國中組）---積頂玄機   
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【評  語】 030403 多邊形的邊頂關係之數字玄機 

1.循序漸進地探究多邊形邊頂關係之數字玄機，條理清晰。可在書面

資料上補充說明「以邊上的數字討論頂點數字之幾何意義」，則更能

突顯本研究主題中幾何與代數間的連結。
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