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海倫家族三代同堂大蒐祕 

摘要 

從國中的幾何出發，利用角平分線的比例性質，發展出子直角三角形的理論，並利用此

理論，加以延伸與推廣，發展出海倫家族邊長的比例解。 

壹、研究動機 

在上數學課時，老師介紹了兩種三角形：一種是勾股三角形（三邊長為正整數）；另一種

是 Heron（海倫）三角形（三邊長為正整數，面積也為正整數）。透過老師的敘述，得知勾股

三角形的比例解很早就被人所求出。然而對於有關海倫三角形的部分，在查閱相關書籍後：

在蔡聰明教授所著的一本書「數學拾貝」p.199 有這麼一段話：「海倫三角形的三個邊是否可

用一般公式表達出來？這個問題，目前都沒有答案，也許是真的不存在一般公式。」因此，

在好奇心的驅使下，讓我們開始了海倫三角形的相關研究，經過多番的探索，運用了一些國

中所學到的幾何性質，發展出子直角三角形的理論，並搭配創意與巧思，運用在海倫家族上，

完成了這次的研究。 

貳、研究目的 

一、如何運用一子直角三角形其兩股的比值，建構出第一代海倫家族勾股三角形的比例

解。 

二、如何運用兩個子直角三角形其兩股的比值，建構出第二代海倫家族（海倫三角形、

海倫等差三角形、海倫倍角三角形）的比例解。 

三、如何運用多個子直角三角形其兩股的比值，建構出第三代海倫家族（次完美海倫 n

邊形、完美海倫 n 邊形）的比例解。 

參、定義名詞 

一、子（母）三角形：給定直角 AST ， STAT , 90 T ，在 AT 取一點 C 作

 SAT2CAB  。，且   ACBC  我們將此 ABC 稱為 AST 之母直角三角形，而稱

AST 為 ABC 的子直角三角形（如圖一）。 

註：依定義母直角 ABC 理應有無限個，可是每一個均互為相似，故此視為同一個，而

子直角 AST 亦是如此。 
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(圖一) 

二、勾股三角形：若直角三角形三邊長均為正整數，稱之。 

三、海倫三角形：若三角形其三邊長為正整數，面積也為正整數，稱之。 

四、海倫等差三角形：若一海倫三角形，其三邊成等差，稱之。 

五、海倫倍角三角形：若一海倫三角形，其兩內角比為 nm : ( nm, 為正整數)，稱之，以

符號 nm  表之。 

六、海倫 n 邊形：若一個 n 邊形其邊長、面積為正整數，稱之。 

註：若一個 n 邊形經放大正整數倍後，能成為海倫 n 邊形，則此 n 邊形亦可稱之為

海倫 n 邊形。 

七、次完美海倫 n 邊形：若一個海倫 n 邊形，固定某一頂點（ 4n ），所畫出的所有對

角線均是正整數，稱之。 

八、完美海倫 n 邊形：若一個海倫 n 邊形，其所有對角線均為正整數，稱之。 

註：二到八的所有定義中，有提及邊長為正整數或面積為正整數的部分，均可改為有理

數，因所有的有理數經放大後均可變為正整數。 

肆、預備定理 

預備定理一：已知 ABC ， AD為∠A 的角平分線，交 BC 於 D ，如圖二， 

則
AB

AC

BD

CD
 。 

 

證明：過 D 作 ABDE  ， ACDF   

∵ AD為∠A 的角平分線 

∴ DFDE   
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(圖二) 
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∵ DEABABD 
2

1
， DFACACD 

2

1
， DFDE   

得
AB

AC

DEAB

DFAC

ABD

ACD











2

1
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又
BD

CD

ABD

ACD





(同高) 

故
AB

AC

BD

CD
  

預備定理二：已知 21 , 所形成的直角三角形分別為 AOB 與 BOC ， 21   所形成的直角三

角形為 EOC (如圖三)，其中  9021  ，令
OA

AB
r 

1
,

OB

BC
r 

2
,
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CE
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
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(圖三) 
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伍、研究流程與過程 

 

 

 

 

 

 

研究目的一：如何運用一子直角三角形其兩股的比值，建構出第一代海倫家族勾股三角形的

比例解。 

為了探討這個問題，我們定義了直角三角形中的「子、母關係」。如何運用這個定義，再

配合角平分線的比例性質，得出任何勾股三角形的三邊比？底下先導出幾個引理： 

引理一：已知母直角 ABC 為勾股三角形(如圖四)，其三邊長 cABbACaBC  ,, ( cba ,,  為

正整數)。若其子直角 AST 的兩股比值 1r
AT

ST
 ，則 1r 必符合下列兩個關係： 

1. 
a

bc

cb

a
r





1  

2. 1r 必為有理數，且 10 1  r  

c

b
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(圖四) 

證明：1. ∵ AD平分 BAC ，由預備定理一知
ABAC

AC

BDCD

CD

AB

AC

BD

CD





  

cb

ab
CD

cb

b

a

CD





  

勾股三角形 海倫三角形 

海倫等差三角形 

海倫倍角三角形 

次完美海倫 n 邊形 

完美海倫 n 邊形 

研究流程圖 

第一代海倫家族 第二代海倫家族 第三代海倫家族 
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∵
cb

a

b
r

AC

CD

AT

ST
ADCAST cb

ab


 

1~  

∵ ABC 為直角三角形   
a

bc

cb

a
abcbc





 2  

故
a

bc

cb

a
r





1  

2. ∵
cb

a
r


1 ，在三角形中 b+c>a，∴ 10 1  r  

又 cba ,, 為正整數，∴ 1r 為有理數 

引理二：給定子直角 AST (如圖四)，其兩股比值 1r
AT

ST
 ，其中 1r 為有理數，且 10 1  r ，若

其母直角三角形 ABC ，其三邊長 cABbACaBC  ,, 則下列兩式必成立： 

1. 
2

1

2

11 1:1:2:: rrrcba   

2. 母直角 ABC 為勾股三角形 

證明：1. 由引理一知 
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
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1
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12121
 

設  krbkra  1,2
2

11  代入 222 cba  ，得  krc  1
2

1  

故     2

1

2

11

2

1

2

11 1:1:2 1: 1:2:: rrrkrkrkrcba   

2. ∵
2

1

2

11 1:1:2:: rrrcba  ，且 1r 為有理數，故 cba :: 可化成最簡單的整數比，

從而△ABC 為勾股三角形。 

由引理一給定一個母勾股直角三角形，可找出其所對應子直角三角形的有理比值 1r ，反

過來說，給定子直角三角形兩股的有理比值 1r ，由引理二亦決定了母勾股直角三角形三邊長

的比例。綜合上述引理，得出定理一： 

 

定理一：母直角三角形為勾股三角形的充要條件，為其子直角三角形之兩股比值 1r 為有理數，

且 10 1  r ，而此勾股三角形的三邊比可以
2

1

2

11 1:1:2 rrr  表之。 
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討論：由於每一個直角三角形皆有兩個銳角，分別由這兩個銳角做其角平分線可得到其

所對應的兩個子直角三角形（如圖五），利用這兩個子直角三角形所決定的兩股比值 21 , rr ，可

求岀相同的母直角三角形，因此針對 21  , rr 可決定同一個母直角三角形的特性，其 21  , rr 理應可

互相轉換，而此轉換關係為何，敘述如下： 

2
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(圖五) 

 

由引理一知
cb

a
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
1 ，

b
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b
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



2 ，利用和比關係可得出

1

1
2

1

1

1

1

r

r

cb

a
cb

a
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acb
r
















 ，此關係式恰好滿足一個很漂亮的代數式，讓我們心中敬存「數

學之美」。 

運用上述的結果，經運算得到數據如下： 

母直角  

 

子直角  

(3,4,5) (5,12,13) (7,24,25) (8,15,17) 

1r  
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研究目的二：如何運用兩個子直角三角形其兩股的比值，建構出第二代海倫家族（海倫三角

形、海倫等差三角形、海倫倍角三角形）的比例解。 

 

成員一：海倫三角形 

針對這個主題，必頇先知道海倫三角形的幾何性質：「海倫三角形的高把海倫三角形劃分

為兩個勾股三角形」證明如下： 

引理三：已知 ABC 為海倫三角形，CD 為 AB 邊上的高，則 ACD 與 BCD 均為勾股三角形。 

證明：已知 ABC 為海倫三角形 

1. BA  , 為銳角：（如圖六） 

(1)∵
AB

ABC
CD




2
，又 ABC 為正整數， 

AB 為正整數，∴CD 為有理數。 

(2)令 xAD  ，則  2222 xcaxb  化簡得
c

acb
x

2

222 
 ，∴ AD為有理數，

因此 BD亦為有理數，故








三邊長為有理數

三邊長為有理數

BCD

ACD
 

∴ ACD 與 BCD 均為勾股三角形。 

2. A 為銳角、 B 為鈍角：（如圖七） 

證法仿上即可得證。 

 

引理四：已知為 ABC 海倫三角形，CD 為 AB 邊上之高，則 A 與 B 之子直角三角形

2211 , TBSTAS  其兩股比值 21 , rr 為有理數，其中： 

1. 若 BA  , 為銳角，則 10,10 21  rr ； 

2. 若 A 為銳角， B 為鈍角，則 10,1,10 2121  rrrr ； 

3. 若 A 為銳角， B 為直角，則 1,10 21  rr 。 

證明：分成兩種情形討論： 

1. 若 BA  , 為銳角，由引理三知 ACD 與 BCD 為勾股三角形，再由引理一知 21 , rr  

為有理數，且 10,10 21  rr 。 

2. (1)若 A 為銳角， B 為鈍角，令 CBD 之子直角三角形為 33TBS ，其兩股的比

值為 '2r ，由引理三知 ACD 與 BCD 為勾股三角形，再由引理一知 '21 , rr 為有理

ab

x

c
A BD

C

 
(圖六) 

DA

C

B

 
(圖七) 



8 

數，且 10,10 '21  rr ，又 3322 ~ BTSTBS  得 1
1

'233

3

2

22
2 

rTS

BT

BT

TS
r ，且

為有理數，故 21 , rr 為有理數，且 1,10 21  rr 。 

(2)並由預備定理二，知 10 21  rr ，故得證。 

3. 若 A 為銳角， B 為直角， ABC 顯然為勾股三角形，故由引理一知 1r 為有理數，

且 10 1  r ，又 B 為直角，∴ 12 r 為有理數，故得證。 

 

 

引理五：給予直角 11TAS 、 22TBS ，其兩股的比值  r  ,  
2

22
2

1

11
1

BT

TS

AT

TS
r  為有理數，則由此兩

個子直角三角形所形成的 ABC 為海倫三角形，其三邊比

      2121

2

12

2

21 1:1:1:::: rrrrrrrrcbaABACBC  。 

21

T2T1

S2S1

D

C

BA

 
(圖八) 

2
1

+
+







S1

D

S2'

S2

A

C

BT1 T2 T2'

 
(圖九) 

2
1

S1

S2

A

C

BT1 T2

 
(圖十) 

證明：以下分三種情況討論： 

1. 10,10 21  rr ：(圖八) 

(1)作 ABCD   

∵ 1r 為有理數，∴ ACD 為勾股三角形，且面積為正整數； 

2r 為有理數，∴ BCD 為勾股三角形，且面積為正整數 

故 BCDACDABC  為正整數 

∴ ABC 為海倫三角形 

(2)由引理二， ACD 中
2

1

2

11 1:1:2:: rrrACADCD  ， 

BCD 中
2

2

2

22 1:1:2:: rrrBCBDCD  。 

由










2

2

2

22

2

1

2

11

1:1:2::

1:1:2::

rrrBCBDCD

rrrACADCD
 利用連比 

得 BCBDACADCD ::::        2

21

2

21

2

12

2

1221 1:1:1:1:2 rrrrrrrrrr   

推論：由引理四知，若 ABC 為海倫三角形，則三個內角所構成之子直角三角形其兩股的比值

分別為 321 ,, rrr 時，則 321 ,, rrr 必為有理數。 
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故 BDADACBCABACBC  ::::  

       2

21

2

12

2

12

2

21 11:1:1 rrrrrrrr   

      2121

2

12

2

21 1:1:1 rrrrrrrr   

2. 10,1,10 2121  rrrr ：(圖九) 

(1)作 ABCD  ，令 BCD 中， CBD 之子直角三角形其兩股的比值 '2

'2

'2'2 r
BT

TS
  

∵ 1r 為有理數 10 1  r ，由引理二知 ACD 為勾股三角形，且面積為正整數； 

又 '2'222 ~ BTSTBS  ，∴ 1
1

222

2

'2

'2'2
'2 

rTS

BT

BT

TS
r 且為有理數， 

由引理二知 BCD 為勾股三角形，且面積為正整數 

故 BCDACDABC  為正整數 

∴ ABC 為海倫三角形 

(2)在 ACD 中，因其為勾股三角形，∴
2

1

2

11 1:1:2:: rrrACADCD  。 

在 BCD 中，

2

2

2

22

2

'2

2

'2'2

1
1:

1
1:

1
21:1:2:: 



















rrr
rrrBCBDCD  

1:1:2
2

2

2

22  rrr  

由










1:1:2::

1:1:2::

2

2

2

22

2

1

2

11

rrrBCBDCD

rrrACADCD
 利用連比 

得        1:1:1:1:2::::
2

21

2

21

2

12

2

1221  rrrrrrrrrrBCBDACADCD  

故  BDAD:A:CB::  CBAACBC  

       11:1:1
2

21

2

12

2

12

2

21  rrrrrrrr  

      2121

2

12

2

21 1:1:1 rrrrrrrr   

3. 1,10 21  rr ：(圖十) 

∵ 12 r ，∴ ABC 為直角三角形，又 1r 為有理數 10 1  r ， 

由引理二知 ABC 為勾股三角形，故 ABC 為海倫三角形， 

且三邊比 )1)(1(:1:21:1:2:: 11

2

11

2

1

2

11 rrrrrrrABACBC   

)11)(1(:)1(1:)11( 11

2

11  rrrr ……(*) 

將上式(*)中的 1 換成 2r 代入得

      2121

2

12

2

21 1:1:1:: rrrrrrrrABACBC   

 

_  _                  _ 
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定理二：滿足三角形為海倫三角形的充要條件，為其兩內角所形成之子直角三角形的兩股比

值 21 , rr 為有理數，且此海倫三角形的三邊比

      2121

2

12

2

21 1:1:1:: rrrrrrrrcba  ，其中 10,10 21  rr 或

10,1,10 2121  rrrr 或 1,10 21  rr 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

而此三數是否蘊含著某種關係呢？經過幾何與代數的推演得到一個漂亮的轉換關係，證

明詳述如下： 

分別由 11TAS 與 22TBS 這兩個子直角三角形所形成的 ABC ，在C 的角平分線上取一點

3S ，作 ACTS 33
。令直角 33TCS 中 3

3

33 r
CT

TS
 ，則

21

21
3

1

rr

rr
r




 （如圖十一、圖十二）。 

3

21

a

c

b

D

F

E

S2

S3

S1
O

A

C

BT1

T3

T2

 
(圖十一) 

3

2
1

a

c

b

D

F

E S2

S3

S1

O

A

C

BT1

T3

T2

 
(圖十二) 

由引理四給定一個海倫三角形，過一頂點取其高可形成兩勾股三角形，從而證出其兩內角

之子直角三角形的兩股比值為有理數；反過來說，給定兩個子直角三角形兩股比值為有理數的

勾股三角形，必可建構出一海倫三角形，綜合上述引理，得出定理二： 

討論：由於任一三角形，必存在兩銳角，故其子直角三角形之兩股比值 21 , rr 的範圍，只需取

10,10 21  rr (兩銳角)即可得到所有的海倫三角形，可不需再考慮 ,1,10 21  rr  

10 21  rr (一鈍角、一銳角)與 1,10 21  rr (一銳角、一直角)的情形。換句話說，

由 10,1,10 2121  rrrr (一鈍角、一銳角)與 1,10 21  rr (一銳角、一直角)所

建構出的海倫三角形，已包含在 10,10 21  rr (兩銳角)所建構出海倫三角形當中。 

由上可知，雖然任一三角形，可由兩銳角所建構出，可是要如何迅速的判斷出所建構出

來的海倫三角形為銳角、直角或鈍角三角形？為解決這個問題，可發現第三個角所形成的子

直角三角形之兩股比值 3r 將會是極大的關鍵，當 13 r 時為鈍角三角形， 13 r 時為直角三角

形， 10 3  r 時為銳角三角形。因此，若能找出 321  ,  , rrr 之間的關係，就可以由 21  , rr 的值來

決定 3r 的值。 
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如圖，延長
321 ,, CS  BS  AS ，令其交點為O，則O 為 ABC 的內心。再作 ABC 的內切圓，

令其三個切點分別為 FED ,, ，則
AD

OD

AT

TS
r 

1

11
1 ，同理

CE

OE

CT

TS
r

BD

OD

BT

TS
r 

3

33

3

2

22
2   ,  。

令  cbaS 
2

1
，∵ aSAD    ,

S

ABC

S

ABC
OD 







2

2
， 

故
 aSS

ABC

aS

S

ABC

AD

OD
r










1 ，同理
   cSS

ABC
r

bSS

ABC
r









 32   ,  。 

將 321 ,, rrr 代入 313221 rrrrrr  得 

313221 rrrrrr 
           cSS

ABC

aSS

ABC

cSS

ABC

bSS

ABC

bSS

ABC

aSS

ABC





























  

        




















cSaScSbSbSaSS

ABC 111
2

2

 

     
   cSbSaS

bSaScS

S

ABC









2

2

 

   cSbSaS

SS

S

ABC









23
2

2

   cSbSaS

S

S

ABC







2

2

 

   cSbSaSS
ABC




12

2

2 1

ABC
ABC


  1  

∴
21

21
3

1

rr

rr
r




  

有了上述結果，我們得到下列結論：(令判別式
21

21
3

1

rr

rr
rD




 ) 

 

 

 

運用上述的結果，經運算得到數據如下： 

 
1r  

2r  D  
三邊長 

(化簡) 
面積 類型 

例一 
2

1
 

2

1
 

4

3
 

10,10,12 

(5,5,6) 
48 銳角三角形 

例二 
3

1
 

2

1
 1 

15,20,25 

(3,4,5) 
150 直角三角形 

例三 
3

1
 

3

1
 

3

4
 

30,30,48 

(5,5,8) 
432 鈍角三角形 

 

項 
目 舉 

例 

1. 若 1D ， 10,10 21  rr ， 21 , rr 為有理數，則 ABC 為海倫鈍角三角形； 

2. 若 1D ， 10,10 21  rr ， 21 , rr 為有理數，則 ABC 為海倫直角三角形； 

3. 若 10  D ， 10,10 21  rr ， 21 , rr 為有理數，則 ABC 為海倫銳角三角形。 
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成員二：海倫等差三角形 

引理六：已知 ABC 為海倫等差三角形，其等差中項為 AB ，由 BA  , 所形成之子直角三角

形的兩股比值為 21 , rr ( 21 , rr 為有理數)，則
3

1
21 rr 。 

證明：∵ ABC 為海倫等差三角形，∴ bac 2  

由定理二知       2121

2

12

2

21 1:1:1:: rrrrrrrrcba  代入 bac 2  

得       2

12

2

212121 1112 rrrrrrrr   

       2

12

2

21212121 1122 rrrrrrrrrr  （乘開）得 

2

212

2

121

2

212

2

121 2222 rrrrrrrrrrrr  （移項）得 

2

212

2

121 33 rrrrrr  （提公因式）得 

 212121 3 rrrrrr  （兩邊同除 21 rr  ）得 

3

1
21  rr  

引理七：已知 ABC 為海倫三角形，其 BA  , 所形成之子直角三角形的兩股比值分別為

21 , rr ( 21 , rr 為有理數)，若
3

1
21 rr ，則 ABC 為海倫等差三角形，其等差中項為 AB 。 

證明：由引理六之證明反推即可得證。 

結合引理六、引理七，可得出下列定理： 

定理三：已知 ABC 為海倫等差三角形，則 ABC 為海倫等差三角形的充要條件為，
3

1
21 rr ，

21 , rr 為有理數， 21 , rr 的範圍為 10,10 21  rr 或 10,1,10 2121  rrrr 或

1,10 21  rr 。 

定理四：已知 ABC 為海倫等差三角形，則其三邊比

1

1

1

1

1

1
9

2

3

2
:

3

1

3
:

9

1
::::

r

r

r

r

r
rcbaABACBC  ，其中 10 1  r ， 1r 為有理數 

證明：由定理二知       2121

2

12

2

21 1:1:1:: rrrrrrrrcba   

又由定理三知
3

1
21 rr ，代入上式可化簡得

1

1

1

1

1

1
9

2

3

2
:

3

1

3
:

9

1
::

r

r

r

r

r
rcba   

 

C

A B

 
(圖十三) 

A

C B

 
(圖十四) 

A

C B

 
(圖十五) 
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令 ABC 其三邊長為 cba ,, ，得其面積公式為    cSbSaSSA  ，若 ABC 為海倫

等差三角形，其三邊長可轉換為 daada  ,, ，代入面積公式可得面積為 








 







 










2

2

2

2

22

3 dadaaa
A =     *223

4
dada

a
  

∵ A為正整數，∴ a 為偶數，令 xa 2 代入(*)可得

     dxdxxdxdx
x

A  322223
4

2
 

∵ A為正整數，故可令    23ydxdx  ，化簡可得 222 3 dyx  。 

因此我們可將三邊長為等差數列的海倫三角形，利用不定方程 222 3 dyx  求解。 

 

引理八：已知海倫等差三角形，其等差中項為 a，公差為 d，若 222 3 dyx  之 x 解為

kxxx ,...,, 21 ，則 a 可為 kxxx 2,...,2,2 21  

底下由 1d 開始，計算不定方程 222 3 dyx  的解： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1d  

x  y  da   a  da   

2 

7 

26 

97 

362 

1351 

1 

4 

15 

56 

209 

780 

3 

13 

51 

193 

723 

2701 

4 

14 

52 

194 

724 

2702 

5 

15 

53 

195 

725 

2703 

262744 123  xxx  

9772644 234  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

1x  

2x  

3x  

4x  

5x  

6x  

2d  

x  y  da   a  da   

4 

14 

52 

194 

724 

2702 

2 

8 

30 

112 

418 

1560 

6 

26 

102 

386 

1446 

5402 

8 

28 

104 

388 

1448 

5404 

10 

30 

106 

390 

1450 

5406 

5241444 123  xxx  

194145244 234  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

 

1x  

2x  

3x  

4x  

5x  

6x  

討論：在海倫等差 ABC 中，我們規定 AB 為等差中項（而不取 ACBC, ），此為合理的，如

圖十三、十四、十五，若粗線的部分為等差中項時，我們取其粗線的兩端為 BA, 即可。 

雖然上述定理可幫助我們順利得到所有的海倫等差三角形，可惜的是，當我們給定一海

倫等差三角形的公差時，卻無法從此公式中得到我們所要的答案，因此我們發展出了一套海

倫等差三角形的遞迴演算法，以解決這個問題，敘述如下： 
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13d  

x  y  da   a  da   

14 

19 

26 

37 

62 

91 

134 

229 

338 

499 

3 

8 

13 

20 

35 

52 

77 

132 

195 

288 

15 

25 

39 

61 

111 

169 

255 

445 

663 

985 

28 

38 

52 

74 

124 

182 

268 

458 

676 

998 

41 

51 

65 

87 

137 

195 

281 

471 

689 

1011 

 

○1 134143744 147  xxx  

4993713444 4710  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○2 229196244 258  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○3 338269144 369  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

所以共形成三串遞迴子數列 

 

1x  

2x  

3x  

4x  

5x  

6x  

7x  

8x  

9x  

10x  

11d  

x  y  da   a  da   

13 

14 

22 

38 

43 

77 

139 

158 

286 

518 

4 

5 

11 

21 

24 

44 

80 

91 

165 

299 

15 

17 

33 

65 

75 

143 

267 

305 

561 

1025 

26 

28 

44 

76 

86 

154 

278 

316 

572 

1036 

37 

39 

55 

87 

97 

165 

289 

327 

583 

1047 

 

○1 139133844 147  xxx  

5183813944 4710  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○2 158144344 258  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○3 286227744 369  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

所以共形成三串遞迴子數列 

1x  

2x  

3x  

4x  

5x  

6x  

7x  

8x  

9x  

10x  
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1431311 d  

x  y  da   a  da   

146 

151 

154 

169 

182 

209 

218 

241 

286 

343 

386 

407 

494 

559 

682 

721 

818 

1001 

1226 

1393 

1474 

1807 

2054 

2519 

2666 

3031 

3718 

4561 

17 

28 

33 

52 

65 

88 

95 

112 

143 

180 

207 

220 

273 

312 

385 

408 

465 

572 

703 

800 

847 

1040 

1183 

1452 

1537 

1748 

2145 

2632 

149 

159 

165 

195 

221 

275 

293 

339 

429 

543 

629 

671 

845 

975 

1221 

1299 

1493 

1859 

2309 

2643 

2805 

3471 

3965 

4895 

5189 

5919 

7293 

8979 

292 

302 

308 

338 

364 

418 

436 

482 

572 

686 

772 

814 

988 

1118 

1364 

1442 

1636 

2002 

2452 

2786 

2948 

3614 

4108 

5038 

5332 

6062 

7436 

9122 

435 

445 

451 

481 

507 

561 

579 

625 

715 

829 

915 

957 

1131 

1261 

1507 

1585 

1779 

2145 

2595 

2929 

3091 

3757 

4251 

5181 

5475 

6205 

7579 

9265 
 

1x  

2x  

3x  

4x  

5x  

6x  

7x  

8x  

9x  

10x  

11x  

12x  

13x  

14x  

15x  

16x  

17x  

18x  

19x  

20x  

21x  

22x  

23x  

24x  

25x  

26x  

27x  

28x  

* 

+ 

- 

# 

% 

。 

 

 

 

* 

+ 

- 

# 

% 

。 

 

 

 

* 

+ 

- 

# 

% 

。 

○1 112614634344 11019  xxx  

4561343112644 101928  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○2 139315138644 21120  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○3 147415440744 31221  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○4 180716949444 41322  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○5 205418255944 51423  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○6 251920968244 61524  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○7 266621872144 71625  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○8 303124181844 81726  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

○9 3718286100144 91827  xxx …… 

形成一串遞迴子數列 

所以共形成九串遞迴子數列 
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由上幾個例子我們發現： 222 3 dyx  的解滿足一個遞迴關係：『 kkk xxx   12 4 』，且

根據不同的 d，形成一串或數串的遞迴子數列，詳細的內容請參閱數論書籍不定方程這一章，

由於理論太深奧，超出國中所能理解的範圍，故在此不再詳加研究，只將我們觀察結果寫成

如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

綜合上述所得的結果，得到定理如下： 

 

定理五：已知海倫等差三角形，其等差中項為 a，公差為 d，而 222 3 dyx  形成 n 串子數列，

則其三邊長可用 )2,2,2( 111 dxxdx  、 )2,2,2( 222 dxxdx  、…、

)2,2,2( 222 dxxdx kkk   表之，其中 221 ,...,, kxxx 滿足 222 3 dyx  的方程式，而且

inini xxx   42 ，其中 ni 1  

 

成員三：海倫倍角三角形 

任給定一 n1 之海倫三角形，如何由其推得一 11 n 之海倫三角形，此為我們研究此部分

的基礎，如能找出方法使其成立，我們將可由 11 之任一三角形的三邊比，遞推得出 n1 之三

角形的三邊比。針對這個主題，導出下列幾個引理： 

 

1. 若 12 d ，則 222 3 dyx  的解，形成一串遞迴子數列； 

2. 若 2d 為一質數 p 的 2n 次方，且 112  tp 的型態，則 222 3 dyx  的解，形成 2n+1

串(指數加 1)遞迴子數列；如 222 113  yx 、 422 113  yx ，分別形成三串與五串的遞

迴子數列。 

3. 若 2d 為一質數 p 的 2n 次方，且 112  tp 的型態，則 222 3 dyx  的解，形成一串遞

迴子數列；如 222 23  yx 、 422 23  yx 均形成一串遞迴子數列。 

4. 若 2d 為多個質數的偶次方相乘時，則其 222 3 dyx  的解所形成的遞迴子數列個數，

為個別質數的偶次方所形成的遞迴串列數相乘。 

例： 22222 13111433  yx  

而 222 113  yx 形成三串遞迴子數列； 222 133  yx 形成三串遞迴子數列 

得 22222 13111433  yx 形成九串遞迴子數列。 

因此若 222 3 dyx  ，知其形成 n 串的遞迴子數列，則其遞迴可以下式表示： 

inini xxx   42 ，其中 ni 1  
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引理九：給定海倫 ABC 的三邊長 cABbACaBC  ,, ，在 AC 上取一點 D ，使

ACBD  ，則 ABD 為海倫三角形，同時其三邊比 22:::: acbcabABADBD   

b

c

a

x

2

1

D

C

A B

 
(圖十六) 

 

證明：1. 令 A 之子直角三角形兩股比值為 1r ， CBA 之子直角三角形兩股比值為 2r ，

CBD 之子直角三角形兩股比值為 xr ， 

∵ ABC 為海倫三角形，由定理二知 21 , rr 為有理數 

∵ ACBD  ，∴ 1rrx  ， 

由預備定理二知 ABD 之子直角三角形兩股比值為
21

21
122

1 rr

rr
rr x




  為有理數 

故 ABD 為海倫三角形 

2. ∵ ADBBDC  ~ ，∴
c

a

AB

BC

AD

BD

BD

CD
  

故   22

CDCDbCDbCDADCDBD  ……○1  

且
2222 BDaCDcBDaCDc   

將○1 式等式兩邊同乘 2c 得 

22222 CDcCDbcBDc   

2222 BDaBDabcBDc  BDaabcBDc 22 
22 ac

abc
BD


  

22

2

22 ac

ba

ac

abc

c

a
BD

c

a
CD





  

又 CDACAD  ，∴
22

2

22

222

22

2

ac

bc

ac

bababc

ac

ba
bAD










  

故 22

22

2

22
:::::: acbcabc

ac

bc

ac

abc
ABADBD 


  

 



18 

引理十：給定海倫 ABD 的三邊長 zAByADxBD  ,, ，在 AD上取一點C ，使

ADBC  ，則 ABC 為海倫三角形，且三邊長比 yzxyxzABACBC :::: 22   

x

z

y

1

2

x

D

BA

C

 
(圖十七) 

 

證明：1. 令 A 之子直角三角形兩股比值為 1r ， ABC 之子直角三角形兩股比值為 2r ，

CBD 之子直角三角形兩股比值為 xr ， ABD 之子直角三角形兩股比值為 xr 2 ， 

∵ ABD 為海倫三角形，∴ xrr 21 , 為有理數 

∵ ADBC  ，∴ 1rrx  ，由預備定理二知 ...(*)
11 21

12

2

21

21
122

x

x

x
rr

rr
r

rr

rr
rr














  

∵ xrr 21 , 為有理數代入(*)得 2r 為有理數， 

由 21 , rr 為有理數，故得 ABC 為海倫三角形 

2. ∵ ADBBDC  ~ ，∴
AB

BC

AD

BD

BD

CD
  

即
z

BC

y

x

x

CD
  

y

xz
BC   

y

x
CD

2

  

又 CDADAC  ，∴
y

xy

y

x
yAC

222 
  

故 yzxyxzz
y

xy

y

xz
ABACBC :::::: 22

22




  

今利用引理九中的海倫 ABC ，令其兩內角 BA  ，即得 11 ，同時可得 ABD 為 21 之

海倫三角形。反過來說，取引理十中的海倫 ABD ，令其內角 AABD  2 ，即得 21 ，同時

可得出 ABC 為 11 之海倫三角形。 
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由以上說明可知， 21 的任一三角形，均可由一 11 的三角形，透過引理九的關係式而得，

如此遞推下去可得： n 1312111  ，反過來說， n1 的任一三角形，透過引理十

可推得 11 n 的三角形，如此遞推下去可得 112121111   nnn 。 

今將定理二令 21 rr  得 11 中的三角形三邊比為 )1(2:)1(:)1(
2

11

2

11

2

11 rrrrrr  ，

將此式結合前面引理九、引理十得出如下定理： 

 

定理六：令 11 的三邊為 111 ,, cba ， 21 的三邊為 222 ,, cba ，……，則 n1 的三邊為 nnn cba ,, ， 

則 2

1

2

11111
:::: 

 nnnnnnnnn accbbacba  

其中 )1(2:)1(:)1(::
2

11

2

11

2

11111 rrrrrrcba   

2  為正整數，  ，  1為有理數，0 11  nnrr  

 

接下來我們要探討如何由 11 求得 nm  ，底下先舉一個例子： 

例：如何由 11 求得 175  

解：1.要求得 175 ，可利用引理九先求得 125  

2.要求得 125 ，可利用引理九先求得 75  

3.要求得 75 ，可利用引理九先求得 25  

4.將 25 作個翻轉得 52   

5.要求得 52  ，可利用引理九先求得 32  

6.要求得 32 ，可利用引理九先求得 12  

7.將 12 作個翻轉得 21  

8.要求得 21 ，可利用引理九先求得 11  

綜合上述 8 個步驟可知，要從 11 求得 175 時，需要 3 條形成鏈，圖示如下： 

 

11 → 21    第一條 

↓ 

12 → 32 → 52    第二條 

↓ 

25 → 75 → 125 → 175    第三條 

 

在此我們假設 11 之三邊為 111 ,, cba ， 175 之三邊為 cba ,,  

21 之三邊為 222 ,, cba  



20 

12  之三邊為 333 ,, cba  

32  之三邊為 444 ,, cba  

52  之三邊為 555 ,, cba  

25 之三邊為 666 ,, cba  

75 之三邊為 777 ,, cba  

125 之三邊為 888 ,, cba  

並利用圖示的 3 條形成鏈，可得出各三角形之邊長比例關係如下： 

2

8

2

88888

2

7

2

77777888

2

6

2

66666777

555666

2

4

2

44444555

2

3

2

33333444

222333

2

1

2

11111222

::::

::::

::::

.........::::

::::

::::

.........::::

::::

accbbacba

accbbacba

accbbacba

cabcba

accbbacba

accbbacba

cabcba

accbbacba

















翻轉點　　　　

翻轉點　　　　

 

寫成遞迴式可得 























555666

222333

2

1

2

11111

2

8

2

88888

::::

::::

)(6,3,82::::

::::

cabcba

cabcba

nnnaccbbacba

accbbacba

nnnnnnnnn 翻轉點為正整數，　　其中
 

在此如要知道於哪一步需翻轉、共有幾條形成鏈，以及形成鏈上各有幾個三角形時，我

們可透過輾轉相除法得出相關的資訊，今以 11 生成 175 為例： 

 

2 5 

4 

17 

15 

3 

 1 2 

1 

1 

  1  

 

q1 q2 

q3 

 

 

 

利用上式可發現，在 11 生成 175 過程中，於第 3 步與第 6 步出現 2 個翻轉點，而翻轉

翻轉 

翻轉 

3 

( 1q ) 

11  

21  

12  …………翻轉點 

32   

52   

25 …………翻轉點 

75  

125  

175  

2 

( 2q ) 

1 

( 3q ) 
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點的位置 3 可視為 )12(2 3  q ；6 可視為 )213(3 23  qq ，同時共形成 3 條形成鏈(k)，

扣掉 175 共可得出 8 個三角形，其中 8 可視為三個商數和( 321 qqq  )加上兩個翻轉點(k-1)，

即 2)123(8  。 

在此我們將其推廣到一般式，由 11 生成 nm 。底下我們透過 nm, ( nm  )之輾轉相除法，

將其生成關係推演如下： 

2q  m  

21qr  
n  

1mq  
1q  

4q  
2r  

43qr  
1r  

32qr  
3q  

  

  

  

4r  

  

  

3r  

  

  

  

  

  

kq  2kr  

kq  
3kr  

12  kk qr  
1kq  

 1 1  

  

 

 

 

 

 

 

由上式可知，在 11 生成 nm 過程中，於第 kq2 步、 13  kk qq 步、 214   kkk qqq

步、 3215   kkkk qqqq 步、……、 231 ...... qqqqk kk   步為翻轉點，同時共有 k 條

形成鏈，並且於所有形成鏈上扣除 nm 共有 121 ......1 qqqqk kkk   個三角形。 

在此我們令 11 之三邊為 111 ,, cba  (海倫等腰三角形) 

21 之三邊為 222 ,, cba  

  

  

  

nm  之三邊為 cba ,,  

則可歸納得出定理如下： 

11  

21  

  

kq1  

kq11  

11  kq       …………翻轉點 

kk qq   21  

  
  

)1(11 1 kkk qqq  
  

  

  

)( 121 mqnqmmqn       ………翻轉點 

  

)( 11 mqnmmqn    

mmqn  1
 

mqnm 1    …………翻轉點 

mqnm )1( 1  

  
  

nm   

翻轉 

翻轉 

kq  

翻轉 

1kq  

2q  

1q  
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定理七：已知 nm, 之輾轉相除法過程如圖所示，其中 

11 rmqn   

221 rqrm   

3321 rqrr   

  

  

1123   kkk qrr  

112  kk qr  

令 nm  之三邊為 cba ,, ，則三邊比 

2

1

2

11111
111111

::::



 k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i qkqkqkqkqkqk

accbbacba  

且 2

1

2

11111 ::::   nnnnnnnnn accbbacba  

其中

















































)1(2:)1(:)1(::

::::

::::

::::

)(...,......,4,3,2

為翻轉點的個數，1 為形成鏈的個數， ，12 

2

11

2

11

2
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而

翻轉點

 

研究目的三：如何運用多個子直角三角形其兩股的比值，建構出第三代海倫家族（次完美海

倫 n 邊形、完美海倫 n 邊形）的比例解。 

 

成員一：次完美海倫 n 邊形 

引理十一：次完美海倫 n 邊形，由正整數的對角形所分割出來的三角形，每一塊都是海倫三

角形。 

證明：由次完美海倫 n 邊形的定義知，所分割出來的三角形，其每一個邊長皆為正整數，

代入海倫面積公式可得其面積形成 k 的型態，k 為正整數。且因所分割出來的三角

形有 n-2 塊，因此可設其每一塊的面積為 221 ,...,, nkkk ，又次完美海倫 n 邊形，

其面積為正整數，所以可得 221 ...  nkkk 為正整數，從而推得
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  
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 1 1  
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221 ,...,, nkkk 皆為正整數，因此每一塊三角形均為海倫三角形。 

A1

A3
A2

A4

A5

A6

A7
An-1

An

 
(圖十八) 

 

引理十二：如圖十八，由 n-2 個海倫三角形所構成之 n 邊形，必為次完美海倫 n 邊形。 

證明：如圖，因 n-2 個海倫三角形其面積與邊長均為正整數，故所構成之 n 邊形之面積與

邊長亦為正整數，同時其固定某一定點所形成之對角線均為正整數，所以此 n 邊形

為次完美海倫 n 邊形。 

 

 

 

定理八：所有的次完美海倫 n 邊形，都可由 n-2 個海倫三角形所構成。 

底下我們探討次完美海倫 n 邊形的邊長，先從簡單的四邊形開始： 

一、四邊形： 

引理十三：任取兩個海倫三角形 321 AAA 、 341 AAA ，建構這兩個三角形其所有子直角三角形

的兩股比值分別為 6521  , ..., ,  , rrrr 。則次完美海倫四邊形的邊長比

41433221 ::: AAAAAAAA        4545

2

124545

2

21 11:11 rrrrrrrrrrrr   

       2121

2

542121

2

45 11:11:  rrrrrrrrrrrr   

其中  10  ,10  ,10  ,10 52414521  rrrrrrrr 且 0  0,  0,  ,0 5421  rrrr  

6

3
4

2 5

1

c1c2
a2c1

b2c1

a1c2

b1c2

A2 A3

A1

A4

 
(圖十九) 

由引理十一給定一個次完美海倫 n 邊形，固定一頂點利用對角線可將其分割成 n-2 個海

倫三角形，反過來說，由引理十二知，給定 n-2 個海倫三角形，利用合併的方式可以得到依

次完美海倫 n 邊形，綜合上述引理，得出定理八： 
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證明：令
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
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同時依定理二可知 
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二、五邊形： 

引理十四：任取三個海倫三角形 321 AAA 、 431 AAA 、 541 AAA (如圖二十)，建構這三個三角

形其所有子直角三角形的兩股比值為 9821 , ..,., , rrrr ，則次完美海倫五邊形的邊長

比
1321233123213215154433221 :::::::: cbbcbaccaccbccaAAAAAAAAAA   

其中    
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證明：令
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則
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(圖二十) 
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三、n 邊形： 

依據引理十四、十五的方法，我們得到次完美海倫 n 邊形的邊長比如下： 

定理九：已知 321 AAA 、 431 AAA 、……、 nn AAA 11  ，建構這 2n 個三角形其所有子直角三角

形的兩股比值分別為 63321 ,......, , , nrrrr ，則次完美海倫 n 邊形的邊長比：  
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(圖二十一) 

 

成員二：完美海倫多邊形 

如何運用構造法，結合多個子直角三角形的兩股比值，在圓上造出完美海倫多邊形，底

下我們分別對四邊形、五邊形、六邊形與 n 邊形，依序探討如下： 
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一、四邊形： 

在進入構造法以前，先簡述幾個幾何已知的性質： 

如圖二十二，在 ABC 與 DEF 中，取
1

1
1




r , )1( 41

1

1
4  rrr 即




，則

 180FDECAB  

 1

 11

A

C

B

 

 1

 1
4

F

ED

 
(圖二十二) 

 

性質一：若取
1

1
4

1

1
1 ,








 rr ，則四邊形 ABCD 四點共圓，如圖二十三。 

性質二：在 ABC 與 DEF 中，取 41 rr  ，則 ABCD 四點共圓，如圖二十四。 

性質三：托勒密幾何性質（Ptolemy’s theorem）：圓內接四邊形兩雙對邊乘積的和，等於兩條

對角線的乘積 BCADBDACCDAB  （如圖二十五） 
 

 

4

1

C=F

B=E

A

D

 
(圖二十三) 

21

D

B=E C=F

A

 
(圖二十四) 

A

B
D

C

 
(圖二十五) 

 

底下利用上面性質，並結合海倫多邊形之子直角三角形其兩股的比值必為有理數的特

性，採取構造法，造出完美海倫四邊形，其方法有二： 

方法一：步驟 1.先取出兩個海倫三角形 ABC 與 DEF  

2.令 41
rr  (共圓)，且 A 與 D 的對邊長度相等 

則利用兩種連接方式，即可構造出完美海倫四邊形，如圖二十六 
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(圖二十六)
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D

 

其中：1.圖二十六的部份，利用托勒密幾何性質，可求出
17

1500
AD ，因此把

圖形放大 17 倍，即可得到完美海倫多邊形。 

2.圖二十六的部份，仿 1.的部份得
5

187
AD ，此時只需放大 5 倍即可。 

 

方法二：步驟 1.先取出兩個海倫三角形 ABC 與 DEF  

2.令 141  rr (共圓)，且 A 與 D 的對邊長度相等 

則利用兩種連接方式，即可構造出完美海倫四邊形，如圖二十七 
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(圖二十七) 

二、五邊形： 

先取出三個海倫三角形 ABC , DEF , GHI ，則可取








)1( ,

)(

7141

741

共圓或

共圓

rrrr

rrr
 任取一

種，再利用不同的連接方式，即可建構出完美海倫五邊形。以下舉兩例，如圖二十八： 

 

2

1
41  rr  
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1, 7141  rrrr  
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741 rrr   

(圖二十八) 

至於 AD與 DG 都可用托勒密幾何性質求得。 

三、六邊形： 

仿五邊形的方式，取











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任取一種，再利用不同的連接方式，即可建構出完美海倫六邊形。 

 

1 0
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10741 rrrr   
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1, 101741  rrrrr  
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1,, 7110741  rrrrrr  

(圖二十九) 

四、n 邊形： 

取 n-2 個海倫三角形，當中有 k 個海倫三角形符合 krrr  ...21 ，有 j 個海倫三角形符合

jkkk rrr   ...21 ，其中 111  krr 且 2 njk ，用這兩組三角形做適當的連接方式，即

可得到完美海倫 n 邊形。 

至於其邊長的比例，需視海倫三角形的結合方式，故無法歸納出一個比例解的公式，適
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用在每個圖形上。 

最後，在上面很多圖形中，選取一個五邊形，來說明此五邊形（經放大後）為何是完美

海倫五邊形，其他圖形的證明同理可得。 
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D

 
(圖三十) 

 

如圖三十， ABC , DEF , GHI 是海倫三角形，且 1 , 7141  rrrr 。 

現說明 ABGCD 是完美海倫五邊形，說明如下： 

1. 連結 DGAGAD ,, 。 

2. ∵ 1 , 7141  rrrr ，∴ABGCD 五點共圓。 

3. ∵ABCD 四點共圓，依托勒密性質 BDACBCADCDAB  ，又

AB , CD , BC , AC , BD為正整數，∴得出 AD為有理數。 

同理得 AG , DG 為有理數。 

4. (1)∵ )( DBCDEF  為海倫三角形，故 5r 為有理數。 

∵ABCD 四點共圓，∴ 弧CDDBCDAC
2

1
 ，又 CDDBC A

2

1

2

1
5  ，從

而
AC

2

1
D

r


為有理數，又 1r 為有理數，得
DAC

2

1
1 

r 為有理數。 

(2)∵ ABC 為海倫三角形，故 3r 為有理數。 

∵ABCD 四點共圓，∴ 弧AB
2

1
BADB  CA ，又 BAACB D

2

1

2

1
3  ，從而

ADB
r


2

1 為有理數。 

5. 結合
DAC

2

1
1 
r ,

ADB
r


2

1 為有理數，∴ ABD 為海倫三角形。∵ ABD 、 )( DBCDEF  及

BGC)(GHI 為海倫三角形，且 AD , AG , DG 為有理數，經放大正整數倍後即可得出

邊長、對角線與面積均是正整數的五邊形，故 ABGCD 是完美海倫五邊形。 
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陸、結論 

本文的靈感，來自數學傳播中的一篇文章，透過從中所獲得的啟發，再配合國中所

學的幾何來重新加以詮釋，賦予新的生命，推展出許多有趣的內容。 

真的沒想到，只用角平分線的比例性質，再加上國中所學到的商高定理、相似三角

形性質、海倫面積公式與內切圓半徑求法等幾何知識，創造出子直角三角形的理論，從

而就揭開了海倫家族的神秘結構。欣喜之餘，我們反思，在探討一個數學題目的求解過

程中，常常會受到傳統經驗和思想所侷限，而無法得到突破，然而，一但換個角度時，

往往能得到意想不到的收穫，本文即是如此，期待將來有機會能做更進一步的研究，以

發現海倫家族更多神奇的奧秘。 
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【評  語】 030402 海倫家族三代同堂大蒐祕 

1. 研究主題趣味性相當高。 

2. 討論的深入度也值得肯定。 

3. 報告寫作可讀性相當好。 
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