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傑克密碼 

摘要 

「神奇的傑克」是上屆全國科展第二名作品，由於考慮其內容還有充實的空間，我們便

決定以更有系統的討論觀點，來完成這份作品。我們的作圖方式是以傑克中心為標準，完整

討論傑克結構九種不同連法下，向傑克中心的異側做正方形時，面積發展的關係與性質。 

由於以推理幾何驗證面積關係的過程，必須用到複雜的輔助線、且驗證步驟冗長，所以

轉而運用「解析幾何」以簡化繁瑣的驗證程序。因為解決了坐標設定的問題，才得以為傑克

結構開拓更大的研究空間。我們進一步以「解析幾何」討論向傑克中心同側做正方形時，九

種不同連法下，圖形或面積發展的關係與性質。 

    我們以 )(iMB 、 )(iMT 、 )(iMC 、 )(iNB 、 )(iNT 、 )(iNC 、 )(iHB 、 )(iHT 、 )(iHC 表示九種不

同連結情況下的第 i 層四邊形； ][ )(iMBA 、 ][ )(iMTA 、 ][ )(iMCA 、 ][ )(iNBA 、 ][ )(iNTA 、 ][ )(iNCA 、

][ )(iHBA 、 ][ )(iHTA 、 ][ )(iHCA 表示九種不同連結情況下的第 i 層四邊形面積，最後整理不同

連接情況下，同一層四邊形間的各種面積關係，「從一粒沙看一世界」，窺探永恆、無盡的幾

何之美。 
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傑克密碼 

壹、研究動機 

    「神奇的傑克」是上屆全國科展得獎作品，由於考慮其內容還有充實的空間，所以在學

長與老師的鼓勵下，承襲以「推理幾何」的方式，推證上屆作品尚未討論到的其他五種不同

連接情況下之面積發展關係。由於以推理幾何驗證面積關係的過程，必須用到複雜的輔助線，

且驗證步驟冗長，所以轉而考慮運用「解析幾何」，試圖簡化繁瑣的驗證過程，並期待為傑克

結構開拓更大的研究空間。 

貳、研究目的 

一、以更有系統的討論觀點，利用推理幾何完整補充與驗證「傑克結構」九個面積發展的重

要定理。 

二、另以解析幾何證明九個面積發展的重要定理，以更簡明的代數處理呈現推算過程，並強

化論證過程與結果的可靠性。 

三、推導「傑克結構」所連成的每一層四邊形與基準正方形（Reference Square）之間的面積

關係（傑克密碼），以及整理「傑克結構」九種不同連接情況下，同一層四邊形間的面積

關係，「從一粒沙看一世界」，窺探永恆、無盡的幾何之美。 

四、討論「傑克結構」九種不同連接情況下，向傑克中心同側做正方形時，圖形或面積發展

的關係與性質。 

參、名詞與符號界定 

一、傑克結構、基準正方形與傑克中心： 

如下圖（一）的四個斜線正方形的特殊組合，稱為「傑

克結構」(Jack Structure)，它是我們研究圖形的主要架構，而

正方形 STUV（ S、U 分別為 AG 與CE 之中點，而 H、T、R 、

V 分別是四個正方形的中心點），我們稱之為基準正方形

（Reference Square），而 D 點，稱之為「傑克中心」。（※為了

方便說明起見，以下我們將「傑克結構」上的正方形頂點與

中心點皆固定使用此圖上所標示的名稱。） 

 

二、 )(iMB 與 ][ )(iMBA ： 

    如下頁圖（二），先作出「傑克結構」的 MB ，並以對稱

方式依序作出另三條線段 PB 、QF 、 NF ，再以上述四條線段為邊，各自在傑克中心的異側

作一正方形，再將這四個正方形的中心點依序連成一個四邊形，則此四邊形稱之為 )1(MB ，而

其面積以 ][ )1(MBA 表示。再以 )1(MB 的四邊為邊，各自在傑克中心的異側作一正方形，將這四

個正方形的中心點依序連成一個四邊形，則此四邊形稱之為 )2(MB ，而其面積以 ][ )2(MBA 表

示。……，依此模式第 i 次作出的四邊形稱之為 )(iMB ，而其面積以 ][ )(iMBA 表示。 
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)1(MB
)1(MT

)1(MC

三、 )(iMT 與 ][ )(iMTA ： 

如下圖（三），先作出「傑克結構」的 MT ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

四、 )(iMC 與 ][ )(iMCA ： 

如下圖（四），先作出「傑克結構」的 MC ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

 

 

 

 

 

 

 

五、 )(iNB 與 ][ )(iNBA ： 

如下圖（五），先作出「傑克結構」的 NB ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

六、 )(iNT 與 ][ )(iNTA ： 

如下圖（六），先作出「傑克結構」的 NT ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

七、 )(iNC 與 ][ )(iNCA ： 

如下圖（七），先作出「傑克結構」的 NC ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

八、 )(iHB 與 ][ )(iHBA ： 

如下圖（八），先作出「傑克結構」的 HB ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義
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如同本項界定說明之二。 

九、 )(iHT 與 ][ )(iHTA ： 

如下圖（九），先作出「傑克結構」的 HT ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

十、 )(iHC 與 ][ )(iHCA ： 

如下圖（十），先作出「傑克結構」的 HC ，接下來的作圖程序與圖形、符號表示之意義

如同本項界定說明之二。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

肆、預備定理 

【引理 1】 P 、 R 分別為正方形 ABCD 、 DEFG 的中心點，Q 為CE 的中點，則 PQRΔ 為等腰

直角三角形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【引理 2】 P 、Q 分別為正方形 ABCD 、 DEFG 的中心點， M 、 N 分別為 AG 、CE 的中點，

則 MPNQ 為正方形。 

【引理 3】 ABCD 、CEQP 、 DEFG 、 AGNM 皆為正方形，T 、 R 、V 、 H 分別是各個正方

形的中心點， S 、U 分別是 AG 、CE 的中點，則必(I) DRHD = ；(II) HR 與TV 互相垂直；

(III) CESD ⊥ 。 
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【引理 4】如下圖左，四邊形 ABCD 中， BDAC ⊥ ， aAC = ， bBD = ，若分別以 AB 、 BC 、

CD 、 AD 為邊，向外作四個正方形，且 E 、 F 、G 、 H 分別為四個正方形的中心點，則必 

( I ) FHEG ⊥ ， FHEG = ；(II) EFGH 的面積等於 ABCD 面積的
ab
ba

2
)( 2+

倍；(III)當 ba = 時，

EFGH 的面積等於 ABCD 面積的 2 倍。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【引理 5】如上圖右，四邊形 ABCD 中，P 、Q、R 、S 分別是 AB 、BC 、CD、 AD 的中點，

aPR = ， bSQ = ，且 SQPR ⊥ （垂足為 M ）。若分別以 AB 、 BC 、 CD 、 AD 為邊，向外作
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四個正方形，且 E 、 F 、G 、 H 分別為四個正方形的中心點，則必( I ) FHEG = ， 

FHEG ⊥ ；(II)四邊形 EFGH 的面積等於四邊形 ABCD 面積的
ab
ba

2
)( 2+

倍；(III)當 ba = 時，

EFGH 的面積等於 ABCD 面積的 2 倍。 

伍、研究內容 

一、以傑克中心為標準，完整討論傑克結構九種不同連法下，向傑克中心的異側做正方形時，

九個面積發展的重要定理。以下為補充證明先前作品中未完成討論的其他五個面積發展定理。  

【MC 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(MC ，L、 I 分別為 21OO 、 43OO

的中點，試證： SUIL ⊥ ， USIL 3= ， =][ )1(MCA STUV×6 面積， =][ )2(MCA ×
3
8 ][ )1(MCA 。 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【證明】 

(1) GABAD Δ≅ΔM BGDM =⇒ ， BGDM ⊥ ； CDMBJC Δ≅Δ DMJB =⇒ ， DMJB ⊥ 。 

(2)由(1) BGJB =⇒ ， BGJB // 。 

(3) JOOM 11 =Q ， HGHM =   BGJGHO1 ==∴
2
1

。 
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(4) MDHO1 =Q ， DMHO1 ⊥ ，又 HMHA = ， HMHA ⊥  

MHDHAO1 ∠=∠∴ MHDHAO1 Δ≅Δ⇒ HDAO1 =⇒ ， HDAO1 ⊥ 。  

(5)同理 DRCO2 = ， RDCO2 ⊥ COAO 21 =⇒ ， COAO 21 //   CAOO 21∴ 為平行四邊形。 

又 TCAT = ， 21 LOLO =  HDAOLT 1 ==∴ ，且 HDLT ⊥ 。 

(6)同理 HDIV = ， HDIV ⊥   又 TVHD = ， TVHD ⊥   SUTVIL 33 ==∴ 。 

(7) 41 GOAO =Q ， 41 OGAO //   AOGO 41∴ 為平行四邊形（或 1O 、G 、 4O 、 A 共線）， SGAS =  

41 OSSO =∴ 中點為 41OOS⇒ 。同理可證得： 中點為 32OOU 。 

(8)∴ =][ )1(MCA STUV×6 面積。由引理 5 可推算得： =][ )2(MCA ×
3
8 ][ )1(MCA 。 

【NB 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(NB ，J 、K、I 、L 分別為 21OO 、 

32OO 、 43OO 、 41OO 的中點，試證： TVLK 3= ， TVIJ 2= ， =][ )1(NBA STUV×12 面積，

=][ )2(NBA ×
12
25 ][ )1(NBA 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
【證明】 

(1)由 AFNDAGFNGD =⇒Δ≅Δ ， AFND ⊥ ； 
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由 AFRNFMARMN =⇒Δ≅Δ ， AFRN ⊥  

又 ROFO 44 = ， VDFV = RNNDRDVO ===∴
2
1

4 DNAFVO ==⇒ 4 ， RNVO //4  

NDVO4∴ 為平行四邊形 VEGVDVNO ===⇒ 4 。 

(2)同理可證： TDMO1 為平行四邊形 TDMO //1⇒ ， TATDMO ==1 。 

(3) GVNO =4Q ， GVNO ⊥4 ， HGHN = ， HGHN ⊥  

HVHOVGHNHO ⊥⇒Δ≅Δ∴ 44 ， HVHO =4  

同理可證： HTHO =1 ， HTHO ⊥1  

Q L 為 14OO 中點，由引理 3 L⇒ 、 H 、 D 共線，且 TVHD ⊥ 。 

(4) TVHD ⊥Q ， TVHD = 、且 GVDV ⊥ ， GVDV =  

TGHVTVGHDV =⇒Δ≅Δ∴ ， TGHV ⊥  

又 MAAG = ， MAAG ⊥ ， 1MOAT = ， 1MOAT ⊥  AMOATG 1Δ≅Δ∴  

AOTG 1⊥⇒ AOGTHVHO 14 ===⇒ 。 

(5)連 AO4 取 AO4 中點 Z AOLZ 1//⇒ ， HVAOLZ
2
1

2
1

1 ==  

連 DVNOHZ
2
1

2
1

4 == ， HDVLHZDVNOHZ ΔΔ⇒ ~//// 4  

TVLDTVHDLH 5.1
2
1

2
1

=⇒==⇒ 。 

(6)同理可證： TVKD
2
3

=  TVLK 3=∴ ， TVLK ⊥ 。 

(7)由 DVNO =4 ， DVNO //4 ，依對稱性可證得 DVQO =3 ， DVQO //3 。 

連 34 QONONQ =⇒ ， 3434 NQOOQONO ⇒= 平行四邊形⇒ 取 NQ 中點 X。 

(8) 連 XI ， XD ，取 NB 中點 Y，連YD。 

(9)由 DQFCDEQFEC =⇒Δ≅Δ ， DQFC ⊥ 。 

(10)連TY  YNBY =Q ， TDBT =  NDTY //∴ ， AFNDTY
2
1

2
1

== ， AFTY ⊥  

又 ACTD
2
1

= ， ACTD ⊥  FCYDCAFDTY
2
1~ =⇒∴ ΔΔ ， FCYD ⊥  

DQYD //⇒ ， DQYD
2
1

=   

D∴ 為 NBQΔ 的重心 BX⇒ 為 NBQΔ 的一中線，且 DXTDDXBD =⇒= 2 。 

(11)由 DXTD = ， DXTD // ， DVQOXI == 3 ， TVIDVDTIXDDVQOXI =⇒≅⇒ ΔΔ//// 3 ，

同理 4VODJ = ， TVIJTVDJ 2// =⇒ 。 

(12) LKIJ ⊥∴ ， TVIJ 2= ⇒ =][ )1(NBA STUV×12 面積。 

(13)由引理 5 可推算得： =][ )2(NBA ×
12
25 ][ )1(NBA 。 

【NT 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(NT ， 4R 、J、 3R 、I 分別為 21OO 、 
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32OO 、 43OO 、 41OO 的中點，試證： TVIJ 5.2= ， TVRR 5.143 = ， =][ )1(NTA STUV×5.7 面 

積， =][ )2(NTA ][
15
32

)1(NTA× 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
【證明】 

(1) AGFNGD Δ≅Δ  ⇒  NDAF = ， NDAF ⊥ 。 

(2) DNTAZT Δ≅Δ  ⇒  AZND = ， AZND ⊥ 。 

(3) KFVMGV Δ≅Δ  ⇒  FKMG = ， FKMG ⊥  又 MGNA = ， MGNA ⊥ ⇒  FKNA = ， 

FKNA //  ⇒  NAFK 為平行四邊形 ⇒ AFNK = ， AFNK //   又 AFZA =  ⇒  NKZA = ，

NKZA //  又 AGMN = ， AGMN //  ∴ GAZMNK Δ≅Δ 。 

(4)取 NG 中點 Y， MA 中點 O，連YO   ZONO 11 =Q ， YGNY = ⇒ ZGYO
2
1

1 = ， ZGYO //1 ，
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又 42
1

2
1 MOMKZG == ， 41 MOYO = ， 41 // MOYO ⇒ 41YOMO 為平行四邊形⇒ I 為 MY 中點。 

(5) HSMOIH
2
1

2
1

==Q   ∴ 1:2: =HIHS   

依據對稱性 ⇒ 1:2: =RJUR   HRSU //Q ， HRSU
2
1

=  SUIJ //⇒ ， SUIJ 5.2= 。  

(6)分別取 KX 、 NQ 、 MP 、 4ZE  中點 W、 3F 、L、 2F 。 

(7) DAMBAG Δ≅ΔQ  MDBG =⇒ ， MDBG ⊥  又 KGFMDG Δ≅Δ  ⇒ KGMD =  ，

KGMD ⊥  KGBG =⇒ ， B、 G、 K 共線  

依對稱性 EXBE =⇒ ， B、 E 、X 共線  VEGV =Q ， WXKW =   ∴ VWBV = ， B 、V 、

W 共線，依對稱性 F、T、 2F  共線， FT = 2TF 。 

(8) GKBG =Q ， VWBV =   ∴ KWGV // ， KWGV
2
1

=  KWGE =⇒  ， KWGE //  

WXGE =⇒ ， WXGE //   WXDF =⇒ ， WXDF ⊥ 。 

(9) 2MVKEQ 、 XVPE3  為正方形 且 L 為 MP 中點，W 為 KX 中點 ∴ 43WOLO 為正方形

3LO⇒ = 3WO ， 33 WOLO ⊥  又 3VO = 3XO ， 33 XOVO ⊥ 。 

(10) 33 LVOWXO Δ≅ΔQ   WXLV =⇒ ， WXLV ⊥   

⇒L、 D 、V、 F 共線， DVLD = 。  

依對稱性 ⇒  B、 T、 D、 F 3 共線，且 3DFTD =   ∴ VTLF3 為平行四邊形。 

(11)連 DW   BVQ =VW  ， BT  =TD， TVDW 2= ， TVDW //  同理 TVDF 22 = ， 2DF //TV  

∴ .2F 、D、W 共線。 

(12)取 DW 中點 2R ，取 2DF 中點 2A ， 連 32 FR ，連 LA2  ，連 2DF 。  

(13) VBWV =Q ， DRWR 22 =   ∴ 32 2
1 DFTDBDVR === 。 

(14) TDVR =2Q ， TDVR //2   ∴ 2VTDR 為平行四邊形 ，連 2TR  交VD  於 4F  

⇒ DFVF 44 = ， 32 LFTVDR == ， 32 // LFDR ， 32 DLFR  為平行四邊形。 

(15)連WL  DRWR 22 =Q ， LRWR 33 =    ∴ DLRR //32  ， DLRR
2
1

32 = 。 

(16) 23 VRTDDF ==Q ， 32 //// DFTDVR   ∴ 32 DFVR 為平行四邊形⇒ 3232 //// FRDVRR  

⇒R 3 為 32 FR  中點 , 同理 4R 為 LA2  中點。 

(17) 3LFTV =Q ，  3// LFTV  ， 22// RATV  且 TVRA 222 =   

∴ ( ) TVTVTVRR 5.12
2
1

43 =+=  ，且 IJRR ⊥43 。 

(18)故得證 =][ )1(NTA STUV×5.7 面積。由引理 5 可推算得： =][ )2(NTA ×
15
32 ][ )1(NTA 。 
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【NC 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(NC ，試證： =][ )1(NCA STUV×8

面積， =][ )2(NCA ][2 )1(NCA× 。 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
【證明】 

(1) AFNDAGFNGD =⇒≅ ΔΔ ， AFND ⊥ ； 

YBNDYBCNDC =⇒Δ≅Δ ， YBAFYBND =⇒⊥ ， YBAF //  

AYBF∴ 為平行四邊形 BFAY =⇒ ， BFAY // 。 

(2)依對稱性，推出： BFGJ = ， BFGJ // 。 

(3)令 H 為正方形 NMAG 中心點，連 HOHO 41 , 。 

(4) YONO 11 =Q ， HANH =    BFYAHO ////1∴ ， YAHO
2
1

1 = 。 

同理可證 BFGJHO ////4 ， BFHOHOGJLO ////
2
1

414 ⇒=  

1O∴ 、 H 、 4O 共線 HRTVBFOO ===⇒ 241 ， TVOO //41 ，且 H 為 41OO 中點。 

(5)同理可證 HRTVOO == 232 ， TVOO //32 ，且 R 為 32OO 中點 

TVHR ⊥Q 41OOHR ⊥∴ 且 32OOHR ⊥ 4321 OOOO⇒ 為正方形。 

V

H

D

C

B

A

F

E

G

P

Q
R

N

M

S

T
U

1O

4O

3O

2O

J

Y
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(6)∴ =][ )1(NCA 4321 OOOO 面積 STUVTVTVTVOOOO ×==×=×= 8422
2

2141 面積。 

(7) 由引理 5 可知： =][ )2(NCA ][2 )1(NCA× 。 

【HC 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(HC ，試證： =][ )1(HCA STUV×8

面 

積， =][ )2(HCA ][
4
9

)1(HCA× 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
【證明】 

(1) WOHO 11 =  ， XOHO 44 =   ， WXOO //41 ， WXOO
2
1

41 = ；同理 WXOO //32 ， 

WXOO
2
1

32 = ⇒ 3241 OOOO = , 3241 // OOOO 。 

(2)QWC = HC ， HC WC⊥ ， BC ＝CD ， BC ⊥ CD  ∴ DCHBCW Δ≅Δ  

WB⇒ ＝ HD ＝TV ，WB ⊥ HD WB⇒ ＝TV ，WB  //TV   

依對稱性可證： FX = TV  TVFX //  又 TBDT = ， VFDV = ， TVBF 2= ， TVBF //  

⇒W、B、F、X 共線 ，且 TVWX // ⇒ TVWX 4=   ∴ TVTVOOOO 24
2
1

3241 =×== 。 

(3) TVHROO ==
2
1

21Q  ，同理 TVHROO ==
2
1

43  ， HROOOO //// 4321   又 HR ⊥ TV    

∴ 4321 OOOO 為矩形   故 4321 OOOO 面積 面積STUVTVTVTV ×==×= 422 2
。 

(4) 由引理 5 可推算得： =][ )2(HCA ][
4
9

)1(HCA× 。 

D

C

B

A
F

E

G

P

Q

R

H

N

M

S

T

U

V

1O

4O

3O

2O

W

X
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D1

D4

D2

D3O1

T

O2

P

U

O3

Q

C

V

S

O4

NM

G
FD

B

A

E

二、以解析幾何的驗證方式，完成「傑克結構」九種不同連接情況下，面積關係之證明。 
【引理 6】有一個正方形O （※為了說明簡便，以下有時會以中心點名稱作為正方形之命名） 
，以順時針方向，令其頂點為 A 、 B ，當 A 之座標為 ),( ba ， B 為 ),( dc ，試証： O 為

)
2

,
2

( dcbadcba +−+++−
。 

 
 
 
 
 
 
 
 
(1)順時針令頂點 A 、 B 有以上 4 種情況(第一種情況的 A 、 B ，稱為 1A 、 1B ，並依此類推)。 
(2)如圖(1)，過O 做一條直線，並分別過 1A 、 1B 作此直線的垂線，是為 1H 、 1M  

  ⇒ MOBHOA 11 Δ≅Δ ∴ OMHA =1 ， MBOH 1= 。 

(3)令O 為 ),( yx ⇒ ydax −=− 且 xcyb −=− ，解得
2

dcbax ++−
= ，

2
dcbay +−+

=  

∴O 為 )
2

,
2

( dcbadcba +−+++−
。 

(4)同理可證其他 3 種情況，O 亦為 )
2

,
2

( dcbadcba +−+++−
。 

【MB 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(MB ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分別

是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試證： 43DD = SU2 ， TVDD 321 = ， 2143 DDDD ⊥ ，

=][ )1(MBA STUV×12 面積。 
【證明】首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 

),( dcA −   [假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 

 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGNM 中  

∵ ),( dcA − 、 ),( baG  

∴ ),( cbabdaN ++−+ 、 

),( dcacbdM ++−−  

在正方形CEQP 中  

∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  

∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、 ),( dcbdacP −−−−−  

在正方形 DEFG 中 ∵ )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( abE −  ∴ ),( abbaF −+  

H MO

B1

A1

H2

M2 B2

A2

O
M3 H3

B3

A3

O

M4

H4

B4

A4

O

(1)圖 (2)圖 (3)圖 (4)圖
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U

S

D2

D3

D4

D1

O4

O3

O2

O1

V
T

Q

F

E
C

B

GA

D

M N

P
Q

在正方形 DABC 中 ∵ )0,0(D 、 ),( dcA − 、 ),( cdC −− ∴ ),( cddcB −−−  

在 1O 正方形中∵ ),( dcacbdM ++−− ， ),( cddcB −−−     ∴ 1O  )
2

4,
2

4( dbacba +−−−−  

在 2O 正方形中 ∵ ),( cddcB −−− ， ),( dcbdacP −−−−−   ∴ 2O )
2

4,
2

4( cbadba −−−−−  

在 3O 正方形中 ∵ ),( abbaF −+ ， ),( dbaacbQ −−−−+    ∴ 3O )
2

4,
2

4( dcadcb −+−++
 

在 4O 正方形中 ∵ ),( cbabdaN ++−+ ， ),( abbaF −+     ∴ 4O )
2

4,
2

4( dcbdca −+++
 

3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點， 1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點 

∴ )
2

22,
2

22(1
dcbadcbaD +−−−−−−

， )
2

22,
2

22(2
dcbadcbaD −++−+++  

)
4

33,
4

33(3
dcbadcbaD ++++−−

， )
4

33,
4

33(4
dcbadcbaD −−−−−++−

 

TVbcaddcbaDD 2)(4)(2 2222
43 =+++++=  

TV
bcaddcba

DD 3
2

)(4)(23 2222

21 =
+++++

= --------------- )1(  

dcba
dcbaDDm

2222
2222

43 +++
+−−

= ，
dcba

dcbaDDm
3333

3333
21 −++−

+++
=  

∵ 12143 −=
−++−
+++

×
+++
+−−

=×
dcba

dcba
dcba
dcbaDDmDDm  

∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(    由 )1( )2( 知 =][ )1(MBA STUV×12 面積。 

【MT 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(MT ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分別

是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試證： 43DD = SU5.1 ， TVDD 5.221 = ， 2143 DDDD ⊥ ，

=][ )1(MTA STUV×5.7 面積。 
【證明】首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −  
[假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 

 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGNM 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG  

∴ ),( cbabdaN ++−+ 、 ),( dcacbdM ++−−  

在正方形CEPQ 中 ∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  

∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、 ),( dcbdacP −−−−−  
在正方形 AGMN 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG  

∴ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−  
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N

D

G

F

O3

D2
V

O4

B

E

H

Q

A

R

O1

O2

S

U

P

D1

M

C

T

在正方形CEQP 中 ∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −   ∴ )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−++−  

在正方形 ABCD 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( cdC −−   ∴ )
2

,
2

( cddcT −−−  

在正方形 DEFG 中 ∵ ),( abE − 、 ),( baG   ∴ )
2

,
2

( ababV −+  

在 1O 正方形中 ∵ ),( dcacbdM ++−− 、 )
2

,
2

( cddcT −−−
   ∴ 1O )

2
3,

2
3( dbacba +−−−−

 

在 2O 正方形中 ∵ )
2

,
2

( cddcT −−−
、 ),( dcbdacP −−−−−   ∴ 2O )

2
3,

2
3( cbadba −−−−−

 

在 3O 正方形中 ∵ )
2

,
2

( ababV −+
、 ),( dbaacbQ −−−−+   ∴ 3O )

2
3,

2
3( dcadcb −+−++   

在 4O 正方形中 ∵ ),( cbabdaN ++−+ 、 )
2

,
2

( ababV −+
    ∴ 4O )

2
3,

2
3( dcbdca −+++  

3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點， 1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點 

∴ )
4

3322,
4

3322(1
dcbadcbaD +−−−−−−

 ， )
4

2233,
4

2233(2
dcbadcbaD −++−+++

 

)
4

22,
4

22(3
dcbadcbaD ++++−−   ， )

4
22,

4
22(4

dcbadcbaD −−−−−++−  

TV
bcaddcba

DD
2
3

4
)(4)(23 2222

43 =
+++++

=  

TV
bcaddcba

DD
2
5

4
)(4)(25 2222

21 =
+++++

= --------------- )1(  

dcba
dcbaDDm

3333
3333

43 +++
+−−

= ，  
dcba
dcbaDDm

5555
5555

21 +−−
−−−−

=  

∵ 12143 −=
+−−
−−−−

×
+++
+−−

=×
dcba
dcba

dcba
dcbaDDmDDm  

∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(    由 )1( )2( 知 =][ )1(MTA STUV×5.7 面積。 

【MC 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊

形 4321 OOOO 為 )1(MC ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，

分別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，

試 證 ： 43DD = SU ， TVDD 321 = ，

2143 DDDD ⊥ ， =][ )1(MCA STUV×6 面積。 
【證明】省略（請參考研究紀錄）。 
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【NB 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 

4321 OOOO 為 )1(NB ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分 

別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試 

證： 43DD = SU3 ， TVDD 221 = ， 2143 DDDD ⊥  

， =][ )1(NBA STUV×12 面積。 

【證明】省略（請參考研究紀錄）。 

 

 

 

【NT 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(NT ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分別

是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試證： 

43DD = SU5.2 ， TVDD 5.121 = ， 

2143 DDDD ⊥ ， =][ )1(NTA STUV×5.7 面 

積。 

【證明】首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −  

[假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 

 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGNM 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG  

∴ ),( cbabdaN ++−+ 、 

),( dcacbdM ++−−  

在正方形CEQP 中 ∵ ),( cdC −− 、 

),( abE −   ∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、 

),( dcbdacP −−−−−  

在正方形 ABCD 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( cdC −−  ∴ )
2

,
2

( cddcT −−−  

在正方形 DEFG 中 ∵ ),( abE − 、 ),( baG   ∴ )
2

,
2

( ababV −+  

在 1O 正方形中 ∵ ),( dcacbdM ++−− ， )
2

,
2

( ababV −+
 ∴ 1O )

2
22,

2
22( cbadba +++−  

在 2O 正方形中 ∵ ),( dcbdacP −−−−− ， )
2

,
2

( ababV −+
 

∴ 2O )
2

22,
2
22( dbaacb −−−−+  
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S

E

B

A

F

G

NM

V

O4

C
U

Q

O2

P
O3

O1

T D

在 3O 正方形中 ∵ ),( dbaacbQ −−−−+ ， )
2

,
2

( cddcT −−−
 

∴ 3O )
2
22,

2
22( dcbdca −−−−+−  

在 4O 正方形中 ∵ ),( cbabdaN ++−+ ， )
2

,
2

( cddcT −−−
 ∴ 4O )

2
22,

2
22( dcadcb +++−−  

3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點， 1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點 

∴ )
4

22,
4

22(1
dcbadcbaD −++−+++

， )
4

22,
4

22(2
dcbadcbaD +−−−−−−

 

)
4

2323,
4

3232(3
dcbadcbaD ++++−−

， )
4

3232,
4

2323(4
dcbadcbaD −−−−−++−  

43DD = SU5.2 ， TVDD 5.121 = --------------- )1(  

dcba
dcbaDDm

5555
5555

43 +−−
+++

= ，
dcba
dcbaDDm

3333
3333

21 +++
−++−

=  

∵ 12143 −=
+−−
+++

×
+++
−++−

=×
dcba
dcba

dcba
dcbaDDmDDm  

∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(  

由 )1( )2( 知 =][ )1(NTA STUV×5.7 面積。 

【NC 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(NC ，試證： )1(NC 為正方形，

=][ )1(NCA STUV×8 面積。 

【證明】省略（請參考研究紀錄）。 

 

 

 

 

 

 

 

【HB 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(HB ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分別

是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試證： 43DD = SU2 ， TVDD 221 = ， 2143 DDDD ⊥ ，

=][ )1(HBA STUV×8 面積。 
【證明】 
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P'1D1

D4
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D3

T
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U

S
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O4
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O2

Z
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X

W

L

K

J

I

R

H

Q

P

F

E

C

B

GA

NM

D

首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −    

[假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 
 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGNM 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG  

∴ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−  

在正方形CEQP 中 ∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  

∴ )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−+−−  

在正方形 DEFG 中   ∵ )0,0(D 、 ),( baG 、 

),( abE −    ∴ ),( abbaF −+  
在正方形 ABCD 中   ∵ )0,0(D 、 

),( dcA − 、 ),( cdC −−  ∴ ),( cdcdB −−−  

在 1O 正方形中  ∵ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−
， 

),( cdcdB −−−  ∴ 1O )
2
3,

2
3( dabc +−−

 

在 2O 正方形中∵ ),( cdcdB −−− ， )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−+−−
 ∴ 2O )

2
3,

2
3( cbda −−−−

 

在 3O 正方形中∵ ),( abbaF −+ ， )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−+−−
 ∴ 3O )

2
3,

2
3( dacb −−+  

在 4O 正方形中 ∵ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−
， ),( abbaF −+   ∴ 4O )

2
3,

2
3( cbda ++

 

3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點， 1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點 

∴ )
4

33,
4

33(1
dcbadcbaD +−−−−−−

， )
4

33,
4

33(2
dcbadcbaD −++−+++

 

)
4

33,
4

33(3
dcbadcbaD ++++−−

， )
4

33,
4

33(4
dcbadcbaD −−−−−++−  

SUbcaddcbaDD 2)(4)(2 2222
43 =+++++=  

TVbcaddcbaDD 2)(4)(2 2222
21 =+++++= -------------- )1(  

dcba
dcbaDDm

2222
2222

43 +++
+−−

= ， 
dcba
dcbaDDm

2222
2222

21 +−−
−−−−

=  

∵ 12143 −=
+−−
−−−−

×
+++
+−−

=×
dcba
dcba

dcba
dcbaDDmDDm  

∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(  

由 )1( )2( 知 =][ )1(HBA STUV×8 面積。 

【HT 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(HT ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分別
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是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，試證： 43 DD = SU5.1 ， TVDD 5.121 = ， 2143 DDDD ⊥ ，

=][ )1(HTA STUV×5.4 面積。 
【證明】省略（請參考研究紀錄） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【HC 第 1 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(HC ，試證： )1(HC 為長寬比為 1:2

的矩形， =][ )1(HCA STUV×4 面積。 

【證明】省略（請參考研究紀錄）。 
三、討論「傑克結構」九種不同連接情況下，向傑克中心同側做正方形時，圖形或面積發展

的關係與性質。 

【引理 7】如下圖，四邊形 ABCD 中， P 、Q 、 R 、 S 分別是 AB 、 BC 、CD 、 AD 的中點，

aPR = ， bSQ = （令 ba ≥ ），且 SQPR ⊥ （垂足為 M ）。若分別以 AB 、 BC 、 CD 、 AD 為

邊，向 M 的同側作四個正方形，且令 E 、 F 、G 、 H 分別為四個正方形的中心點，則必 ( I ) 

FHEG = ， FHEG ⊥ ；(II)四邊形 EFGH 的面積等於四邊形 ABCD 面積的
ab
ba

2
)( 2−

倍。 

【證明】 

(1)作正方形 AEBT 、 BFCU 、CGDV 、 AHDW  

(2)連 HW 、 FU ，則 S 、Q 分別為 HW  

、 FU 中點。由引理 5 baWU += 。 

(3)∵ SWHS = ， QUFQ =  

)(
2
1 FHWUSQ −= FHbab −+=2  

FH = ba − 。同理可證 baEG −= 。 

(4) WUFH //Q ， PREG // ，且 SQPR ⊥  

∴ EGFH ⊥ 。 

(5) =÷− abba 2)(
2
1

ab
ba

2
)( 2−

 ，故四邊形 EFGH 的面積等於 

四邊形 ABCD 面積的
ab
ba

2
)( 2−

倍。 
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【MB 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊

形 4321 OOOO 為 )1(−MB ，則(1) ][ )1(−MBA 與正

方 形 STUV 面 積 沒 有 固 定 倍 數 關 係 ；

(2) )1(−MB 是對角線相交於 D 的平行四邊

形 ； (3) )2(−MB 是 中 心 點 為 D 的 正 方 形

(4) )3(−MB 會收斂至 D 。 

 
【證明】 
首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −   [假設 

a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 
 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGMN 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG  
∴ ),( cbabdaN ++−+ 、

),( dcacbdM ++−−  
在正方形CEPQ 中 ∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  
∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、

),( dcbdacP −−−−−  

在正方形 DEGF 中 ∵ )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( abE −  ∴ ),( abbaF −+  
在正方形 DABC 中 ∵ )0,0(D 、 ),( dcA − 、 ),( cdC −− ∴ ),( cddcB −−−  

在 1O 正方形中 ∵ ),( dcacbdM ++−− ， ),( cddcB −−−   ∴ 1O  )
2

,
2

( baba +−
 

在 2O 正方形中 ∵ ),( abbaF −+ ， ),( dbaacbQ −−−−+   ∴ 2O )
2

,
2

( dcdc −−−
 

在 3O 正方形中 ∵ ),( cddcB −−− ， ),( dcbdacP −−−−−   ∴ 3O )
2

,
2

( baab −−−  

在 4O 正方形中 ∵ ),( cbabdaN ++−+ ， ),( abbaF −+  ∴ 4O )
2

,
2

( dccd +−
 

因此 1O 、 3O 的中點是 )0,0( ， 2O 、 4O 中點也是 )0,0(  

∴四邊形 4321 OOOO 是一個對角線相交於 D 的平行四邊形 

由 1O 、 2O 、 3O 、 4O 的座標可知： 

)2(−MB 的四個頂點座標分別是 )
2

,
2

( cabd +−
、 )

2
,

2
( bdca −−−

、 )
2

,
2

( cadb −−−
、 )

2
,

2
( dbca −+

 

∴ )2(−MB 是中心點為 D 的正方形 )3(−MB 會收斂至 D 。 

【MT 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−MT ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分

別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，則(1) 43DD = SU5.1 ， TVDD 5.021 = ；(2) ][ )1(−MTA  

=(正方形 STUV 面積) 5.1× ；(3) )2(−MT =(正方形 STUV 面積) 1× ；(4) )3(−MT 頂點兩兩重合。 
【證明】 
首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −   [假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 
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D1.

D2

D4

D3

U

S

O1

O2

O3

O4
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G

A

M
N

D

 ),( abE − 、 ),( cdC −−  
在正方形 AGMN 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG   
 ∴ ),( cbabdaN ++−+ 、 ),( dcacbdM ++−−  
在正方形CEPQ 中 ∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  
∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、 ),( dcbdacP −−−−−  
在正方形 DEGF 中 ∵ )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( abE −  
 ∴ ),( abbaF −+  
在正方形 DABC 中 ∵ )0,0(D 、 ),( dcA − 、 ),( cdC −−  
 ∴ ),( cddcB −−−  

在 1O 正方形中 ∵ ),( cbabdaN ++−+ 、 )
2

,
2

( ababV −+   

∴ 1O )
2

,
2

( dcadcb +++−−  

在 2O 正方形中 ∵ )
2

,
2

( ababV −+
、 ),( dbaacbQ −−−−+    

∴ 2O )
2

,
2

( dcbdca −−−−+−   

在 3O 正方形中 ∵ )
2

,
2

( cddcT −−−
、 ),( dcbdacP −−−−−   ∴ 3O )

2
,

2
( dbacba −−−++−  

在 4O 正方形中 ∵ ),( dcacbdM ++−− 、 )
2

,
2

( cddcT −−−    ∴ 4O )
2

,
2

( cbadba +++−  

3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點， 1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點 

∴ )
4

,
4

(1
babaD −−−

、 )
4

,
4

(2
dcdcD −+  

)
4

22,
4

22(3
dcbadcbaD ++++−−

、 )
4

22,
4

22(4
dcbadcbaD −−−−−++−  

TV
bcaddcba

DD
2
3

4
)(4)(23 2222

43 =
+++++

=  

  TV
bcaddcba

DD
2
1

4
)(4)(2 2222

21 =
+++++

= --------------- )1(  

∵ 12143 −=
−++−
+++

×
+++
+−−

=×
dcba

dcba
dcba
dcbaDDmDDm    ∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(  

由 )1( 、 )2( 知 =][ )1(MTA STUV×5.1 面積。 

再由引理 7 可知： ][ )2(−MTA =(正方形 STUV 面積) 1×  

由 1O 、 2O 、 3O 、 4O 的座標可知： )2(−MT 的四個頂點座標分別是 )
2

,
2

( baba −−−
、

)
4

,
4

( dcbadcba −−−−−++−
、 )

2
,

2
( dcdc −+

、 )
4

,
4

( dcbadcba ++++−−  

)3(−MT 其中兩頂點重疊於 )
4

,
4

( dacb −+−
，另外兩頂點重疊於 )

4
,

4
( cbda −+−

。 
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【MC 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−MC ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分

別是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，則(1) 43DD = SU ， TVDD =21 ；(2) ][ )1(−MCA =(正

方形 STUV 面積) 2× ；(3) )2(−MC 頂點兩兩重合。 
【證明】 
首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −   

[假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 
 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGMN 中  
∵ ),( dcA − 、 ),( baG     
∴ ),( cbabdaN ++−+ 、

),( dcacbdM ++−−  
在正方形CEPQ 中  
∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  

∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、

),( dcbdacP −−−−−  

在 1O 正方形中 ∵ ),( abE − 、

),( cbabdaN ++−+   

∴ )
2

,
2

(1
dcbadcbaO ++−+−−−

 

在 2O 正方形中 ∵ ),( baG 、

),( dbaacbQ −−−−+  ∴ )
2

,
2

(2
dcbadcbaO −−−−+−−  

在 3O 正方形中 ∵ ),( dcA − 、 ),( dcbdacP −−−−−  ∴ )
2

,
2

(3
dcbadcbaO −+−−+++−  

在 4O 正方形中 ∵ ),( dcacbdM ++−− 、 ),( cdC −−  ∴ )
2

,
2

(4
dcbadcbaO −++++−

 

3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點， 1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點 

∴ )
2

,
2

(1
babaD −−−

， )
2

,
2

(2
dcdcD −+ )

2
,

2
(3

cadbD ++−
， )

2
,

2
(4

dbcaD −−+−  

SU
bcaddcba

DD =
+++++

=
2

)(4)(2 2222

43  

， TV
bcaddcba

DD =
+++++

=
2

)(4)(2 2222

21 -------------- )1(  

dcba
dcbaDDm

+++
+−−

=21 ，
dcba

dcbaDDm
−++−
+++

=43  

∵ 12143 −=
−++−
+++

×
+++
+−−

=×
dcba

dcba
dcba
dcbaDDmDDm   ∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(  

由 )1( )2( 知四邊形
2

21434321 SUDDDDOOOO =×=  

此外，由 1O 、 2O 、 3O 、 4O 的座標可知： 
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)2(−MC 其中兩頂點重合於 )0,0(D ，另兩頂點重合於 )
2

,
2

( dcbadcba −+−++−−
。 

【NB 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−NB ，則(1) ][ )1(−NBA 與正方形

STUV 面積沒有固定倍數關係；(2) )2(−NB 是中心點為 D 的正方形；(3) )3(−NB 會收斂成為一點。 
【證明】首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −   [假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 

 ),( abE − 、 ),( cdC −−  
在正方形 AGMN 中  
∵ ),( dcA − 、 ),( baG  
∴ ),( cbabdaN ++−+ 、

),( dcacbdM ++−−  
在正方形CEPQ 中  
∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  
∴

),( dbaacbQ −−−−+ 、

),( dcbdacP −−−−−  
在正方形 ABCD 中  
∵ ),( dcA − 、 ),( cdC −−  
∴ ),( cddcB −−−  
在正方形 DEFG 中  
∵ ),( abE − 、 ),( baG   ∴ 

),( abbaF −+  

在 1O 正方形中∵ ),( dcacbdM ++−− ， ),( abbaF −+  ∴ 1O )
2

2,
2

2( dbacba +−−−+−  

在 2O 正方形中∵ ),( abbaF −+ ， ),( dcbdacP −−−−−  ∴ 2O )
2

2,
2

2( cbadba −+−−  

在 3O 正方形中∵ ),( cbabdaN ++−+ ， ),( cddcB −−−   ∴ 3O )
2

2,
2

2( dcbdca −−−+  

在 4O 正方形中∵ ),( cddcB −−− ， ),( dbaacbQ −−−−+  ∴ 4O )
2

2,
2

2( dcadcb ++−+−  

TVOOOO == 3241  

由 1O 、 2O 、 3O 、 4O 的座標可知： 

)2(−NB 的四個頂點座標分別是 )
2

22,
2

22( dcbadcba +−+−−−+
、 )

2
2,

2
2( cbadba −+−−

、

)
2

,
2

( baba −−−
、 )

2
2,

2
2( dbacba +−−−+−

 

∴ )2(−NB 是中心點為 )
4

,
4

( dcbadcba +−+−−−+
的正方形 
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)3(−NB 會收斂至 )
4

,
4

( dcbadcba +−+−−−+
。 

【NT 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−NT ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D ，分別

是 21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，則 (1) 43DD = SU5.0 ， TVDD 5.121 = ； (2) ][ )1(−NTA =(正

方形 STUV 面積) 5.1× ；(3) ][ )2(−NTA =(正方形 STUV 面積) 1× ；(4) )3(−NT 頂點兩兩重合。 

【證明】 
首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −   

 [假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 
 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGMN 中 ∵ ),( dcA − 、 

),( baG  ∴ ),( cbabdaN ++−+ 、 

),( dcacbdM ++−−  
在正方形CEPQ 中  
∵ ),( cdC −− 、 ),( abE −  
∴ ),( dbaacbQ −−−−+ 、 

),( dcbdacP −−−−−  
在正方形 ABCD 中  

∵ ),( dcA − 、 ),( cdC −−  ∴ )
2

,
2

( cddcT −−−  

在正方形 DEFG 中 ∵ ),( abE − 、 ),( baG   ∴ )
2

,
2

( ababV −+  

在 1O 正方形中  ∵ ),( dcacbdM ++−− ， )
2

,
2

( ababV −+
    ∴ 1O )

2
2,

2
2( dbca +−−−  

在 2O 正方形中 ∵ ),( dcbdacP −−−−− ， )
2

,
2

( ababV −+
    ∴ 2O )

2
2,

2
2( cadb −−−  

在 3O 正方形中 ∵ ),( dbaacbQ −−−−+ ， )
2

,
2

( cddcT −−−
   ∴ 3O )

2
2,

2
2( cadb +−+  

在 4O 正方形中 ∵ ),( cbabdaN ++−+ ， )
2

,
2

( cddcT −−−
    ∴ 4O )

2
2,

2
2( dbca −+  

1D 為 21OO 中點， 2D 為 43OO 中點， 3D 為 41OO 中點， 4D 為 32OO 中點 

∴ )
4

22,
4

22(1
dcbadcbaD +−−−−−−

， )
4

22,
4

22(2
dcbadcbaD −++−+++

 

)
4

,
4

(3
dbcaD +−

， )
4

,
4

(4
cadbD −−−  

43DD = SU5.0 ， TVDD 5.121 = --------------- )1(  

dcba
dcbaDDm

+++
+−−

=21 ，
dcba

dcbaDDm
−++−
+++

=43  
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∵ 12143 −=
−++−
+++

×
+++
+−−

=×
dcba

dcba
dcba
dcbaDDmDDm    ∴ 2143 DDDD ⊥ ------------------ )2(  

由 )1( )2( 知 =][ )1(NTA STUV×5.1 面積。 

再由引理 7 可知： ][ )2(−NTA =(正方形 STUV 面積) 1×  

由 1O 、 2O 、 3O 、 4O 的座標可知： 

)2(−NT 的四個頂點座標分別是 )
2

,
2

( dcdc −+
、 )

4
33,

4
33( dcbadcba +−+−−−+

、

)
2

,
2

( baba −−−
、 )

2
33,

2
33( dcbadcba +−+−−−+

 

)3(−NT 其中兩頂點重疊於 )
4

22,
4

22( dcbadcba −−+−+−
，另外兩頂點重疊於

)
4

22,
4

22( dcbadcba ++−−+−+−
。 

【NC 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−NC ，則(1) ][ )1(−NCA 與正方形

STUV 面積沒有固定倍數關係；(2) )1(−NC 是對角線相交於 D 的平行四邊形；(3) )2(−NC 是中心

點為 D 的正方形；(4) )3(−NC 會收斂為一點。 

 
【證明】省略（請參考研究紀錄）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【HB 第 2 定理】如圖有一傑克結構，若分別以 HB、 BR 、 RF 、 HF 為邊向 D 的同側作四個

正方形，則 1O 、 2O 、 3O 、 4O 分別是這四個正方形的中心點，且 1O 、 3O 重合， 2O 、 4O 重合。 
【證明】 
首先令 )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( dcA −  [假設 a 、b 、 c 、 d 均 0> ] 

 ),( abE − 、 ),( cdC −−  

在正方形 AGMN 中 ∵ ),( dcA − 、 ),( baG ∴ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−  
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在正方形CEPQ 中 ∵ ),( cdC −− 、 ),( abE − ∴ )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−++−  

在正方形 DEGF 中 ∵ )0,0(D 、 ),( baG 、 ),( abE −  ∴ ),( abbaF −+  
在正方形 DABC 中 ∵ )0,0(D 、 ),( dcA − 、 ),( cdC −−  ∴ ),( cdcdB −−−  

在 1O 正方形中∵ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−
， ),( cdcdB −−−  ∴ 1O )

2
,

2
( cbda −−

 

在 2O 正方形中∵ ),( cdcdB −−− ， )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−++−
 ∴ 2O )

2
,

2
( adcb −−

 

在 3O 正方形中∵ ),( abbaF −+ ， )
2

,
2

( dcbadcbaR −−−−−++−
 ∴ 3O )

2
,

2
( cbda −−  

在 4O 正方形中 ∵ )
2

,
2

( dcbadcbaH ++++−−
， ),( abbaF −+   ∴ 4O )

2
,

2
( adcb −−

 

證得： 1O 、 3O 重合， 2O 、 4O 重合。 

【HT 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−HT ， 1D 、 2D 、 3D 、 4D 分別是

21OO 、 43OO 、 41OO 、 32OO 的中點，則 (1) 43 DD = SU5.0 ， TVDD 5.021 = ；(2) ][ )1(−HTA =(正

方形 STUV 面積) 5.0× ；(3) )2(−HT 頂點兩兩重合。 

【證明】省略（請參考研究紀錄）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【HC 第 2 定理】如圖有一傑克結構，四邊形 4321 OOOO 為 )1(−HC ，則 (1) ][ )1(−HCA 與正方形

STUV 面積沒有固定倍數關係，且 )1(−HC 是對角線相交於 D 的平行四邊形；(2) )2(−HC 是中心 

點為 D 的正方形；(3) )3(−HC 會收斂為一點。 

【證明】省略（請參考研究紀錄）。 

柒、研究結論 
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一、傑克密碼（假設「傑克結構」（Jack Structure）的「基準正方形」（Reference Square）面積

為 1）： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、傑克密碼上永恆與無盡之美： 

(一) 對於任一個「傑克結構」（Jack Structure）而言，假設其「基準正方形」（Reference Square）

的面積為 1，以下關係式恆成立。 

1. 12][ )1( =MBA ， 2
)( 225][ −×= n

nMBA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

2. 5.7][ )1( =MTA ， 2
)( 216][ −×= n

nMTA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

3. 6][ )1( =MCA ， 2
)( 216][ −×= n

nMCA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

4. 12][ )1( =NBA ， 2
)( 225][ −×= n

nNBA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

5. 5.7][ )1( =NTA ， 2
)( 216][ −×= n

nNTA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

6. 2
)( 2][ += n

nNCA （ Nn∈ ） 

7. 2
)( 2][ += n

nHBA （ Nn∈ ） 

8. 2
)( 29][ −×= n

nHTA （ Nn∈ ） 

9. 4][ )1( =HCA ， 2
)( 29][ −×= n

nHCA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

(二)對於同一個「傑克結構」（Jack Structure）而言，以下關係式恆成立。 

  1. =][ )(nMBA ][ )(nNBA （ Nn∈ ） 

2. =][ )(nMTA ][ )(nNTA （ Nn∈ ） 

3. =][ )(nNCA ][ )(nHBA （ Nn∈ ） 

4. ][][][][][][][ )()()()()()()( nnnnnnn HCANCAHTANTAHTAMTAMBA +=+=+=  

     ][][ )()( nn HCAHBA += （ Nn∈ ） 

  5. =][ )(nMTA ][ )(nMCA （ 2≥n ， Nn∈ ） 

6. =][ )(nMCA ][ )(nMTA ][ )(nNCA= （ 2≥n ， Nn∈ ） 

][ )(iMBA ][ )(iMTA ][ )(iMCA ][ )(iNBA ][ )(iNTA ][ )(iNCA ][ )(iHBA ][ )(iHTA ][ )(iHCA

1=i

2=i

3=i

4=i

12 125.7 5.76 88 5.4 4

25 16 9916 16 16 1625

1850

36100 64

32 1832 323232 50

10064 64 64 64 36

M M M M M M M M M M

M M M M M M M M M M
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7. ][][][][][][ )()()()()()( nnnnnn HCAMCAHTAMCAHCAMTA +=+=+ ][][ )()( nn HTANCA +=  

][][ )()( nn HTAHBA += ][ )(nMBA= （ 2≥n ， Nn∈ ） 

8. 當 2≥n ， Nn∈ 時，若 =][ )(nHTA ][ )(nHCA 2)3( a= （ 0>a ），則

=][ )(nMTA ][ )(nMCA == ][ )(nNCA =][ )(nNTA ][ )(nHBA 2)4( a= ，且

=][ )(nMBA ][ )(nNBA 2)5( a= 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(三) 對於任一個「傑克結構」（Jack Structure）而言，假設其「基準正方形」（Reference Square）

的面積為 1，以下的圖形性質恆成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四) 對於同一個「傑克結構」（Jack Structure）而言，以下關係式恆成立。 

1. ][][ )1()1( −− = NTAMTA ， 面積基準正方形STUVNTAMTA == −− ][][ )2()2(  

2. ][][][][][ )1()1()1()1()1( −−−−− +=+= HTANTAHTAMTAMCA 。 

)1(MB

)1(MT

)1(NB
)1(NT

)1(HB

)1(HT

)1(MC

)1(HC

M N

A

B D E

G

C

Q

P

F

)1(NC

)2(MB

)2(MT

)2(NB

)2(NT )2(NC

)2(HT

)2(HC

N

A

B D E

G

F

C

Q

P

M

)2(MC

)2(HB

][ )(iMBA ][ )(iMTA ][ )(iMCA ][ )(iNBA ][ )(iNTA ][ )(iNCA ][ )(iHBA ][ )(iHTA ][ )(iHCA

1−=i

2−=i

3−=i

不 5.1 2 5.0

0

D至

收斂

0

至兩點

收斂

0

至兩點

收斂

0

D至

收斂

5.1

0

至兩點

收斂

0

至一點

收斂

0

至兩點

收斂

0

至兩點

收斂

0

至一點

收斂

1 1

確

定

不 確

定

不 確

定

不 確

定

不 確

定

不 確

定

不 確

定

不 確

定
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捌、心得感想 

從推理幾何到解析幾何，從「向外」發展轉至「向內」發展，從無限大回歸零，「傑克

結構」上「心心相連」的四邊形面積，到處充滿令人驚歎的發現。我們打趣的說，說不定這

些關係與宇宙間某種自然現象的發展與形成，也有著高度的相關性。無論如何，這趟神奇、

有趣的研究之旅，提高了我們對數學學習的態度及興趣，也期望這份報告能具有實質的理論

或應用價值。 

捌、參考資料 

一、葉芸瑄、陳以箴《中華民國第四十六屆中小學科學展覽會國中數學組第二名作品「神奇

的傑克」》；民 95.7。 

二、洪有情主編《國中數學第五冊》；台北市：康軒出版社；民 95.8。 

三、林福來主編《高中數學第一冊》；台南市；南一書局；民 93.8。 

四、嚴鎮軍主編《初中數學競賽教程》；台北市；九章出版社；民 88.11。 
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)2(−MT

)2(−NB
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)2(−NC
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【評  語】 030401 傑克密碼 

1. 研究討論相當完整充實。 

2. 有深度，但研究必要性之說明可加強。 
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