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三角形內心、重心、垂心的另類推導 

 

摘要 
本文由三角形幾何開起動機，並結合力學的觀念，來推導幾個已知的三角形幾何，其中

包括三角形內心、重心、與垂心，推導的過程主要是以力學中「作用在剛體上的三個共面不

平行的力是平衡的，則它們的作用線交於一點」的結論來做推論，三角形內心以力的合成與

力的分解兩部份做推論，三角形重心以六個相等力做推論，三角形垂心則以力的垂直分量相

加來做推論，而這另類的推導也得到合理的結果。 
 
 

壹、研究動機 
在某次數學課中，老師提到三角形的一些幾何概念，包括三角形內角和、外角和，同時

也順道提及三角形內心、外心、重心、垂心等，這些三角形的心分別是三角形內角平分線、

中線與高線等的交點，喜歡自然課的我們，就在想自然與生活科技課程中也有學到平衡力系

的作用線也是交於一點，它引發了我們的興趣，我們想這些數學幾何，是否也可以用平衡力

系的觀念來推導，因此展開一連串的探討。 
 
 

貳、研究目的 
  一、力的觀念有那些? 
    二、三角形的內心如何用力的觀念來推導? 
    三、三角形的重心如何用力的觀念來推導? 
    四、三角形的垂心如何用力的觀念來推導? 
 
 

參、研究內容與過程 
    一、力的觀念 

(一)力的三要素：力是一個向量，可用力的三要素即力的大小、方向、和作用點來

描述，力沿著它作用的直線稱為作用線。 
 

(二)滑動向量：作用在剛體上的力(向量)可以在它的作用線上任意移動。 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
   
       (三)平衡力系：作用在一個物體上的一組力稱為一個力系，如果一個力系作用在靜止

的剛體上，不引起剛體產生運動效應，則稱這力系處於平衡狀態，為一平衡力系。

(受力後形狀與大小總保持不變的物體稱為絕對剛體) 
 
       (四)等值力系：作用在一個剛體上，能產生相同的運動狀態的兩個力系稱為等值力系。 
 
       (五)若兩個力的大小相同，方向相反且有同一條作用線，則此兩力亦為平衡狀態，如

圖 2、圖 3 所示。 
 
 
 
 
 
       (六)如果一個力系與一個單獨的力 R 等值(價)，則稱力 R 是這個力系的合力。 
 
       (七)平行四邊形法則：作用在同一點上的兩個力Ｆ1 與 F 2 有合力 R，其中 R 與Ｆ1 與

F 2 有相同的作用點，且以Ｆ1 與 F 2 為鄰邊的平行四邊形的對角線來表示，如圖 4
所示。 
力的合成：依據力的平行四邊形法則，我們可以用Ｆ1 與 F 2 來合成力 R 

力的分解：也可以將已知力 R 分解為Ｆ1 與 F 2，其中Ｆ1＝RsinӨ，F 2＝RcosӨ 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
           因此作用點不同的幾個力，只要它們的作用線相交，就可以相加。假設我們需

要把力Ｆ1 與Ｆ2 相加，由於這些力向量是滑動的，於是我們可以把它們平移到點

O，其中Ｆ1 與 F 1’等價Ｆ2 與Ｆ2’，然後再依平行四邊形法則得到Ｆ1 與Ｆ2 的合力 R，

如圖 5 所示。 
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綜合以上所述，我們可以得到一個結論：「作用在剛體上的三個共面，而不互相平行

的一組力系如果是平衡的，則它們的作用線交於一點，亦即平衡力系的作用線會交於一

點」。如圖 6，如果把Ｆ1 與Ｆ2 平移到點 O，得到合力 R1 2，因為力Ｆ3 與 R1 2 等值(價)為
平衡力系，所以它們有相同的作用線，即Ｆ3 的作用線也通過 O 點，如此三個力的作用

線相交於 O 點。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(二)三角形內心的推導（力的合成） 
        我們知道三角形內心的定義為：任意一個三角形，分別作出三個角的平分線，三條

內角平分線的交點 I 稱為「內心」。 
    我們試著以「平衡力系的作用線相交於一點」的結論，來推導三角形內心的定義，

假定有沿著三角形三邊作用的六個相等力 Ｆ1、Ｆ2、…、Ｆ6，如圖 7 所示，由於這些力

圖 5 力的滑動與合力 
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沿著三邊兩兩相互抵消，所以整個力系處於平衡狀態，且它們的合力 R1 2、R 3 4 與 R 5 6

也是平衡的，而此三個合力正沿著三角形 ABC 的三個內角平分線方向（依據平行四邊形

法則知道平行四邊形的對角線恰為內角平分線），由於三個合力的作用線相交於一點，因

此我們可導出「三角形的內角平分線交於一點」，而此正是三角形內心的定義。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(三)三角形內心的推導（力的分解） 
        已知三角形 ABC，首先作直線 L 把角 A 分成 a1 與 a2 兩個內角，作直線 M 把角 B

分成 b1 與 b2 兩個內角，作直線 N 把角 C 分成 c1 與 c2 兩個內角，如圖 8 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         圖 8 三條分角線(平衡力系合力作用線)交於一點 
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圖 7 平衡力系的三條合力作用線(內角平分線)交於一點 
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其次在點 A 處沿著直線 L 施加任意力 Ra，而且將 Ra 分解成沿著邊 AC  與 AB 的兩

個分量Ｆ1 與Ｆ2，同樣的我們在點 B 與點 C 處，分別沿著直線 M、N 施加力 Rb 與 Rc，

並且將它們分解成分量Ｆ3 與Ｆ4 以及Ｆ5 與Ｆ6，我們令分量Ｆ1 與Ｆ6 以及Ｆ2 與Ｆ3 因大

小相同，方向相反而抵消，此時我們可以得到力系(Ra，Rb，Rc)等值(價)於力系(Ｆ4，

Ｆ5)。 
 

         接著在三角形 ABC 三個頂點的平行四邊形中推出如下的關係式： 
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因此將上列 ○1  × ○2  × ○3  ，可以得到下列的等式 
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其中因為 Ｆ1=Ｆ6 且 Ｆ2=Ｆ3，所以 
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探討一：Ｆ5=Ｆ4  ( 1
sin
sin

sin
sin

sin
sin

1

2

1

2

1

2 =
c
c

b
b

a
a ) 

也就是當力Ｆ5 與Ｆ4 是平衡的，此時與其等值(價)的力系(Ra，Rb，Rc)亦為平衡的，

又因其沿著直線Ｌ、Ｍ、Ｎ作用，且因為每一個因子
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也等於 1，所

以我們可以推得直線Ｌ、Ｍ、Ｎ為三個角的角平分線，且相交於一點 I，而此正是三角

形內心的定義。 
 

探討二：Ｆ5≠ Ｆ4  ( 1
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      在此情形下，Ｆ5 與Ｆ4 為不平衡的狀態，與其等值(價)的力系(Ra，Rb，Rc)亦為不

平衡，但我們知道僅有平衡力系的作用線才會交於一點，因此沿著直線Ｌ、Ｍ、Ｎ作

用的力系(Ra，Rb，Rc)不交於一點，所以直線Ｌ、Ｍ、Ｎ也不交於一點，亦即直線Ｌ、

Ｍ、Ｎ非角平分線。 
 



(四)三角形重心的推導 
          我們知道三角形重心的定義為：任意一個三角形，分別作出三條中線，三條中線

的交點 G 稱為「重心」，而且「重心」都在三角形裏面。 
我們再試著以「平衡力系的作用線相交於一點」的結論，來推導三角形重心的定

義。假定有沿著三角形三邊作用的六個力Ｆ1、Ｆ2、…、Ｆ6，每個力的大小等於作用

邊長度的一半，如圖 9 所示，由於相似三角形由力的平行四邊形所構成，於是Ｆ1 與   

Ｆ2 的合力恰為邊 BC 的中線，Ｆ3 與Ｆ4 的合力恰為邊 AC 的中線，Ｆ5 與Ｆ6 的合力恰

為邊 AB 的中線，沿著三角形三邊作用的六個力兩兩相互抵消，所以整個力系處於平

衡狀態，它們的合力正沿著三角形 ABC 的三個中線方向（平行四邊形的對角線恰為中

線），由於三個合力的作用線相交於一點，所以三角形 ABC 的三條中線亦相交於一點

G，因此我們可導出「三角形的三中線交於一點」，而此正是三角形重心的定義。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(五)三角形垂心的推導 
          我們知道三角形垂心的定義為：任意一個三角形，分別作出三條高線，三條高線

的交點 H 稱為「垂心」。 
      同樣的我們以「平衡力系的作用線相交於一點」的結論，來推導三角形垂心的定

義。假定有沿著三角形三邊作用的六個力 Ｆ1、Ｆ2、…、Ｆ6，其中 
 

F1 ＝ – F6  
F2 ＝ – F3  
F4 ＝ – F5  

 
我們試著將作用在頂點 C 的力 F5 與 F6 分別分解成水平分量與垂直分量，其中水

平分量平行於邊 AB ，垂直分量則垂直於邊 AB ，如圖 10 所示。 

圖 9 三角形三條中線(平衡力系合力作用線)交於一點 
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從圖中我們可以知道 F5 與 F6 的水平分量分別等於 F5 cosB 與 F6 cosA，同時為了

讓 F5 與 F6 的合力方向能垂直於邊 AB ，必須假定下列等式成立： 

     F5 cosB ＝ F6 cosA 

此時 F5 與 F6 的水平分量因相等方向相反而互相抵消，垂直分量 F5 sinB 與 F6 sinA

則因方向相同而相加，成為合力 R 5 6 且垂直於邊 AB，亦即沿著三角形 ABC 高線的方

向垂直於 AB 。同樣的我們也可以推導出合力 R1 2 與 R 3 4，分別沿著三角形 ABC 的另

外兩條高線。 
由於這些力沿著三角形三邊作用，而兩兩相互抵消，所以整個力系處於平衡狀態，

且它們的合力 R1 2、R 3 4 與 R 5 6 也是平衡的，其作用線必定相交，由於作用線方向即

為三條高線的方向，所以三條高線亦交於一點 H，而此正是三角形垂心的定義。 
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圖 11 三角形三條高線(平衡力系合力作用線)交於一點 

圖 10  F5 與 F6 的水平分量 F5 cosB 與 F6 cosA
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垂心的推導，除了上述的方法之外，我們也可以依照之前內心推導的過程，再推

導一次。我們畫直線 a、b、c 成三角形 ABC 的三高線，同時此三高線將三內角 A、B、

C 分成 a1 與 a2、b1 與 b2 、c1 與 c2，如圖 12 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

我們在三角形 ABC 三個內角中推出如下的關係式：  
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因此將上列 ○1  × ○2  × ○3  ，我們得到下列的等式 
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正是三角形垂心的定義。 
 
 

肆、結論與討論 
在本文中我們試著用力學的觀念，來推導幾個已知的三角形幾何定理，其中包括三角形

內心、重心、與垂心，推導的過程主要是以力學中「作用在剛體上的三個共面而不互相平行

的力是平衡的，則它們的作用線交於一點」的結論來做三角形幾何的推論，而這另類的推導

也得到合理的結果。最後仍覺得可惜的是三角形外心的推導我們還是無法突破，希望末來能

有更進一步的推論。 
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圖 12 三角形三條高線交於一點
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【評  語】 030420 三角形內心、重心、垂心的另類推導 

1. 利用力的概念來討論，內心、重心及垂心的想法相當有創意及新

意。 

2. 推理討論可再更完整。 
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