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門門門門  柱柱柱柱 『『『『磚磚磚磚』』』』 家家家家  

摘要摘要摘要摘要   

    本研究由「有 n 個磚塊，每個磚塊的高度 1 或 2，要搭建兩根等高的門柱，其中高度 1

的磚塊必須在高度 2 的磚塊之上，共有多少個構造方法？」開始，擴展到磚塊高度 a 和 b。

其中 a＜b 且 a,b 互質。 

    接著再找出 1,2 上下不限制時，n 個磚塊的排列方法數，也提出不重複的搭建方式。     

 

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機：：：：                

    學校重建校門，看著工人用高度為 1 和 2 的兩種磚塊在堆砌兩根門柱。我們想：若限制

磚塊個數或限制搭建次序……，是否也能搭建等高的門柱？也就是說： 

    有 n 個磚塊，每個磚塊的高度 1 或 2，要搭建兩根等高的門柱，其中高度 1 的磚塊必須

在高度 2 的磚塊之上，共有多少個構造方法？ 

 

    本來以為只是加法遊戲，研究之後發現還得分類討論，過程中充滿了趣味性與挑戰性，

恰好數學課上到數列，因此就進一步探討，並作為科展的研究題材。 

    為了方便，我們在紙上以數字 1、2 計算兩組總和相等的數字來代替兩根等高的門柱。 

    以下都是以 n 代表 n 個磚塊。 

    （1,2）表示高度 1 和 2 兩種磚塊。 

    （a,b）表示高度 a 和 b 兩種磚塊。其中 a＜b 且 a,b 互質。 

 

貳貳貳貳、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的：：：：                

一、（1,2）的排法，1 必須在 2 之上。 

二、（1,3）的排法，1 必須在 3 之上。 

三、（1,b）的排法，1 必須在 b 之上。 

四、（a,b）的排法，a 必須在 b 之上。 

五、（1;2）的排法，1;2 上下不限制。 

    

參參參參、、、、定義與符號定義與符號定義與符號定義與符號：：：： 

一、排法分成對稱型與不對稱型兩種。 

    對稱型兩邊磚塊個數相同，不對稱型兩邊磚塊個數不同。如下圖。   

    以 n＝6 為例，對稱型：                           不對稱型：   

 

 

 

 

 

二、 ( )b,aa
n

表示 n 個磚塊可以構造出兩根等高門柱的方法總數。其中 a 必須在 b 之上。 

三、 ( )2;1P
n

表示 n 個磚塊可以構造出兩根等高門柱的方法總數。其中 1,2 不限上下次序。 

四、 [ ]x 表 x 的高斯值，即不大於 x 的最大整數。   
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肆肆肆肆、、、、研究方法研究方法研究方法研究方法與與與與過程過程過程過程：：：：            

    

一一一一、（、（、（、（1,2））））的的的的排法排法排法排法，，，，1 必須在必須在必須在必須在 2 之上之上之上之上。。。。   

 

    n＝1 時顯然無解，所以由 n＝2 開始。 

    我們發現 n 為奇數或偶數時的排法很不相同，所以將 n 分為奇數與偶數兩種類型討論。 

 

  （一）n 為偶數 

      

 

 

            n 個磚塊的總高度為 n～2 n 之間的偶數，而單一門柱的高度從
2

n
、

2

n
+1、

2

n
+2、……、

2

n
+

2

n
共有

2

n
+1 個，所以對任意偶數 n 有

2

2n +
個對稱型排法。 

結論結論結論結論：：：：對任意偶數對任意偶數對任意偶數對任意偶數 nnnn，，，，對稱對稱對稱對稱型型型型排法都有排法都有排法都有排法都有
2

2n +
個個個個。。。。            

 

            在 n＝6 時發現還有不對稱型排法。而 n＝6、8、10 的不對稱型排法分別有 2、4、

6 個。另外 n＝12 時又有另一種不對稱型排法，也就是偶數 n 每多 6 就多 1 種不對稱

型排法。為什麼呢？ 

        

            因為（1,2）時，偶數 n 的不對稱型排法是以一邊排 2 個 1 另一邊排 1 個 2 為單

位。為了保持偶數 n，（1,2）的不對稱型排法必須是以 6 為基礎。偶數 n 每多 6 就多

1 種不對稱型排法，因此想到用高斯值 






6

n
表示不對稱型排法種數。     

            接下來討論為何 n 每多 2 每種不對稱型排法各多 2 個。 

            先將不對稱型排法分為對稱和不對稱兩部份，如下圖。      

 

       奇數 n ＝ 5 為例：                  偶數 n ＝ 8 為例：    

1 1 對稱部份 
1 1 

 

⇒  

 

1 1 

1 
2 

 

1 
2 ⇒  不對稱部份 

 

 

            因不對稱部份除左右互換外無其他變動，且左右互換後不影響對稱部份排列的

個數，因此我們從對稱部份討論排法個數即可。對稱部份就和（1,2）偶數 n 的對稱

型排法相同，n 每多 2，則對稱部份排法就多 1 個。又因不對稱部份可左右互換，所

以得出 n 每多 2 則每種不對稱型排法就各多 2 個。   

 

n 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 

( )2,1a
n

 2 3 6 9 12 17 22 27 34 41 48 

1 1 對稱部份 
1 1 

 

⇒  

 

1 1   

1 
2 

1 
2 

1 1 
⇒  不對稱部份 

1 
2 

 

1 
2 
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        接下來討論不對稱型排法的個數： 

         6≦n＜12  因 n 每多 2 則不對稱型排法也多 2 個，而 n＝6 有 2 個，n＝8 有 4 個，n

＝10 有 6 個，因此有 ( )4-n 個。     

        12≦n＜18  除了有 ( )4-n 個『6 的不對稱型排法』之外，還多了（n -10）個『12 的

不對稱型排法』。共有 ( )4-n ＋ ( )10n − ＝2（n -7）個。   

        18≦n＜24  原理如前述。共有 ( )4-n ＋ ( )10n − ＋ ( )61n − ＝3（n -10）個。   

……   

        6k≦n＜ ( )1k6 +           共有 k〔 ( )4-n －3 ( )1k − 〕個。 

 

            ( )4-n 、2 ( )7-n 、3 ( )10n − 、……、k〔 ( )4-n －3 ( )1k − 〕。括號內為等差數列，

首項為 ( )4-n ，n 每多 6 就多一個公差（－3），所以項數為不對稱型排法種數，即 






6

n
。

括號外的係數恰為不對稱型排法種數，即 






6

n
。  

            ∴不對稱型排法有 






6

n
×〔（n－4）－3（ 






6

n
－1）〕個。   

        ∴n 為偶數， ( )2,1a
n

＝
2

2n +
＋ 






6

n
×〔（n－4）－3（ 






6

n
－1）〕  

            另外，我們還發現：偶數 n 每多 2 就多 1 個對稱型排法。因為不對稱型排法有 






6

n

種，而 n 每多 2，每 1 種不對稱型排法都各多 2 個，所以多 2 






6

n
個排法。 

        ∴ ( )2,1a
n

＝ ( )2,1a
2n−

＋1＋2 






6

n
。    

 

結論結論結論結論：：：：nnnn 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，， ( )2,1a
n

＝＝＝＝
2

2n +
＋＋＋＋ 






6

n
××××〔〔〔〔 ( )4-n －－－－3333（（（（ 






6

n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕                

                                                        且且且且 ( )2,1a
n

＝＝＝＝ ( )2,1a
2n−

＋＋＋＋1111＋＋＋＋2222 






6

n
。。。。   

 

  （二）n 為奇數     

      

n 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 

( )2,1a
n

 2 4 6 10 14 18 24 30 36 44 52 

 

            因為 n 為奇數時，左右磚塊數必不相等，所以只有不對稱型排法。 

 

            同樣的，將（1,2）奇數 n 的不對稱型排法分成對稱和不對稱兩部份，如前述。

對稱部份與（1,2）偶數 n 對稱型排法相同，得出 n 每多 2 就多 1 個排法；又因不對

稱部份可左右互換，所以 n 每多 2 時每 1 種不對稱型排法就各多 2 個。 
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            因為從 n＝3 開始有不對稱型排法。為了保持奇數 n，以 6 個磚塊為單位增加不

對稱型排法的種數。又因為自 n＝3 開始有不對稱型排法，因此以 




 +

6

3n
代表不對

稱型排法種數。又因 n 每多 2，每種不對稱型排法都多 2 個，所以 ( )2,1a
n

＝ ( )2,1a
2n−

＋2 




 +

6

3n
。   

 

        接下來討論不對稱型排法的個數： 

         3≦n＜ 9  有 ( )1-n 個  

         9≦n＜15  有 ( )1-n ＋ ( )7-n          ＝2 ( )4n − 個   

        15≦n＜21  有 ( )1-n ＋ ( )7-n ＋ ( )13n − ＝3 ( )7-n 個   

                   ……   

      6k-3≦n＜6k+3           有 k〔 ( )1-n －3 ( )1k − 〕個。 

 

            ( )1-n 、2 ( )4n − 、3 ( )7-n 、…、k〔 ( )1-n －3 ( )1k − 〕。括號內為等差數列，首項

為 ( )1-n 。因為每多 1 種不對稱型排法括號內就多公差（－3），所以項數為不對稱型

排法種數，即 




 +

6

3n
。括號外的係數恰為不對稱型排法種數，即 




 +

6

3n
。  

        ∴n 為奇數， ( )2,1a
n

＝ 




 +

6

3n
×〔（n－1）－3（ 




 +

6

3n
－1）〕 

結論結論結論結論 n n n n 為奇數為奇數為奇數為奇數，，，， ( )2,1a
n

＝＝＝＝ 




 +

6

3n
××××〔〔〔〔 ( )1-n －－－－3333（（（（ 




 +

6

3n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕    

                                                            且且且且 ( )2,1a
n

＝＝＝＝ ( )2,1a
2n−

＋＋＋＋2222 




 +

6

3n
。。。。                 

 

二二二二、（、（、（、（1,3））））的排法的排法的排法的排法，，，，1 必須在必須在必須在必須在 3 之上之上之上之上。。。。   

   

  （一）n 為偶數  

            因為（1,3）時，單一門柱的高度從
2

n
、

2

n
+ 2、

2

n
+ 4、

2

n
+ 6、……、

2

n
+ n 共有

2

n
+ 1 個，所以對任意偶數 n 有

2

2n +
個對稱型排法。 

            從 n＝4 開始有不對稱型排法。 

            n＝8 時又發現另 1 種不對稱型排法。因為最基本的不對稱型排法為 n＝ 4 的一

邊 1 個 3 另一邊 3 個 1，且多 4 個磚塊後可以再得到另一種不對稱型排法。所以偶

數 n 每多 4 就多 1 種不對稱型排法，以 






4

n
代表不對稱型排法種數。 

            不對稱型排法之中可分為對稱和不對稱兩部份，如（1,2）的研究。對稱部份同

於（1,3）的對稱型排法，n 每多 2 排法就多 1 個，又因不對稱部份可左右互換，因

此 n 每多 2，每 1 種不對稱型排法就多 2 個。 
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         4≦n＜ 8   有 ( )2-n 個不對稱型排法  

       8≦n＜12   有 ( )2-n ＋ ( )6n −         ＝2 ( )4n − 個   

        12≦n＜16   有 ( )2-n ＋ ( )6n − ＋ ( )10n − ＝3 ( )6n − 個   

                    ……   

        4k≦n＜ ( )1k4 +           有 k〔 ( )2-n －2 ( )1k − 〕個。 

 

            ( )2-n 、2 ( )4n − 、3 ( )6n − 、…、k〔 ( )2-n －2 ( )1k − 〕。括號內為等差數列，首

項為（n -2），因為每多 1 種不對稱型排法，括號內就多公差（－2），所以項數為不

對稱型排法種數，即 






4

n
。括號外的係數恰為不對稱型排法種數，即 






4

n
。  

        ∴n 為偶數，不對稱型排法有 






4

n
×〔 ( )2-n －2（ 






4

n
－1）〕個。 

  （二）n 為奇數  

        因為 n 為奇數且 1、3 皆奇數，兩門柱的高度必為一奇數一偶數。所以無法排列。  

 

結論結論結論結論：：：：nnnn 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，， ( )3,1a
n

＝＝＝＝
2

2n +
＋＋＋＋ 






4

n
××××〔〔〔〔 ( )2-n －－－－2222（（（（ 






4

n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕                

      n      n      n      n 為奇數為奇數為奇數為奇數，，，，無法排列無法排列無法排列無法排列。。。。 ( )3,1a
n

＝＝＝＝0000    

 

三三三三、（、（、（、（1,b））））的排法的排法的排法的排法，，，，1 必須在必須在必須在必須在 b 之上之上之上之上。。。。  

  

  （一）b 為偶數：  

       1、 n 為偶數   

            對稱型排法以（1,2）為基礎，將 1 個 1 換成 b 增加 ( )1-b 。所以公差為 ( )1-b 。  

  

            又因單一門柱的高度最低為
2

n
，最高為

2

bn
，除以公差 ( )1-b 後，得到

( )
1

1-b2

n-bn
+

項，即
2

2n +
項。因此對稱型排法有

2

2n +
個。   

 

            最基本的不對稱型排法為一邊 1 個 b 另一邊 b 個 1。因為 b+1 為奇數，所以自

2 ( )1b + 開始有偶數 n 的不對稱型排法。且 n 每多 2（b+1）就多 1 種不對稱型排法。

整理之後得到： 

 

        2 ( )1b + ≦n＜4 ( )1b +   有 ( )b2n − 個不對稱型排法  

        4 ( )1b + ≦n＜6 ( )1b +   有 ( )b2n − ＋〔 ( )b2n − －2 ( )1b + 〕＝2 ( )1b3n −− 個  

        6 ( )1b + ≦n＜8 ( )1b +   有 ( )b2n − ＋〔 ( )b2n − －2 ( )1b + 〕＋〔 ( )b2n − －4 ( )1b + 〕   

                              ＝3 ( )2b4n −− 個  

……  

      k×2 ( )1b + ≦n＜ ( )1k + ×2 ( )1b +    有 k〔 ( )b2n − - ( )1b + ( )1k − 〕個   
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            ( )b2n − 、2 ( )1b3n −− 、3 ( )2b4n −− 、……、k〔 ( )b2n − - ( )1b + ( )1k − 〕。括號

內為等差數列，首項為 ( )b2n − 。因為每多 1 種不對稱型排法，括號內就多公差

( )1b +− ，所以項數為不對稱型排法種數，即
( )







+1b2

n
。而括號外的係數為不對稱

型排法種數，即
( )







+1b2

n
。 

        ∴ ( )b,1a
n

＝
2

2n +
＋

( )







+1b2

n
×〔 ( )b2n − ( )1b +− ×（

( )







+1b2

n
－1）〕  

   

結論結論結論結論：：：：bbbb 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，，nnnn 為偶數為偶數為偶數為偶數。。。。    

                        ( )b,1a
n

＝＝＝＝
2

2n +
＋＋＋＋

( )







+1b2

n
××××〔〔〔〔（（（（nnnn－－－－2222bbbb）））） ( )1b +− ××××（（（（

( )







+1b2

n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕        

      2、n 為奇數   

            因為兩門柱磚塊數必不相等，所以沒有對稱型排法。 

 

            最基本的不對稱型排法在 n＝b+1 時出現，接著在最上方各加 1 個 1、最下方各

加 1 個 b 或一邊 1 個 b 另一邊 b 個 1。為了保持奇數 n，所以 n 每多 2 ( )1b + ，就多 1

種不對稱型排法。 

 

         ( )1b +  ≦n ＜3 ( )1b +   有 ( )1bn +− 個不對稱型排法  

        3 ( )1b +  ≦n ＜5 ( )1b +   有 ( )1bn +− +〔 ( )1bn +− －2 ( )1b + 〕   

                                ＝2 ( )b2n − 個  

        5 ( )1b +  ≦n ＜7 ( )1b +   有 ( )1bn +− +〔 ( )1bn +− －2 ( )1b + 〕+〔 ( )1bn +− －4 ( )1b + 〕

＝3 ( )1b3n −− 個  

…… 

   ( )1k2 − ( )1b + ≦n ＜ ( )1k2 + ( )1b +      有 k〔 ( )1bn +− - ( )1b + ( )1k − 〕個   

 

            ( )1bn +− 、2 ( )b2n − 、3 ( )1b3n −− 、……、k〔 ( )1bn +− - ( )1b + ( )1k − 〕。括號

內為等差數列，首項為 ( )1bn +− ，因為每多 1 種不對稱型排法，括號內就多公差

( )1b +− ，所以項數為不對稱型排法種數，即
( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
。括號外的係數恰為不對稱

型排法種數，即
( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
。    

        不對稱型排法個數為
( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
×〔 ( )1bn +− － ( )1b + ×（

( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
－1）〕   

  

結論結論結論結論：：：：bbbb 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，，nnnn 為奇數為奇數為奇數為奇數。。。。    

                        ( )b,1a
n

＝＝＝＝
( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
××××〔（〔（〔（〔（nnnn－－－－b+1b+1b+1b+1）－）－）－）－ ( )1b + ××××（（（（

( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
－－－－1111）〕）〕）〕）〕    
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  （二）b 為奇數  

      1、n 為偶數   

            （1,b）時單一門柱的高度最低為
2

n
，最高為

2

bn
。將其中的 1 換為 b 增加 ( )1b − ，

所以對稱型排法有
( )

1
1-b2

n-bn
+ 個，即

2

2n +
。   

            因為自 n＝b+1 開始有不對稱型排法，且 n 每多 ( )1b + 就多 1 種不對稱型排法。  

   

         ( )1b + ≦n＜2 ( )1b +   有 ( )1bn +− 個不對稱型排法  

        2 ( )1b + ≦n＜3 ( )1b +   有 ( )1bn +− +〔 ( )1bn +− － ( )1b + 〕＝2（
2

1

2

3b
-n + ）個   

        3 ( )1b + ≦n＜4 ( )1b +   有 ( )1bn +− +〔 ( )1bn +− － ( )1b + 〕+〔 ( )1bn +− －2 ( )1b + 〕     

＝3 ( )b2n − 個   

……   

        k ( )1b + ≦n＜ ( )1k + ( )1b +         有 k〔 ( )1bn +− -
2

1b +
( )1k − 〕個   

 

            括號內為等差數列，首項為 ( )1bn +− ，因不對稱型排法每多 1 種，括號內就多

公差
2

1b +
− ，所以項數為不對稱型排法種數，即 






+1b

n
。括號外係數恰為不對稱型

排法種數，即 






+1b

n
。   

 

        ∴ ( )b,1a
n

＝
2

2n +
＋ 






+1b

n
×〔 ( )1bn +− －

2

1b +
×（ 






+1b

n
－1）〕 

      2、n 為奇數 

            兩門柱的高度必為一奇數一偶數。所以無法排列。  

  

結論結論結論結論：：：：bbbb 為奇數為奇數為奇數為奇數。。。。    

      n      n      n      n 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，， ( )b,1a
n

＝＝＝＝
2

2n +
＋＋＋＋ 






+1b

n
××××〔〔〔〔 ( )1bn +− －－－－

2

1b +
××××（（（（ 






+1b

n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕        

      n      n      n      n 為奇數為奇數為奇數為奇數，，，，無法排列無法排列無法排列無法排列。。。。 ( )b,1a
n

＝＝＝＝0000   

 

    探討（1,b）之後，再擴展到（a,b），且 a＜b。因為 a,b 若不互質則先除以最大公因數，

討論方式相同，所以簡化為 a,b 互質。   

 

四四四四、（、（、（、（a,b））））的的的的排法排法排法排法，，，，a 必須在必須在必須在必須在 b 之上之上之上之上。。。。a＜＜＜＜b 且且且且 a,b 互質互質互質互質。。。。  

   

  （一） ba + 為奇數       

      1、n 為偶數   
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            將 a 換為 b 時，差為 ( )ab − ，單一門柱的高度最低為
2

an
，最高為

2

bn
，公差為

（b-a）的等差數列共有
( )

1
a-b2

an-bn
+ 個，即

2

2n +
。且 n 自 2 ( )ba + 開始有不對稱型排

法，又 n 每多 2 ( )ba + 就多 1 種不對稱型排法。 

 

        2 ( )ba + ≦n＜4 ( )ba +   有〔 ( )1ba2n −+− 〕個不對稱型排法    

        4 ( )ba + ≦n＜6 ( )ba +   有〔 ( )1-ba2-n + 〕+〔 ( )1-ba2-n + －2 ( )ba + 〕 

                               ＝2 ( )2b3a3n +−− 個   

        6 ( )ba + ≦n＜8 ( )ba +   有〔 ( )1-ba2-n + 〕+〔 ( )1-ba2-n + －2 ( )ba + 〕+〔n－

2 ( )1ba −+ －4 ( )ba + 〕＝3 ( )2b4a4n +−− 個   

……   

      k×2 ( )ba + ≦n＜ ( )1k + ×2 ( )ba +     有 k〔 ( )1-ba2-n + - ( )ba + ( )1k − 〕個   

 

            括號內為等差數列，首項為〔 ( )1-ba2-n + 〕，因每多 1 種不對稱型排法，括號

內就多公差 ( )ba +− ，所以項數為不對稱型排法種數，即
( )







+ ba2

n
。括號外係數恰

為不對稱型排法種數，即
( )







+ ba2

n
。 

        ∴ ( )b,aa
n

＝
2

2n +
＋

( )







+ ba2

n
×〔 ( )1-ba2-n + - ( )ba + ×（

( )







+ ba2

n
－1）〕   

 

結論結論結論結論：：：：aaaa＜＜＜＜bbbb 且且且且 a,ba,ba,ba,b 互質互質互質互質。。。。 ba + 為奇數為奇數為奇數為奇數，，，，nnnn 為偶數為偶數為偶數為偶數。。。。    

                        ( )b,aa
n

＝＝＝＝
2

2n +
＋＋＋＋

( )







+ ba2

n
××××〔〔〔〔 ( )1-ba2-n + ---- ( )ba + ××××（（（（

( )







+ ba2

n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕   

 

      2、n 為奇數   

             沒有對稱型排法。最基本的不對稱型排法為一邊 a 個 b 另一邊 b 個 a，所以從

n＝a+b 開始有不對稱型排法。 

            又以 n＝a+b 為基礎，可在兩門柱最上方各加 a 或再最下方各加 b 或是一邊加 a

個 b 另一邊加 b 個 a。但為了保持奇數 n，因此要加 2（a+b）。所以 n 每多 2 ( )ba + 就

多 1 種不對稱型排法。 

 

          ( )ba + ≦n＜3 ( )ba +  有〔 ( )2-ba-n + 〕個不對稱型排法  

         3 ( )ba + ≦n＜5 ( )ba +  有〔 ( )2-ba-n + 〕＋〔 ( )2-ba-n + －2 ( )ba + 〕                            

＝2〔 ( )2b2a2n −+− 〕個  

         5 ( )ba + ≦n＜7 ( )ba +  有〔 ( )2-ba-n + 〕＋〔 ( )2-ba-n + －2 ( )ba + 〕＋〔 ( )2-ba-n +

－4 ( )ba + 〕＝3〔 ( )2b3a3n −+− 〕個   

…… 

   ( )1k2 − ( )ba + ≦n＜ ( )1k2 + ( )ba +     有 k〔 ( )2-ba-n + - ( )ba + ( )1k − 〕個   
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            括號內為等差數列，首項為〔 ( )2-ba-n + 〕，因每多 1 種不對稱型排法，括號

內就多公差 ( )ba +− ，所以項數為不對稱型排法種數，即
( )

( ) 








+

++

ba2

ban
。括號外係數

恰為不對稱型排法種數，即
( )

( ) 








+

++

ba2

ban
。 

        ∴ ( )b,aa
n

＝
( )

( ) 








+

++

ba2

ban
×〔 ( )2-ba-n + - ( )ba + ×（

( )

( ) 








+

++

ba2

ban
－1）〕  

  

結論結論結論結論：：：：aaaa＜＜＜＜bbbb 且且且且 a,ba,ba,ba,b 互質互質互質互質。。。。 ba + 為奇數為奇數為奇數為奇數，，，，nnnn 為為為為奇奇奇奇數數數數。。。。    

                        ( )b,aa
n

＝＝＝＝
( )

( ) 








+

++

ba2

ban
××××〔〔〔〔 ( )2-ba-n + ---- ( )ba + ××××（（（（

( )

( ) 








+

++

ba2

ban
－－－－1111）〕）〕）〕）〕  

  

  （二） ba + 為偶數。 

        a,b需互質，所以必皆為奇數。   

 

      1、n 為偶數    

             如同前面 ba + 為奇數，對稱型排法為
2

2n +
個。且發現 n 從 ( )ba + 開始有不對

稱型排法，又 n 每多 ( )ba + 則多加 1 種不對稱型排法。 

 

         ( )ba + ≦n＜2 ( )ba +   有〔 ( )2-ba-n + 〕個不對稱型排法   

        2 ( )ba + ≦n＜3 ( )ba +   有〔 ( )2-ba-n + 〕＋〔 ( )2-ba-n + － ( )ba + 〕 

                               ＝2（ 2b
2

3
a

2

3
n +−− ）個   

        3 ( )ba + ≦n＜4 ( )ba +   有〔 ( )2-ba-n + 〕＋〔 ( )2-ba-n + － ( )ba + 〕 

                               ＋〔 ( )2-ba-n + －2 ( )ba + 〕 

                               ＝3 ( )2b2a2n +−− 個   

…… 

        k ( )ba + ≦n＜ ( )1k + ( )ba +       有 k〔 ( )2-ba-n + －
2

ba +
( )1k − 〕個   

 

        如同前述可得： ( )b,aa
n

＝
2

2n +
＋ 






+ ba

n
×〔 ( )2-ba-n + －

2

ba +
×（ 






+ ba

n
－1）〕   

      2、n 為奇數   

         兩門柱高度必為一奇數一偶數。所以無法排列。   

    

結論結論結論結論：：：：aaaa＜＜＜＜bbbb 且且且且 a,ba,ba,ba,b 互質互質互質互質。。。。 ba + 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，，    

      n      n      n      n 為為為為偶偶偶偶數數數數，，，， ( )b,aa
n

＝＝＝＝
2

2n +
＋＋＋＋ 






+ ba

n
××××〔〔〔〔 ( )2-ba-n + －－－－

2

ba +
××××（（（（ 






+ ba

n
－－－－1111）〕）〕）〕）〕            

      n      n      n      n 為為為為奇奇奇奇數數數數，，，，無無無無法排列法排列法排列法排列。。。。 ( )b,aa
n

＝＝＝＝0 0 0 0   
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    終於把上下次序有限制的構造方法告一段落，但是若不限制上下次序時會如何呢？ 

 

五五五五、（、（、（、（1;2））））的排法的排法的排法的排法，，，，1,2 上下不限制上下不限制上下不限制上下不限制。。。。  

   

        延續之前的排列，把上下次序不限制的部分附上去，列表如下： 

   

   

   

 

        ( )2;1P
n

增加速度很快。且自 n＝2 開始，分別是後項為前項的 2倍加 2 或減 2，且交

替出現。進一步的觀察發現：   

( )2;1P
n

＝ ( )2;1P
1n−

＋2 ( )2;1P
2n−

   

 

        由上式可知，只要有 ( )2;1P
1

、 ( )2;1P
2

就可以依序算出以後各項。但是能不能以 n直

接求出 ( )2;1P
n

的值？ 

 

        表中得知，自 n＝2 開始， ( )2;1P
n

、 ( )2;1P
1n+

、……以後的各項都要連續乘以 2，推

測是否 ( )2;1P
n

的值會與 2n有關係。因為 ( )2;1P
1

＝0，所以自 n＝2 開始，嘗試找 ( )2;1P
n

、 n
2

與 n 的關係。 

     

     

     

     

     

        發現 ( )2;1P
n

與 n
2 似乎有 3倍的關係。 

        因為 ( )2;1P
n

都是偶數，先找出
( )

2

1;2P
n ，再與 1n

2
− 做比較之後。 

 

 

 

 

        發現
( )

2

1;2P
n 與 12

1n
±

− 都有
3

1
的關係。 

    ∴
( )

2

1;2P
n ＝

3

1
〔 1n

2
− ＋ ( )n

1− 〕，也就是 ( )2;1P
n

＝
3

2
〔 1n

2
− ＋ ( )n

1− 〕。  

      另外，我們也找出證明 ( )2;1P
n

＝
3

2
〔 1n

2
− ＋ ( )n

1− 〕的方法，見附件。  

結論結論結論結論：：：：高度高度高度高度 1111 或或或或 2222 的磚塊共有的磚塊共有的磚塊共有的磚塊共有 nnnn 塊塊塊塊，，，，想要不限上下次序構造出兩根等高的門柱想要不限上下次序構造出兩根等高的門柱想要不限上下次序構造出兩根等高的門柱想要不限上下次序構造出兩根等高的門柱，，，，總共有總共有總共有總共有 ( )2;1P
n

＝＝＝＝
3

2
〔〔〔〔 1n

2
− ＋＋＋＋ ( )n

1− 〕。〕。〕。〕。              

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

( )2;1P
n

 0 2 2 6 10 22 42 86 170 342 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

n
2  2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 

( )2;1P
n

 0 2 2 6 10 22 42 86 170 342 

2n－1 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 

( )

2

1;2P
n  0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 
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    只是 ( )2;1P
n

＝ ( )2;1P
1n−

＋2 ( )2;1P
2n−

又如何解釋呢？   

 

  （一） ( )2;1P
n

＝ ( )2;1P
1n−

＋2 ( )2;1P
2n−

   

 

            先以 n＝4、5、6及 n＝5、6、7做比較，我們發現用兩門柱最上方磚塊的相同

與不相同分類，可以有兩種：  

 

      1、最上方用的是等高的磚塊，即同時為 1 或同時為 2。扣除最上方的各 1 塊磚塊後，

剩下的磚塊即為 n-2 個，所以 ( )2;1P
n

中包含了 2 ( )2;1P
2n−

種方法。 

 

      2、最上方用的是不等高的磚塊。如下圖。    

         ○1 若左門柱最上方是 2，則改為 1；同時將右門柱最上方的 1拿掉，則兩門柱依然

等高，如此我們就用了 n-1 個。 

         ○2 若左門柱最上方是 1，緊接的下方是 2 且右門柱最上方是 2。則將左右同時拿掉 1，

得到左門柱為 2，右門柱的 2改為 1，如此就用了 n-1 個。 

         ○3 若左門柱最上方的兩塊都是 1 則直接換為 2，而右門柱不變動。得到左右皆等高，

如此也是用了 n-1 個。    

 

 

 

 

 

 

 

    如此，則以上各種狀況總磚塊數都少一個。這樣就包含了 n-1 個的所有排法，即 ( )2;1P
1n−

。   

    所以 ( )2;1P
n

＝ ( )2;1P
1n−

＋2 ( )2;1P
2n−

成立。 

 

  （二） ( )2;1P
1n−

＋2 ( )2;1P
2n−

＝ ( )2;1P
n

   

 

            由 Pn－2（1,2）到 ( )2;1P
n

可以看作多兩個磚塊，因為兩門柱需等高，所以只要左

右兩門柱最上方同時各加 1 或各加 2，就得到 2 ( )2;1P
2n−

。與 ( )2;1P
n

減到 ( )2;1P
2n−

類

似。    

 

            又 ( )2;1P
1n−

到 ( )2;1P
n

，因為只能增加 1 個磚塊又要保持等高，所以想到把一邊加

1，另一邊將 1 換為 2，如此磚塊總個數只多 1符合 ( )2;1P
1n−

到 ( )2;1P
n

。另外，由 ( )2;1P
1n−

到 ( )2;1P
n

，若兩邊高度都加 2 時磚塊數不能調換更動，所以由 ( )2;1P
1n−

到 ( )2;1P
n

兩邊

只能加 1。 

 

            但是兩邊都可能會有 1，要如何把 1 換為 2才不會發生重覆與漏列？ 

 

( )2;1P
n

減到 ( )2;1P
1n−

             △表示兩門柱下方的數字不變 

    1   1   

2 1 1  2 
2 

2 1 1 
2 

2 2 

△ 

○1  

⇒  

△ 

 

△ 

○2  

⇒  

△ 

 

△ 

○3  

⇒  

△ 



 12

      1、 ( )2;1P
1n−

加到 ( )2;1P
n

。如下圖。  

         ○1 若左右門柱最上方都是 1，則把右門柱最上方加 1；同時將左門柱最上方的 1 換

為 2，則兩門柱依然等高，如此就用了 n 個。 

         ○2 若左右門柱最上方都是 2，則把左門柱最上方的 2 換成兩個 1，如此就用了 n 個。 

         ○3 若左門柱最上方是 2，右門柱最上方是 1，則把左門柱最上方加 1，而右門柱最上

方的 1 換為 2。則依然等高，如此也是用了 n 個。 

         ○4 若左門柱最上方是 1，右門柱最上方是 2，則把右門柱最上方加 1，而左門柱最上

方的 1 換為 2。則依然等高，如此也是用了 n 個。  

 

      2、 ( )2;1P
2n−

加到 ( )2;1P
n

  

            因為需加 2 個磚塊，所以只要在兩門柱各加 1 個即可，但為了不重複，所以一

律將磚塊加在門柱的最上方。因此將 ( )2;1P
2n−

各種排法兩門柱的最上方各加上 1 或各

加上 2 就得到 ( )2;1P
n

，所以為 2 ( )2;1P
2n−

。    

 

 

結論結論結論結論：（：（：（：（1,21,21,21,2））））上下不限制上下不限制上下不限制上下不限制，，，，則則則則 ( )2;1P
n

＝＝＝＝ ( )2;1P
1n−

＋＋＋＋2222 ( )2;1P
2n−

且且且且 ( )2;1P
n

＝＝＝＝
3

2
〔〔〔〔 1n

2
− ＋＋＋＋ ( )n

1− 〕。〕。〕。〕。            

 

伍伍伍伍、、、、討論討論討論討論：：：：            

 

    由 1 與 2 的加法竟然發展到這麼豐富的研究結果，真始料所未及。高斯符號這麼好用，

原來數學家創造數學符號確有原因。 

    為了找出變化的原因耗了不少時間，尤其是（1,2）不限上下次序的部份更是吃足苦頭。

希望將來有機會再擴展至（a,b）不限上下次序的部份。更希望評審教授能不吝指導。謝謝！！   

 

陸陸陸陸、、、、結論結論結論結論：：：：            

    

（一）高度 1 和 2 的磚塊共有 n 個，要搭建等高的兩門柱，且 1 必須在 2 之上； 

      n 為偶數，則 ( )2,1a
n

＝ ( )2,1a
2n−

＋1＋2 






6

n
   

               且 ( )2,1a
n

＝
2

2n +
＋ 






6

n
×〔（n－4）－3（ 






6

n
－1）〕   

      n 為奇數，則 ( )2,1a
n

＝ ( )2,1a
2n−

＋2 




 +

6

3n
   

               且 ( )2,1a
n

＝ 




 +

6

3n
×〔（n－1）－3（ 




 +

6

3n
－1）〕   

( )2;1P
1n−

加到 ( )2;1P
n

                       △表示兩門柱下方的數字不變   

  1   1   1   1 

1 1 
2 

1 2 2 1 
2 

2 1 2 
2 

1 2 
2 

2 

△ 

○1  

⇒  

△ 

 

△ 

○2  

⇒  

△ 

 

△ 

○3  

⇒  

△ 

 

△ 

○4  

⇒  

△ 
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（二）高度 1 和 3 的磚塊共有 n 個，要搭建等高的兩門柱，且 1 必須在 3 之上； 

      n 為偶數， ( )3,1a
n

＝
2

2n +
＋ 






4

n
×〔 ( )2-n －2（ 






4

n
－1）〕    

      n 為奇數，無法排列。 ( )3,1a
n

＝0   

 

（三）高度 1 和 b 的磚塊共有 n 個，要搭建等高的兩門柱，且 1 必須在 b 之上； 

      1、b 為偶數，   

         n 為偶數， ( )b,1a
n

＝
2

2n +
＋

( )







+1b2

n
×〔（n－2b） ( )1b +− ×（

( )







+1b2

n
－1）〕   

         n 為奇數， ( )b,1a
n

＝
( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
×〔（n－b+1）－ ( )1b + ×（

( )

( ) 








+

++

1b2

1bn
－1）〕    

      2、b 為奇數，   

         n 為偶數， ( )b,1a
n

＝
2

2n +
＋ 






+1b

n
×〔（n－b+1）－

2

1b +
×（ 






+1b

n
－1）〕  

         n 為奇數，無法排列。 ( )b,1a
n

＝0   

 

（四）高度 a 和 b 的磚塊共有 n 個，要搭建等高的兩門柱，且 a 必須在 b 之上； 

a＜b 且 a,b 互質。   

      1、 ba + 為奇數。   

         n 為偶數， ( )b,aa
n

＝
2

2n +
＋

( )







+ ba2

n
×〔 ( )1-ba2-n + - ( )ba + ×（

( )







+ ba2

n
－1）〕  

         n 為奇數， ( )b,aa
n

＝
( )

( ) 








+

++

ba2

ban
×〔 ( )2-ba-n + - ( )ba + ×（

( )

( ) 








+

++

ba2

ban
－1）〕   

      2、 ba + 為偶數且互質。   

         n 為偶數， ( )b,aa
n

＝
2

2n +
＋ 






+ ba

n
×〔 ( )2-ba-n + －

2

ba +
×（ 






+ ba

n
－1）〕   

         n 為奇數，無法排列。 ( )b,aa
n

＝0   

 

（五）高度 1 和 2 的磚塊共有 n 個，要搭建等高的兩門柱，且 1、2 上下不限制，則   

( )2;1P
n

＝ ( )2;1P
1n−

＋2 ( )2;1P
2n−

且 ( )2;1P
n

＝
3

2
〔 1n

2
− ＋ ( )n

1− 〕  

 

柒柒柒柒、、、、參考資料參考資料參考資料參考資料：：：：   

康軒文教事業    國中數學課本  第二、四冊   
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附件：   

試證： ( )2;1P
n

＝
3

2
〔 1n

2
− ＋ ( )n

1− 〕  n∈N   

證明： 

      為了簡化證明，我們以
1

P 代表 ( )2;1P
1

、……、
n

P 代表 ( )2;1P
n

   

      （1）n 為偶數   

           由說明書列表中的 ( )2;1P
n

值得知： 

           
1

P ＝0                       
1

P                          ＝ 0     

           
2

P ＝2
1

P + 2                  
1

P  +  
2

P                    ＝ 2      

           
3

P ＝2
2

P －2                 
2

P  +  
3

P   ＝ 2（
1

P  + 
2

P ）  ＝ 2
2      

           
4

P ＝2
3

P + 2                  
3

P  +  
4

P   ＝ 2（
2

P  + 
3

P ） ＝ 3
2      

           
5

P ＝2
4

P －2                 
4

P  +  
5

P   ＝ 2（
3

P  + 
4

P ） ＝ 4
2      

                      ……     ……     ……     ……     ……      

                      ……     ……     ……     ……     ……      

           
1n

P
−

＝2
2n

P
−

－2               
2n

P
−

 + 
1n

P
−

 ＝ 2（
3n

P
−

+
2n

P
−

）＝ 2n
2

−    

           
n

P  ＝2
1n

P
−

 + 2               
1n

P
−

 + 
n

P   ＝ 2（
2n

P
−

+
1n

P
−

）＝ 1n
2

−    

             上列各式相加可得    

   

           2【
1

P +
2

P +
3

P +
4

P + …… +
1n

P
−
】+ 

n
P  ＝ 0 + 

( )
12

122
1n

−

−
−

 ＝ 22
n

−   

            ∴ ○○○○AAAA     式式式式⇒     2【【【【 1
P ++++ 2

P +
3

P +
4

P + …………………… +
1n

P
−

+
n

P 】】】】 ＝＝＝＝ 22
n

− +
n

P    

            ∵（
1

P +
2

P ）+（
3

P +
4

P ）+ …… +（
1n

P
−

+
n

P ）  

               ＝ 2 + 3
2  + 5

2  + ……  + 1n
2

−   

               ＝ 
1-4

142 2

n











−

 

               ＝ 
( )

3

122
n

−
 

            ∴ 2【
1

P +
2

P +
3

P +
4

P + …… +
1n

P
−

+
n

P 】 ＝ 
( )

3

124
n

−
 代入○A 式 

            ∴ 
( )

3

124
n

−
  ＝ 22

n
−  + 

n
P     

            ∴ 
n

P ＝
3

623424
nn

+×−−×
 ＝ 

3

22
n

+
  

            ∴ n 為偶數  ( )2;1P
n

＝ ( )12
3

2 1n
+

−    
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      （2）n 為奇數   

           由說明書列表中的 ( )2;1P
n

值得知： 

           
1

P ＝0                       
1

P                          ＝ 0     

           
2

P ＝2
1

P + 2                  
1

P  +  
2

P                    ＝ 2      

           
3

P ＝2
2

P －2                 
2

P  +  
3

P   ＝ 2（
1

P  + 
2

P ）  ＝ 2
2      

           
4

P ＝2
3

P + 2                  
3

P  +  
4

P   ＝ 2（
2

P  + 
3

P ） ＝ 3
2      

           
5

P ＝2
4

P －2                  
4

P  +  
5

P   ＝ 2（
3

P  + 
4

P ） ＝ 4
2      

                       ……     ……     ……     ……     ……      

                       ……     ……     ……     ……     ……      

           
1n

P
−

＝2
2n

P
−

 + 2               
2n

P
−

 + 
1n

P
−

 ＝ 2（
3n

P
−

+
2n

P
−

）＝ 2n
2

−    

           
n

P  ＝2
1n

P
−

 －2               
1n

P
−

 + 
n

P   ＝ 2（
2n

P
−

+
1n

P
−

）＝ 1n
2

−    

                                        上列各式相加可得    

 

           2【
1

P +
2

P +
3

P +
4

P + …… +
1n

P
−
】+ 

n
P  ＝ 0 + 

( )
12

122
1n

−

−
−

 ＝ 22
n

−   

            ∴ ○○○○BBBB  式式式式⇒     2【【【【 1
P +

2
P +

3
P +

4
P + …………………… +

1n
P

−
】】】】+ 

n
P     ＝＝＝＝ 22

n
−   

            ∵（
1

P +
2

P ）+（
3

P +
4

P ）+ ……+（
2n

P
−

+
1n

P
−

） 

               ＝ 2 + 3
2  + 5

2  +  ……  + 2n
2

−   

               ＝ 
1-4

142 2

1-n











−

  

               ＝ 
( )

3

122
1n

−
−

  

            ∴ 2【
1

P +
2

P +
3

P +
4

P + …… +
1n

P
−
】＝ 

( )
3

124
1n

−
−

 代入○B 式  

            ∴ 
( )

3

124
1n

−
−

 + 
n

P  ＝ 22
n

−   

            ∴ 
n

P ＝
( )

3

223
n

−
－

( )
3

222
n

−
 ＝ 

3

22
n

−
  

            ∴ n 為奇數  ( )2;1P
n

 ＝ ( )12
3

2 1n
−

−     

 

       ∴  n∈N  ( )2;1P
n

 ＝ 
3

2
〔 1n

2
− ＋ ( )n

1− 〕 得證   



【評  語】 030419 門柱磚家 

考慮透過不同高度的兩種磚塊來搭建兩根等高的門柱問題，作了不錯

的歸納與分析，但若能繼續推廣至(a,b)的排法，a,b 上下不限制的一般

化情形。作品將會更完整。
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