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關鍵詞：直線方程式  三角形面積切割   



摘要摘要摘要摘要 

  我們利用公式解來求出通過任意點的直線Ｌ，使其將三角形分割成任意要求

的比例，我們將任意比例設為Ｋ：Ｓ，其中Ｋ為較小的部份，Ｓ為較大的部份。

我們在計算過程中，將三角形的其中一銳角放置在Ｏ點，以Ｘ軸為邊，則三角形

將會有三種情況，分別為：銳角三角形、直角三角形、鈍角三角形，我們將各個

三角形再分為三種情況。 

  我們將任意點設為 P，座標設為(u,v)，設直線 L 通過 x 軸的點為 Q，且 Q 要

在 O 點與 A 點之間。通過三角形的左邊的點設為 R，通過右邊的點設為 T，且 R

點要在 B 點與 O 點間，T 點要在 B 點與 A 點之間。則我們可以求出過任意點將

任意三角形分割成任意比例的直線方程式公式。 

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機    

  在台中市的歷屆作品中，有一件「公平的裁判，一刀兩半分割直角三角形」，

內容主要研究過直角三角形內部一點，做一條直線，分割三角形面積成任意比

例。對於這篇作品，我們覺得很有趣，希望能藉由這篇作品來進行延伸的研究。 

    我們將歷屆文獻探討如下：

將此直線公式化。

，並至任意比例一直線分割積，我們試圖推其結果條直線ｎ等分三角形面的任意點

，藉由作圖法作出過等分三角形面積研究」作品「在第二十七屆全國科展

內部。點也不侷限在，且

到任意三角形手研究，嘗試將其推廣找到資料，我們開始著何，我們在文獻上並沒

的結果如外任一點的及過，但是對其他分割成任意比例將求出直線任一點

內部，過」，作者針對任意直角科展作品「公平的裁判第四十一屆台中市參賽
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貳貳貳貳、、、、研研研研究目的究目的究目的究目的 

我們決定將「過直角三角形內部一點，做一條直線，分割三角形面積成任意

比例」來進行延伸，也就是過任意三角形任意三角形任意三角形任意三角形內、外部任一點，作一條直線，分割三

角形面積成任意比例。 

我們的命題為：過任意一點 P 做一條直線，將任意三角形 ABO∆ 面積任意分

割成 k：s 比例，則此直線方程式為何？ 

參參參參、、、、研究設備與器材研究設備與器材研究設備與器材研究設備與器材    

筆、尺、計算機、電腦 

 

肆肆肆肆、、、、研究過程與方式研究過程與方式研究過程與方式研究過程與方式 



。，其斜率設為，所求直線設為點設為表之，而

以座標系上的第一象限並任意三角形設定在直角不失其一般性，我們將

mL v)P(u,P

ABO∆

    因為有不同的三角形和不同的切法，我們將三角形的討論情形分為：銳角三

角形、直角三角形、鈍角三角形，切法分為：從三角形左側邊的邊切到 X 軸、

從三角形右側邊的邊切到 X 軸、切過三角形左側邊與右側邊的邊。圖形共有如

下九種： 

     

   

   

   

 

一、圖一：銳角三角形，直線切左側： 

設直線方程式為 L，直線斜率為 m，再分別將 Q 與 R 點用 m 來表示，最後

利用面積比為 k：s，將 m 求出來即可。 

  

 

Q直線 L 過 P(u,v)且斜率為 m 

∴直線 L 方程式為:y=m(x-u)+v 

解聯立方程式 
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解聯立方程式： 
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三角形面積
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∴通過點 P(u,v)，切割三角形的左側將面積分成 k：s 的直線方程式為 
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<例 1>已知 A(16,0)、B(12,10)，求過 P(14，-5)且將 OAB∆ 分成 5:11 的直線方程

式。 

[解法]令 a=16、b=12、c=10、u=14、v=-5、k=5、s=11 代入圖一公式得 

      D=2400 2 ，m=
34

5
− 或

4

5
−  

      得此直線方程式為： 

      1L ： 5)14(
34

5
−−−= xy 或 2L ： 5)14(

4

5
−−−= xy  

[驗算] 1L ： 5)14(
34

5
−−−= xy  

此直線與 X 軸的交點在 X 軸的負向上，故不合 

2L ： 5)14(
4

5
−−−= xy  

此直線與 X 軸交點為 Q(10,0)，與 OB 交點為 R(6,5) 

OQR∆ 面積= 25510
2

1
=××  

OAB∆ 面積= 801016
2

1
=××  



四邊形 ABRQ 面積=80-25=55 

11:555:25 =  故符合 

 

二、銳角三角形，直線切右側： 

設直線方程式為 L，直線斜率為 m，再分別將 Q 與 T 點用 m 來表示，最

後利用面積比為 K:S，將 m 求出來即可。 

 

 

Q直線 L 過 P(u,v)且斜率為 m 

∴可設直線 L 方程式為:y=m(x-u)+v 

解聯立方程式 
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∴通過 P 點(u,v)，切割三角形的右側，將面積分成 k：s 的直線方程式為 

vux
asuakusukusaabk

D
+−

−−+++

±+++
= )(

442222

ack2kuv2suv2asv-2akv-
 y

222
，其中 



22222

2222222222

444

44444

abksvksvavabk

kcauvackacksuvvckacksvavkaD

−+

−+++−−=
 

<例 2> 已知 A(14,0)、B(8,12)，求過 P(10,4)且將 OAB∆ 分成 3：11 的直線方程

式。 

[解法]令 a=14、b=8、c=12、u=10、v=4、k=3、s=11 代入圖二公式得 

     D= 2168 ，m=2 或-4 

     得此直線方程式為 

      1L ： 4)10(2 +−= xy 或 2L ： 4)14(4 +−−= xy  

 [驗算] 1L ： 4)10(2 +−= xy  

此直線與 X 軸交點為 1Q (8,0)，與 AB 交點為 1T (11,6) 

1AQT∆ 面積= 186)814(
2

1
=×−×  

OAB∆ 面積= 841214
2

1
=××  

四邊形 QOBT1 面積=84-18-=66 

18：66=13：11 符合 

 

2L ： 4)14(4 +−−= xy  

此直線與 X 軸交點為 2Q (11,0)，與 AB 交點為 B (8,12) 

BAQ2∆ 面積= 1812)1114(
2

1
=×−×  

2OBQ∆ 面積=84-18=66 

18：66=13：11 符合 

三、銳角三角形，直線切上方： 

設直線方程式為 L，直線斜率為 m，再分別將 R 與 T 點用 m 來表示，最

後再利用面積比為 k：s，將 m 求出來即可。 

在處理這個圖形時，我們可以將圖三旋轉個方向來處理，讓 B 點落在原點

上，O 點落在 X 軸正向，重新定義出坐標，如此的結果，正如同圖一。 
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四、直角三角形，直線切左側： 

設直線方程式為 L，直線斜率為 m，再分別將 Q 與 R 點用 m 來表示，最

後再利用面積比為 k：s，將 m 求出來即可。 
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五、直角三角形，直線切右側： 

設直線方程式為 L，直線斜率為 m，再分別將 Q 與 T 點用 m 來表示，如

圖六，最後再利用面積比為 k：s，將 m 求出來即可。 



 

 

 

解聯立方程式




=

+−=

0

)(

y

vuxmy
  

求得 Q 點坐標為 

)0,(
m

v
u −  且 O<

m

v
u − <a 

 

解聯立方程式




=

+−=

ax

vuxmy )(
 

求 T: 

),(

)(

vmuamaT

vuamy

+−⇒

+−=⇒
 

 

)2(2

)2(4)22(22

0)22()2(

0222

222

)(

))((

))((
2

1

2

1
ATQ

22

2222

2222

222222

222222

2

uaua

vuaua
sk

ack
uvavuvav

sk

ack

m

v
sk

ack
uvavmuauam

vamvmuv
sk

ackm
aumumam

amvmuvaumvumam
sk

ackm

vmuam
sk

ackm

vumam
m

vumam

sk

ack

vmuam
m

v
ua

sk

k
ca

+−

+−−
+

−−±+−
+

=⇒

=+
+

−−++−⇒

=++−
+

−−+⇒

+−−++=
+

⇒

+−=
+

⇒

+−
+−

=
+

⇒

+−+−=
+

×××=∆三角形

 

解法 

L(斜率 m) 
B(a,c) 

P(u,v) 

Q 
x 

y 

0 
A(a,0) 

T 

s :  k 

圖五 



2

2

2222222

2

2

222

22222
2

22222

2

222

2222

s)(k

)4444(

s)(k

4444

44

)(

484
4

8
4

44
)(

)2(4)22(D

+

++−−
=

+

−−++
=

+
−

+
+

+
=

−+−
+

−−
+

+++
+

=

+−−
+

−−=

suvkuvasvakvackack

cksvavckaacksuvuvackkca

sk

ckva

sk

ackuv

sk

kca

vuauvva
sk

ckva
auv

sk

ackuv
vavu

sk

kca

vuaua
sk

ack
uvav判別式

)2(2

)(

)4444(
22

m
22

2

uaua

sk

suvkuvasvakvackack
uvav

sk

ack

+−

+

++−−
±+−

+
=  

∴通過 P 點，切割直角三角形 OAB∆ 右側使面積成 k：s 的直線方程式為 

vux
uaua

sk

suvkuvasvakvackack
uvav

sk

ack

+−
+−

+

++−−
±+−

+
= )(

)2(2

)(

)4444(
22

y
22

2

 

六、直角三角形，直線切上方： 

 

在處理這個圖形時，因為直線 L 切過直角三角形的斜邊和一股，所以我們

可將之翻轉成圖四來處理。 
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七、鈍角三角形，直線切左側： 

設直線方程式為 L，斜率為 m，再分別將 Q 與 R 點用 m 來表示，最後再利

用面積比為 k：s，將 m 求出來即可。 
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八、鈍腳三角形，直線切右侧 

設直線方程式為 L，斜率為 m， 
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九、鈍角三角形，直線切上 

在處理這個圖形時，因為直 

線 L 切過銳角 OAB∠ 的兩 

邊，所以我們可以將它翻轉 

成圖七來處理 
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七、討論: 
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在我們做圖三、圖六、圖九的時候，發現其中的 K 區面積難以計算，所以我們

將圖三逆時針旋轉，使 B 點落在 O 點上，A 點落在第一象限，O 點落在 X 軸正

向上。則所有條件就與圖一、圖四、圖七相同。所以算法也與圖一、圖四、圖七

相同。 
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的加減符號上，我們發現正負會因點的不同跟比例的不

同而有所差別。所以公式解的加減符號將由題目所給的三角形、P 點和比例來決

定。 

 

八、結論： 

我們知道圖三可以轉成圖一來做，圖四~圖六為圖一~圖三的特例，圖七~圖九的

公式等於圖一~圖三的公式  
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九、參考文獻： 

第四十一屆參賽作品：公平的裁判，一刀兩半分割直角三角形 

第二十七屆參賽作品： 等分三角形面積研究N  

 



【評  語】 030417 卡特三明治 

透過解析幾何來找出過一點將任意三角形作切割的直線方程式，並作

詳盡分類，但若能補以尺規作圖的方式來畫出此直線，作品將會更加

完整。
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