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88× 棋盤路徑解之ㄧ般化推廣 

二、研究目的 

1. 尋找遊戲規則的相關性質。 

2. 尋找 88× 棋盤的路徑解。 

[摘要]： 

1. 研究規則：在 m×n的格子中，任取一格 A當作「起點格」，在起點格上放一顆棋子，只

能往「上」、往「右」、往「左下」的方向移動。 

2. 定義：若棋子從「起點格」，按照上述規則能不重複的通過所有 m×n格子到達某一「終

點格」，則對於「起點格」而言，此移動路徑稱為 m×n的「有解路徑」，其任一「終點

格」稱為「起點格」的「路徑解」。 

3. 我們先研究出「基本無解區」。 

4. 根據遊戲規則我們利用三種顏色將 nn× 方格塗滿，並判斷出大部分的「無解起點格」。

5. 利用遊戲規則得到兩重要性質： 

(1)[可逆性性質]  (2) [對稱性性質] 

6. 利用「廣義基本無解區」，當作我們[有效移動]的判斷，讓「有解路徑」快速的找出。 

7. 利用本研究所稱的「平移哈式鏈」，得到[擴充解]。 

8. 根據[有效移動]求出部分「路徑解」，再利用[可逆性性質]、 [擴充解] ，最後利用[對稱

性性質]完成所有「路徑解」的尋找。 

一、研究動機 

    在上課的動動腦時間，老師在黑板上，問我們一個題目：「假如在一個 8×8 的棋

盤，選定任意 2格為起點 P和終點 Q，從 P出發，按照「往上」、「往右」、「往左下」

的規則前進，是否能夠走到 Q，並且每格都要走過，但不能重複。(如圖 2)」結果是隨

著 P、Q的位置之不同，有時可以成功；有時不能成功。為什麼隨著「起點格」與「終

點格」的改變，會有不同的結果？而當棋盤的格數改變又會產生什麼樣的結果？種種

的疑問，帶給我們強烈的好奇心，促使我們反覆的探討、研究此問題。接下來，是我

們的研究之旅。 
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3. 利用 88× 棋盤的研究推廣到 nn× 路徑解之探討。 

三、研究器材：電腦、GSP  

四、研究過程： 

(一) 規則：在 m×n的格子中，任取一格 A當作「起點格」，在起點格上放一顆棋子，只能

往「上」、往「右」、往「左下」的方向移動。 

(二) 定義：若棋子從「起點格」，按照上述規則能不重複的通過所有 m×n格子到達某一「終

點格」，則對於「起點格」而言，此移動路徑稱為 m×n的「有解路徑」，其任

一「終點格」稱為「起點格」的「路徑解」；反之，此移動路徑稱為「起點格」

的「無解路徑」及「終點格」不為「起點格」的「路徑解」。如圖(1-1)、(1-2)。 

 

 

 

 

(三) 文獻記載 

在一塊 n×n的西洋棋盤上，令 P與 Q為相鄰的兩個格子，P在 Q的左邊。在 P

放一顆棋子，可以向上、向右或向左下方移動到鄰旁的格子裡，證明不管 n是多少，

都無法使棋子走遍每一格之後(正好一次)最後到達 Q。 

第一種解法(數論的) 

假設我們從 P走到 Q用了 x步向上，y步向右以及 z步向左下，每一格都正好

走一次。則 

1. x=z 

2. y=z+1 

3. 1-nzyx 2=++  

消去 3.中的 x、y我們得 

4. 23zn2 +=  

方程式 4.沒有整數解，因為平方數除以 3的餘數 

a1

A a2A

b B1a 與 2a 兩「終點
格」為「起點格」

A的解。以下簡稱

1a 與 2a 為 A的解。 「終點格」b不為
「起點格」B的解。

圖(1-1) 圖(1-2) 

P Q 

A 

B 

圖(2) 
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不是 0就是 1： 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

(四) 問題研究 

本研究試著先探討：「8×8 的西洋棋盤，到底哪些可當作「有解起點格」？其

「終點格」又在哪裡？」進而做出一些 nn× 的一般化推廣。 

「基本無解區」的探討： 

n=3k→n2=3(3k) 2+0=3z+0 

n=3k+1→n2=3(3k2+2k)+1=3z+1 

n=3k+2→n2=3(3k2+4k+1)+1=3z+1 

第二種解法(拓撲的) 

考慮解法的一條路徑看圖(2)。方格 A及方格 B各只有一種方式進出。P=A或

Q=B顯然無解。P=B 不可能。現在我們考慮兩種情況。 

第一種情況： 

考慮解法的一條路徑從 P經 A到 B。現在每格只能進出一次，而且不能沿另

一條對角線(左上、右下)的方向走。路線 AB必須走 PQ之上方及右方。但是走到

B之後，到 Q的路被路徑 AB切斷了。 

第二種情況： 

從 P經 B到 A。路線 BA必經由 PQ 之上及其右。但是離開 A的方向使得到

Q的路徑被 AB切斷了。 

首先，我們參考前述「文獻」的記載解法： 

1. 若採用〈解法一〉，則當設定某一格為起點格，其終點格的考慮位置有 8×8-1=63 

(個)。顯然要如法炮製，工程浩大。最重要的是，當依「起點格」與「終點

格」的位置而假設出的聯立方程式即使有解，也未必確定存在有解路徑。因

此，〈解法一〉對我們的幫助極為有限。 

2. 若採用＜解法二＞，我們發現可利用此方式，幫忙找出某些格子確定不能當

作「有解起點格」。分析如下： 
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(1) 從本研究的移動規則，若想要不重複的走完所有格子，則四個角落格（以 

下，本研究稱為「角格」），顯然要特別考慮。我們先做出角格的進出方向，

並予以編號，如(圖 3)。(以下本研究對於 nm× ，角格位置的編號皆同圖(3)

之順序) 

由圖中得知「2號角格」、「4號角格」進出 

路線唯一。 

(2) 將 8×8西洋棋盤座標化： 

1號角格：（1，1）； 3號角格：（8，8） 

(3) 利用文獻的＜解法 2＞，我們配合 4個角格 

，做出猜測路線。 

○1 「起點格位置」：（2，8）~（8，8）、（8，2）~（8，7）、（7，7） 

 

 

 

 

不管選擇任何路徑，期間必然會產生一段路徑將 8×8分隔成兩區塊，最

終形成「無解路徑」。 

○2 「起點格」位置不同於（2，8）~（8，8）、（8，2）~（8，7）、（7，7）：

在此情形下，皆不存在一條足以判斷為「無解路徑」的可能路線。 

綜合○1 ○2 可確知(圖 3)灰色格必為「無解起點格」。 

上面的模式，實際上已是一般化。因此，我們可得  

[推廣 1]：對於 nm× 棋盤，(2，m) ~ (n，m )、 

          (n-1，m-1)、(n，2) ~ (n，m-1)  

          所在的格子必為「無解起點格」。為了 

          方便說明，我們把這些「無解起點格」 

          所形成的灰色區，稱為「基本無解區」。 

 

2 

3 

1 

4 

3 4 

2 1 

3 4 

2 1 

3 4 

2 1 

1 2 

3 4 

(圖 3) 
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至於以上述分析(3)之○2 的格子當「起點格」是否一定有「路徑解」？若有「路

徑解」，其「路徑解」又在哪裡? 

塗色論的研究： 

首先，我們從本遊戲的規則出發，任取無界線的棋盤上一格 0A 當作「起點格」，

將棋子放在 0A 上，按照規則的移動，每一次皆有 3個格子的選擇(當然，最後只能移

動到某一方格)。當允許可以重複通過相同格子的情況下，經過多次的操作後，我們

發現[性質一]： 

[性質一]：對於 nn× 棋盤，在允許棋子可重複通過相同格子的條件下，當起點格相

同、終點格也相同時，不管選擇哪一條路徑，任 2條路徑移動的步數差

距永遠是 3的倍數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

討論：對於 nn× 的棋盤，若 ),( 000 yxA 為起點格、 )y,x(A kkk 為終點格，且棋子從 0A

經過m步移動到 kA (可重複通過相同格子)，則 

證明：將 nn× 棋盤座標化如下： 

左下 1號角格：(1，1) 

右上 3號角格：( n，n ) 

若 ),( 000 yxA 為起點格， ),( 111 yxA 為終點格 

1l  ：表示棋子分別向右、向上、左下各移動 1a 、 1b 、 1c 步之路徑。 

2l  ：表示棋子分別向右、向上、左下各移動 2a 、 2b 、 2c 步之路徑。 

則必 
⎩
⎨
⎧

+==+
+==+

2201110

2201110

c-byyc-by
c-axxc-ax
 

    推得  
⎩
⎨
⎧

=
=

2121

2121

c-cb-b
c-ca-a
 

所以 )cb(a-)cb(a 222111 ++++ = )c-(c)b-(b)a-(a 212121 ++ = 21 c-c3  

即對於起點格 ),( 000 yxA 、終點格 ),( 111 yxA 的任意兩條路徑 1l 、 2l ，其移動

步數差距永遠是 3的倍數。 
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(1) 棋子到達 kA ，往前倒數的第一步 1-kA 與第二步 2-kA 所在可能的方格，對於

棋子從 0A 經過m步的移動，一定不能終止於 1-kA 與 2-kA 。 

理由：若棋子從 0A 經過m步的移動可終止於 1-kA ，則存在從 0A 經過 1m + 步

之移動而終止於 kA 之路徑。又已知棋子從 0A 經過m步的移動，可終

止於 kA ，顯然與[性質一]不合。即棋子自 0A 經過m步的移動，永遠

不能終止於 1-kA 。 

同理，棋子自 0A 經過m步的移動，也一定不能終止於 2-kA 。 

(2) 棋子到達 kA ，往前倒數的第三步 3-kA 所在可能的方格，對於棋子從 0A 經

過m步的移動，一定可終止於 3-kA 。 

理由：令棋子經過 3-m 步到達 3-kA ，則棋子可做一次的「回覆操作」。 

所謂的「回覆操作」表示：棋子向右、向上、向左下各移動一次，

則棋子仍會回到原來的方格。 

所以，棋子經過(m -3)+3=m次的移動一定可終止於 3-kA 。 

回到 88× 的棋盤研究，由於要找出有解路徑，所以棋子需從「起點格」開始，

不重複的通過相同格子，移動 63步走完 88× 的方格，到達某一「終點格」。若在允

許可重複通過相同格子的情況下，利用上述的討論結果，對於棋子自某一起點格 0A 開

始，移動 63步到達終點格 63A ，我們可得知 

○1  3t)-(163A + 、 3t)-(263A + 所在的可能格子一定不能當作「終點格」。 

○2  3t-63A 所在的可能格子一定可當作「終點格」。 

換言之，經過 63步的移動，在允許可重複通過 

相同格子的情況下， 88× 的棋盤可分成三類格子，且 

「起點格」與「終點格」必為同類。我們想到一個簡 

便方式：將此三類格子分別予以塗色形成(圖 4)。可得 

白色格 21個、綠色格 22個、黃色格 21個。 

在塗色的棋盤上，我們可輕鬆的得到「不管棋子將哪一格當作起點格，棋子的

移動順序必三色一循環。」 

(圖 4) 
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因此，要找出有解路徑其「起點格」顏色必為綠色，且「終點格」也必為綠色。而

白色格與黃色格必為「無解起點格」。為了方便說明，本研究把上述利用塗色的棋盤得

出的結果，稱為「塗色論」。 

================================================================ 

利用「塗色論」，對於 nn× 的棋盤，由左下角格塗上白色，接著依序塗上綠色、

黃色、白色、⋯，直到將整個棋盤方格塗滿，我們可得出 

[推廣 2]： 

(1) 當 3rn = ，可得白色格有 23r 、綠色格有 23r 、黃色格有 23r 個。 

所以，起點格→終點格之對應關係必為： 

          白色格→黃色格；綠色格→白色格；黃色格→綠色格。 

利用「塗色論」與「基本無解區」，可得到圖(5-1)(以 66 × 為例)的灰色格必為

「無解起點格」。 

(2) 當 13rn += ，可得白色格有 12r3r 2 ++ 、綠色格有 2r3r 2 + 、黃色格有 2r3r 2 +

個。 

所以，起點格→終點格之對應關係必為： 

             白色格→白色格；綠色格與黃色格皆為「無解起點格」。 

利用「塗色論」與「基本無解區」，可得到圖(5-2) (以 77 × 為例)的灰色格必為

「無解起點格」。 

 

 

 

 

 

(3) 當 23rn += ，可得白色格有 14r3r 2 ++ 、綠色格有 24r3r 2 ++ 、黃色格有

14r3r 2 ++ 個。 

所以，起點格→終點格之對應關係必為： 

             綠色格→綠色格；白色格與黃色格皆為「無解起點格」。 

圖(5-1) 圖(5-2) 圖(5-3) 
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利用「塗色論」與「基本無解區」，可得到圖(5-3) (以 88× 為例)的灰色格必

為「無解起點格」。 

================================================================ 

路徑解的尋找： 

從圖(5-3)中，我們已經把可能的「有解起點格」減少到只有 18個方格。接下來，

針對這些起點格做「路徑解」的探討。由於要完成一次有解路徑，棋子需不重複的

移動 63步，且每一次的移動，根據規則最多有三個選擇，以此窮舉的方式要找出「路

徑解」，顯然困難重重。因此，我們有必要找出一個方法，讓「路徑解」的尋找不要

走太多冤枉路。以下是我們的探討： 

1. [定義]：對於 lm× 若產生圖中之條件，則灰色區稱之為[廣義基本無解區]。 

X：已走過的格子。 

P：一種特殊的空格，位於 lm×  

矩形左邊界且只能由下方進入 

的空格。 

例如： nn× 起始狀態的左上角 

格。 

Q：一種特殊的空格，位於 lm× 矩形下邊界且只能由左方進入的空格。 

例如： nn× 起始狀態的右下角格。 

由定義可得： 

(1) 起點格在[廣義基本無解區]，必產生無解路徑。 

(2) 路徑在通過 P或 Q所在的格子之前，進入[廣義基本無解區]，必產生無 

解路徑。 

其證明方式，同 88× 之「基本無解區」研究(見第 4頁)。 

顯然， nm× 之「基本無解區」(見第 4頁)，只是[廣義基本無解區]的特例而已。 

2. 由棋子所在的位置與棋子尚未通過的方格區域，我們可劃分出一些m l× 區塊，並

由這些區塊得出的「廣義基本無解區」，來判斷棋子的下一步。而隨著棋子的移

P 

Q 

X 

X 
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動，「廣義基本無解區」可能隨之而改變，當足以判斷棋子必通過某一區塊的「廣

義基本無解區」，則此移動路線必是無解路徑。 

3. [有效移動]定義：對於不進入「廣義基本無解區」的移動，稱之。 

4. 不符合[有效移動]，必產生無解路徑，如下面圖例。 

(1) 起點格 A在第一行： 

 

 

 

 

 

(2) 起點格 A在第一列： 

說明：○1  將 88× 分成左右兩個 48× 的矩形，棋子一開始在右層 48× 的「基

本無解區」外面，但從右層 48× 要到左層 48× 只有往甲方格移動， 

圖 6-1

1

4

甲

A

1

4

甲

A

圖 6-2 

說明：○1  將 88× 分成上下兩個 84× 的矩形，棋子一開始在上層 84× 的「基

本無解區」外面，但從上層 84× 要到下層 84× 只有往甲方格移

動，才能符合[有效移動]。因此，圖(6-1、6-2 )之路線移動必產

生無解路徑。 

○2  由○1 可得棋子從起點格 A出發只能下面兩條選擇： 

○i  棋子從起點格 A一直往上直到 4號角格，接著做符合[有效

移動]的前進到達甲方格(實際上，此段移動過程只能到第三

行之方格)，再繼續前進。 

○ii  棋子從起點格 A做向右、左下到達甲方格，接著做符合[有

效移動]的前進(實際上，棋子從甲方格之後的移動，未達 1

號角格之前，不能到第三行之方格)。。 

○3  由○2 可得起點格在第一行，若為有解路徑，依照棋子的推進過

程，可推得其「路徑解」只能產生於最右兩行或最上兩列。 
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(3) 起點格 A在內層： 

說明：○1  圖(6-5、6-6)之路線移動必產生無解路徑。 

○2  圖(6-7、6-8)中，從起點格 A出發接著必往甲方格移動，因此我們

可從 88× 選出 32× ( 23× )藍框與 83× ( 38× )紅框的矩形，得知最終

的移動不能符合[有效移動]。因此，圖(6-7、6- 8)之路線移動必產

生無解路徑。 

 

 

 

 

 

A

A

圖 6-5 圖 6-6 

圖 6-4 

1 2甲 A

圖 6-3 

1 2甲 A

才能符合[有效移動]。因此，圖(6-3、6-4)之路線移動必產生無解

路徑。 

○2  由○1 可得棋子從起點格 A出發只能下面兩條選擇： 

○i  棋子從起點格 A一直往右直到 2號角格，接著做符合[有效移

動]的前進到達甲方格，再繼續前進。 

○ii  棋子從起點格 A做向上、左下到達甲方格，接著做符合[有效

移動]的前進。 

○3  由○2 可得起點格在第一列，若為有解路徑，依照棋子的推進過程，

可推得其「路徑解」只能產生於最右兩行或最上兩列。 
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======================================================================== 

利用上述的探討結果，我們可推廣到 nn× 得結論如下： 

[推廣 3]：(1) 有解路徑的產生，必須符合 

○1  起點格為有解起點格。 

○2  路徑的移動每一步須符合[有效移動]。 

(2) 起點格在第一行(或第一列)：若為有解路徑，其「路徑解」只能產生於

最右兩行或最上兩列。 

================================================================ 

從 55× 的路徑解找尋本研究的相關性質： 

接著，由[推廣 2-(3)]得知 55× 與 88× 屬於同類(「起點格」→「終點格」之對

應關係為：「綠色格」→「綠色格」)。因此，我們以 55× 替代 88× 來簡化研究，如

圖(7-1-2)可能的「有解起點格」 

只剩 7個(綠色格)。以下我們 

以這 7個格子當作「起點格」， 

利用[推廣 3]尋找有解路線，並 

實際操作： 

1. 「起點格」( 1，5 )： 

討論：1. 棋子從 4號角格出發，未達 1號角格之前，不能經過第三行。否則，會

造成進入「基本無解區」，形成無解路徑，如圖(7-2-3)。 

2. 由[討論 1]可証得：對於 55× 的棋盤，以( 1，5 )當「起點格」，其「路

圖(7-1-1) 圖(7-1-2) 

甲

A

A甲

圖 6-7 圖 6-8 



 12

徑解」只有兩個( 5，4 )、( 5，1 ) ，如圖(7-2-1)、(7-2-2)。 

 

 

 

 

 

2.「起點格」( 1，2 )： 

根據[有效移動]可推得以( 1，2) 

當「起點格」，其「路徑解」 

只有兩個( 5，4 )、( 5，1 )， 

如圖(7-3-1)、(7-3-2)。 

3.「起點格」( 5，1 )： 

討論：1. 棋子從 2號角格出發，未達 1號角格之前，不能經過第三列。否則，會

造成進入「基本無解區」，形成無解路徑，如圖(7-4-3)。 

2. 由[討論 1]可証得：對於 55× 的棋盤，以( 5，1 )當「起點格」，其「路

徑解」只有兩個( 1，5 )、( 4，5 ) ，如圖(7-4-1)、(7-4-2)。 

 

 

 

 

 

4.「起點格」( 2，1 )： 

根據[有效移動]可推得以( 2，1 ) 

當「起點格」，其「路徑解」只 

有兩個( 4，5 )、( 1，5 ) ， 

如圖(7-5-1)、(7-5-2)。 

 

圖(7-2-2)圖(7-2-1) 圖(7-2-3) 說明： 
灰色區為 54×
的「基本無解區」

4 3

21

圖(7-3-1) 圖(7-3-2) 

圖(7-4-1) 圖(7-4-2) (圖 7-4-3) 說明： 
灰色區為 45×
的「基本無解區」

4 3

21 

圖(7-5-1) 圖(7-5-2) 
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5.「起點格」( 2，4 )： 

根據[有效移動]可推得以( 2，4)當「起點格」，其「路徑解」只有 ( 4，2 )，如圖(7-6)。 

6.「起點格」( 4，2 )： 

根據[有效移動]可推得以(4，2) 

當「起點格」，其「路徑解」只 

有(2，4 )，如圖(7-7)。 

7.「起點格」( 3，3 )：  

根據[有效移動]可推得以( 3，3) 

當「起點格」，無「路徑解」。 

================================================================ 

仔細分析上述結果，我們得出以下重要發現： 

[發現一] 點對稱 [中心( 3，3 )] 路徑：如下圖，共兩組形成點對稱，將其中一個圖型

旋轉 0180 可得同組中的另一個圖型。 

 

 

 

 

======================================================================== 

[推廣 4]：由[發現一]顯然可推廣到下面一般化性質： 

[可逆性性質]：對於 nn× ，若存在一條「起點格」為 A ( a ,b )、「終點格」為 A' ( c , 

d )的有解路徑，則必存在一條「起點格」為B ( c' , d' )、「終點格」

為B' (a' ,b' )的有解路徑。 

                     其中： 1nd'dc'cb'ba'a +=+=+=+=+   

=============================================================== 

[發現二] 線對稱 [對稱軸 xy = ] 路徑：如下圖，共五組形成線對稱，將其中一個圖

型沿著對稱軸 xy = 翻轉可得同組中的另一個圖型。 

 

圖(7-6) 圖(7-7) 

圖(7-2-1) 圖(7-3-2) 圖(7-4-1) 圖(7-5-2) 
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======================================================================== 

[推廣 5]：由[發現二]可推廣得 

[對稱性性質]：對於 nn× ，若存在一條「起點格」為 A ( a ,b )、「終點格」為 A' ( c , 

d )的有解路徑，則必存在一條「起點格」為C (b , a )、「終點格」為

C' ( d , c )的有解路徑。即這兩條有解路徑是以 xy = 為對稱軸的路

徑。 

=============================================================== 

[發現三] 我們觀察到，對於 55× 第一列可能的「有解起點格」皆有「路徑解」，且其

「路徑解」都相同。並且對於相同起點格，其解之不同，只在於圖中 23×

藍框部分的通過先後順序(圖中 23× 藍框部分設定為路徑優先通過)。 

          

 

 

 

圖(7-2-1) 圖(7-4-1) 圖(7-3-2) 圖(7-5-2) 

圖(7-2-2) 圖(7-4-2) 圖(7-3-1) 圖(7-5-1) 

圖(7-6) 圖(7-7) 

圖(7-2-1) 圖(7-2-2) 圖(7-3-1) 圖(7-3-2) 
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因此，利用此方式由一「路徑解」可推出另一「路徑解」。我們把此方式所

得到的「路徑解」，稱為「擴充解」。 

至於 nn× 是否也有此結果呢？ 

======================================================================= 

[推廣 6]：我們找到ㄧ個事實： 

「對於 3n× ，起點格(1， i )，i=1，2，3，⋯，n，必存在一條有解路線，使

得終點格為(3， i )。」(我們可用操作來證明，如圖(8-1)) 

為了方便說明，我們將圖(8-1) 3n× 的有解路線圖，稱為「 3n× 平移哈氏鏈」。 

同樣的，「對於 n×3 ，起點格( i，1)，i=1，2，3，⋯，n，必存在一條有解路線，

使得終點格為( i，3)。」(利用[對稱性]由 3n× 平移哈氏鏈可得到證

明)。 

具有此種結果的 n×3 有解路線圖，稱為「 n×3 平移哈氏鏈」。 

更一般化的名詞定義： 

「對於 mn× ，起點格(1， i )，若存在一條有解路線，使得終點格為(m， i )。」

則我們稱具有此種結果的 mn× 有解路線圖，稱為(1， i )的「 mn× 平移哈氏鏈」。 

當我們取 k個「 3n× 平移哈氏鏈」，由左而右相連接可完成一個起點格為(1，i )，

終點格為(3k， i )的「 3kn× 平移哈氏鏈」，如圖(8-2)。 

 

 

 

 

 

 

 

因此，對於以此方式拼成的 nn× 其起點格為(1， i )之「路徑解」，我們僅需考慮

右邊部份。又因為我們先要解決 88× 的路徑解，所以在此我們只考慮同類型的

23 += rn 之研究，分析如下： 

圖(8-1) 圖(8-2) 圖(8-3) 
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利用[有效移動]操作，僅需考慮 5n× (Q除了起點格為(1，n)外， 2n× 皆會形成無

解路徑)，其起點格為(1， i )(其中 2=i ，5，⋯， 23 +r )之「路徑解」即可。 

同 55× 利用 23t × 型之藍框來控制路徑的通過順序，實際上，藍框的使用即是

3×3t 平移哈氏鏈(紅框部分)的利用，如圖(8-3)，因此可得其「路徑解」為(5，

n-1)及「擴充解」：(5，n-4)、⋯、(5，1)，再根據[可逆性]性質可推得 nn× 起點

格(1， i )之「路徑解」皆為(n，n-1)、(n，n-4)、⋯、(n，1)。 

⇒ nn× 起點格(1，i )之「路徑解」為(n，n-1)、(n，n-4)、⋯、(n，1)。 ( 23 += rn ) 

………………………………………………………………..………….(公式一) 

利用上述的發現，我們整理出圖形之間的關連性： 

 

 

 

 

 

 

 

由這些關連性，重新檢視 55× 的路徑尋找，我們只要找出兩條有解路徑，則其

它有解起點格的解皆可由其關連性得出。 

88× 路徑解的研究： 

1. 由[對稱性]性質，我們可省略右下半綠色格的 

路徑解尋找。(如圖 9-1) 

2. 利用(公式一)，可得當起點格為(1，8)、(1，5) 

、(1，2)，其「路徑解」相同，皆為(8，7)、 

(8，4)、(8，1)。 (如圖 9-2，利用3 3× 平移哈 

氏鏈[紅色框]可得[擴充解]---『△』部分) 

3. 當起點格為(2，7)，根據[有效移動]及[擴 

圖(9-1) 

圖(9-2) 

7-6 7-7 可逆性 

7-2-1 7-4-1 

7-3-2 7-3-1 

7-2-2 7-4-2 

7-5-2 

7-5-1 

可逆性 對稱性

可逆性 對稱性擴充解 

擴充解  對稱性
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   充解]可推得其「路徑解」為( 7，2 )、( 7，5 )  

  、( 4，2 )、( 4，5 )。(如圖 9-3，利用3 3× 平 

   移哈氏鏈[紅色框]可得[擴充解] ---『△』部分) 

4. 由上述第 3點根據[可逆性]性質可得出下列 

  「路徑解」： 

(1) 由      起點格(2，7)→終點格( 7，5 ) 

   可推得  起點格(2，4)→終點格( 7，2)。 

(2) 由      起點格(2，7)→終點格( 4，2 ) 

   可推得  起點格(5，7)→終點格( 7，2)。 

(3) 由      起點格(2，7)→終點格( 4，5 ) 

   可推得  起點格(5，4)→終點格( 7，2)。 

再由[對稱性] 

可推得  起點格(4，5)→終點格( 2，7)。 

(4) 由      起點格(2，7)→終點格( 7，2 ) 

可推得  起點格(2，7)→終點格( 7，2)。  (相同路徑) 

5. 當起點格為(3，6)，根據[有效移動]可推得其「路徑解」為( 6，3 )。(無[擴充

解])   (如圖 9-4) 

6. 當起點格為(3，3)、(6，6)，根據[有效移動]，可得無「路徑解」。 

7. 由第 2點 ~ 第 6點再利用[對稱性]可得 88× 的所有「路徑解」。我們把 

   第 2點 ~ 第 5點所得到的 

   對應「路徑解」(起點格為 

   大寫英文字母，其對應的 

  「路徑解」為小寫英文字母) 

   列出得圖(9-5)。 

   (在此，我們只列出以 88×  

   對角線左上半之方格當作 

   起點格的「路徑解」。)   

圖(9-4) 

圖(9-5) 

f

F

e

E

d

D

c

c

c

c

C

b

B

a

a

a

A

A

A

圖(9-3) 
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圖(10-2) 圖(10-1) 

nn× 路徑解的研究：  

 

 

 

 

 

 

 

 

⇒ (1) nn× 起點格(1， n )之「路徑解」為 

(n，n)、(n，n-3)、⋯、(n，1)及( 3n − ，n)、( 6n − ，n)、⋯、(4，n)。 ( 3 1n r= + )  

…………………..………….(公式二之 1) 

還原到 n n× ，可得其「路徑解」為(n，n)、(n，n-3)、⋯、(n，1)及( 3n − ，n)、

( 6n − ，n)、⋯、(4，n)。，再根據[可逆性]性質可推得 nn× 起點格(1， i )(其中

ni ≠ )之「路徑解」皆為(n，n)、(n，n-3)、⋯、(n，1)及( 3n − ，n)、( 6n − ，

n)、⋯、(4，n)、(1，n)。 

利用 88× 求「路徑解」的方法，我們推廣到 13rn += 與 3rn = ： 

1. 當 13rn += 時，起點格為(1， i ) 

(其中 1i = ，4，⋯，3 1r + )之路徑解，根據[有效移動]操作可得，僅需分別考慮：

(1) 圖(10-1)圖中虛線框 5n× 部分，起點格為(1，1)，利用 53× 平移哈氏鏈(紅框

部分)，即可得其「路徑解」為(5，n-3)及[擴充解] ---『△』部分：(5，n)、

(5，n-6)、(5，n-9)⋯、(5，1)。 

(2) 圖(10-2)圖中虛線框 4× ( 2-n )部分，起點格為(1，1)，利用 34× 平移哈氏鏈

(紅框部分)，即可得其「路徑解」為 ( 5n − ，4) 及[擴充解] ---『△』部分：

( 2n − ，4)、( n 8− ，4)、( n 11− ，4)⋯、(2，4)。 
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圖(10-5) 

(2) nn× 起點格(1，i) (其中 1i = ，4，7，⋯， 2-3r )之「路徑解」為 

(n，n)、(n，n-3)、⋯、(n，1)及( 3n − ，n)、( 6n − ，n)、⋯、(1，n)。 ( 3 1n r= + )  

…………………..………….(公式二之 2) 

以 77× 為例，探討如下： 

[ 77× 路徑解的尋找]： 

○1  由[對稱性]性質，我們可省略右下半綠色格的 

  「路徑解」尋找。(如圖 10-3) 

○2  利用(公式二)，可得 

◇1  當起點格為(1，1)、(1，4) 

其「路徑解」相同皆為(7，7)、(7，4)、 

(7，1)、(4，7) 、(1，7)。 

◇2  當起點格為(1，7) 

其「路徑解」為(7，7)、(7，4)、(7，1) 、 

(4，7)。(如圖 10-4、圖 10-5，利用3 3× 平移 

哈氏鏈[紅色框]可得[擴充解] ---『△』部分) 

○3  當起點格為(2，6)，根據[有效移動] 

可推得其「路徑解」為 ( 6，5 )、( 3，2 )、 

( 3，5 )、[擴充解]： ( 6，2 )。(如圖 10-6) 

及「路徑解」( 5，6 )。(如圖 10-7) 

○4  由上述第○3 點根據[可逆性]性質可得出下列 

「路徑解」： 

◇1  由      起點格(2，6)→終點格( 6，5 ) 

可推得  起點格(2，3)→終點格( 6，2)。 

◇2  由      起點格(2，6)→終點格( 3，2 ) 

可推得  起點格(5，6)→終點格( 6，2)。 

◇3  由      起點格(2，6)→終點格( 3，5 ) 

可推得  起點格(5，3)→終點格( 6，2)。 

圖(10-3) 

圖(10-4) 

圖(10-6) 

▲ 

▲ 
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e

d

a

aa

a

A
a a

A

A

a

a

a

B

b

C

c

c

c

c

D

d

E
e

圖(10-9) 

c

再由[對稱性] 

可推得  起點格(3，5)→終點格( 2，6)。(如圖 10-8) 

◇4  由      起點格(2，6)→終點格( 6，2 ) 

可推得  起點格(2，6)→終點格( 6，2)。   

(相同路徑) 

◇5 起點格(2，6)→終點格( 5，6 ) 

                由[可逆性]  

                可推得  起點格(3，2)→終點格( 6，2)。   

                再由[對稱性] 

  可推得  起點格(2，3)→終點格( 2，6)。 

          ○5 當起點格為(4，4)，根據[有效移動]，可得 

   無「路徑解」。 

○6  由第 ○2  點 ~ 第 ○5  點，再利用[對稱性]可得 77× 的所有解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們把第○2 點 ~ 第○4 點所得到的對應「路徑解」(起點格為大寫英文字母，

其對應的「路徑解」為小寫英文字母)列出得圖(10-9)。(在此，我們只列出以 77 × 對

角線左上半之方格當作起點格的「路徑解」。) 

圖(10-7) 

圖(10-8) 
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圖(11-1) 圖(11-2) 

圖(11-3) 圖(11-4) 

2. 當 rn 3= 時，起點格為(1， i )之路徑解，根據[有效移動]操作可得 

(1) 當 ki 3= ，如圖(11-1、11-2) 

起點格(1，3k)型之「路徑解」為 

(3，n)、(6，n)、⋯、(n，n )、(n， 3n − )、(n， 6n − )、⋯、(n，3)。  

……………..………….(公式三之 1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 當 13 −= ki ，如圖(11-3)(其中圖中紅框部分是另一種平移哈式鏈)、圖 11-4 

起點格(1， 13 −k )型之「路徑解」解為 

(3， 1−n )、(6， 1−n )、⋯、(n， 1−n  )、(n， 4−n )、⋯、(n，2)。  

……………..………….(公式三之 2) 
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圖(11-5) 圖(11-6) 

(3) 當 23 −= ki ，如圖(11-5、11-6) 

起點格(1， 23 −k )型之「路徑解」為 

(1，n)、(4，n)、⋯、( 2−n ，n )、(n， 2−n )、(n， 5−n )、⋯、(n，1)。 

……………..………….(公式三之 3) 

 

 

 

 

 

 

 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

討論：1. 對於有解起點格在第一行(或第一列)，其「路徑解」我們可以給出公式。 

以 99× 為例，仿照 77× 、 88× 之分析過程，根據[有效移動]，代入(公式三之 1、

2、3)，再利用[擴充解]、[可逆性]性質、[對稱性]性質，可得出所有「路徑解」。在此，

我們只列出以 99× 對角線左上半之方格當作起點格的「路徑解」，如(圖 11-7)。 
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2. 對於有解起點格在內層方格，由於情況很多，我們想不到較好的方法寫出

公式，但是根據[擴充解]，可猜測公式會存在。 

五、結論： 

六、參考資料： 

1. 數學功力測驗 P.1、P.4、P.5   作者：水木耳 譯  凡異出版社 

2. 棋盤上的數學 P.29~P.35   作者：單壿   九章出版社 

 

1. 利用「塗色論」與「基本無解區」，可得 nn× 的大部分「無解起點格」。 

2. 利用[有效移動]，可簡化有解路徑解的尋找。 

3. 從本研究規則可得到 

(1)[可逆性性質]  (2) [對稱性性質]。 

4. 利用[平移哈式鏈]，可得[擴充解]。 

5. 對於 nn× 所有「路徑解」的尋找，可利用 

(1) 針對 nn× 對角線左上半方格之可能「有解起點格」來研究。 

(2) 起點格在第一行，則可代入(公式)得出「路徑解」。 

(3) 起點格在內層，則 

○1  利用[有效移動]先求出一個「路徑解」，再利用[平移哈式鏈]，得出[擴充

解]。 

○2  利用[可逆性性質]得出相關「路徑解」。 

○3  當尚有可能的「有解起點格」之「路徑解」未求出，則重複上述○1 、○2 之

過程。 

(4) 利用[對稱性性質]，完成所有「路徑解」之尋找。 



【評  語】 030411 8╳8 棋盤路徑解之ㄧ般化推廣 

這個作品是在研究特殊有向圖的哈米爾頓路徑在起點與終點預定下

存在的問題，內容充實，刻劃存在性也有不錯的概念，若能更具體地

表示出而給定的條件與區域會是非常優秀的成果。
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