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迷途知返？－圓內彈性碰撞回歸問題 

摘  要 
本研究探討的是圓內彈性碰撞回歸問題，我們規定軌跡只能跑直線，而且限

制碰撞是彈性碰撞，這裡所謂的彈性碰撞，指的是入射角等於反射角，在這兩個

條件下，我們將針對不同的入射角，探討有沒有可能於出發後，再度回到原來出

發點。 
本研究的內容涵蓋入射角是整數、有限小數、分數、有規律的無限小數以及

沒有規律的無限小數。而且經過我們的研究，得到了一些簡易法則，判斷是否能

夠再度回到原來出發點，以及在能回到原出發點的情形下的最少碰撞次數。 
換句話說，只要給我們一個入射角，我們就可告訴你，在圓內彈性碰撞後，

能不能再度回到原來的出發點，如果可以再度回到原來的出發點的話，我們可以

進一步告訴你，出發後到下一次回到原來的出發點之間，總共碰撞了幾次。 
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迷途知返？－圓內彈性碰撞回歸問題 

壹、研究動機 
某次上數學課的時後，老師在一個圓內以入射角等於反射角的方式，畫

出了漂亮的五芒星，這時候有同學發問了，”老師，是不是每個角度畫到最

後都能夠返回原來的出發點？”   
    這個問題馬上開啟了班上的好奇心，大家紛紛以各種角度進行圓內彈性

碰撞，看看是否能夠將出發點出現的直線不斷反射碰撞後，又回歸於原點。

而在某些角度作圖後，發現有些角度的確可以回歸到原點後，我們都認為這

是個值得深入思考的題目，遂提出將這個題目當作科展主題擴大研究，探討

整數角度、小數角度，甚至思考最終是否能導出一條公式，只要代入角度，

就能知道最終是否回到原點！ 
 
貳、研究目的 

一、試著找出幾個入射角，在圓內彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發點的

情形。 
二、試著從以上的例子，找到能夠再度回到原來出發點的原因。 
三、探討這些原因，並進一步判斷哪些「整數」角度的入射角，在圓內彈性

碰撞後，能夠再度回到原來出發點。 
四、將以上的結果加以推廣，看看除了整數以外，還有哪些角度的入射角，

在圓內彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發點。 
五、試著從以上的結果，探究哪些角度的入射角，在圓內彈性碰撞，是「無

法」在有限次數碰撞後，再度回到原來出發點。 
 
參、實驗研究設備及器材 

紙、筆、圓規、直尺、量角器、電腦、幾何繪圖軟體(GSP) 
 
肆、研究歷程與方法 

活動一：試著找出幾個入射角，在圓內彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發

點的情形。 
      方  法： 

1.試著從幾個我們常見的角度，30 度、45 度、60 度著手，實際作圖畫畫

看，並且判斷能不能再度回到原來出發點。 
2.嘗試其他入射角，18 度、36 度等，實際作圖畫畫看，並且判斷能不能

再度回到原來出發點。 
3.盡可能選擇很多整數角度入射角，實際作圖畫畫看，並且判斷能不能再

度回到原來出發點，以便我們做研究。 
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活動二：試著從以上的例子，找到能夠再度回到原來出發點的原因。 
   方  法： 

1.盡可能大膽猜測能夠再度回到原來出發點的原因，並且一一求證這些原

因是否是主因。 
 

活動三：探討這些原因，並進一步判斷哪些「整數」角度的入射角，在圓內

彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發點。 
      方  法： 

1.探討在能夠再度回到原來出發點的情形下，在圓內所行走過的軌跡是否

有交叉與能不能再度回到原來出發點，是否有關係？ 
2.探討在能夠再度回到原來出發點的情形下，在圓內所行走過的軌跡長短

與能不能再度回到原來出發點，是否有關係？ 
3.探討在能夠再度回到原來出發點的情形下，最少碰撞次數與圓心角有何

關係？ 
4.探討在能夠再度回到原來出發點的情形下，不同的入射角與最少碰撞次

數有何關係？ 
5.探討在能夠再度回到原來出發點的情形下，必定有最少碰撞次數嗎？反

過來說，有最少碰撞次數，能代表會再度回到原來出發點嗎？ 
6.藉由以上觀察心得，探究能不能找到一種方式，只要從運算就能夠知道

一定可以再度回到原來出發點，而不需要實際作圖。 
7.探究以上運算方法，判斷有哪些「整數」角度的入射角，在圓內彈性碰

撞後，是能夠再度回到原來出發點。 
 

活動四：將以上的結果加以推廣，看看除了整數以外，還有有限小數角度的

入射角，在圓內彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發點。 
      方  法： 

1.將公式推廣到有限小數，是否有可能？ 
2.如果有可能將公式推廣到有限小數，公式將會有如何的變化？ 

 
活動五：將以上的結果加以推廣，看看除了整數或有限小數以外，還有分數

角度的入射角，在圓內彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發點。 
方  法： 
1.將公式推廣到分數，是否有可能？ 
2.如果有可能將公式推廣到分數，公式將會有如何的變化？ 
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活動六：將以上的結果加以推廣，看看除了整數或有限小數以外，還有分數

角度的入射角，在圓內彈性碰撞後，能夠再度回到原來出發點。 
方  法： 
1.將公式推廣到無限小數，是否有可能？ 
2.如果有可能將公式推廣到無限小數，公式將會有如何的變化？如果不能

將公式推廣到無限小數，探討為什麼不能？ 
 

活動七：試著從以上的結果，探究哪些角度的入射角，在圓內彈性碰撞，是

「可以」在有限次數碰撞後，再度回到原來出發點，探究哪些角度

的入射角，在圓內彈性碰撞，是「無法」在有限次數碰撞後，再度

回到原來出發點，並下一個結論。 
      方  法： 

1.試著整理之前所有的結論，並下一個總結。 
 

活動八：將以上的結論加以進一步整理，將公式進一步加以簡化。 
方  法： 
1.試著從公式的使用過程以及公式的內容，簡化公式，使得公式在使用上

能更為簡便。 
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伍、研究結果 
【活動一實驗結果】 
（一）我們規定軌跡只能跑直線，而且限制碰撞是彈性碰撞，所謂的彈性碰

撞，指的是入射角等於反射角。在這兩個條件下，我們將針對不同的

入射角，探討有沒有可能於出發後，再度回到原來出發點。 
1. 我們利用圓規畫一個圓，並且從圓周上的一點出發，選擇我們常

見的 45 度當成入射角，進行圓內的彈性碰撞。實際作圖畫畫看，

並且判斷能不能再度回到原來出發點。記錄並作圖如下： 
 

步驟說明 1.用圓規畫圓 2.選擇出發點 3.連接圓心和出發點 4.選擇入射角 45 度

 
圖 
 

示 
    

步驟說明 5.連接圓心和碰撞點 6.選擇反射角 45 度 7.連接圓心和碰撞點 8.選擇反射角 45 度

 
圖 
 

示 

    

步驟說明 9.連接圓心和碰撞點 10.選擇反射角 45 度 11.將輔助線擦掉 
 

圖 
 

示 

   

經過以上步驟，我們

發現出發後的第四

次碰撞，再度回到原

來出發點。而且軌跡

是一個正方形。 
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2. 接下來，我們選擇另外一個常見的 30 度當成入射角，進行圓內的

彈性碰撞。實際作圖畫畫看，並且判斷能不能再度回到原來出發

點。記錄並作圖如下： 
 

步驟說明 1.用圓規畫圓 2.選擇出發點 3.連接圓心和出發點 4.選擇入射角 30 度

 
圖 
 

示 
    

步驟說明 5.連接圓心和碰撞點 6.選擇反射角 30 度 7.連接圓心和碰撞點 8.選擇反射角 30 度

 
圖 
 

示 

    

步驟說明 9. 將輔助線擦掉 
 

圖 
 

示 

 

經過以上步驟，我們

發現出發後的第三

次碰撞，再度回到原

來出發點。而且軌跡

是一個正三角形。 
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3. 接下來，我們選擇另外一個常見的 60 度當成入射角，進行圓內的

彈性碰撞。實際作圖畫畫看，並且判斷能不能再度回到原來出發

點。記錄並作圖如下： 
 
 

步驟說明 1.用圓規畫圓 2.選擇出發點 3.連接圓心和出發點 4.選擇入射角 60 度

 
圖 
 

示 
    

步驟說明 5.連接圓心和碰撞點 6.選擇反射角 60 度 7.連接圓心和碰撞點 8.選擇反射角 60 度

 
圖 
 

示 

    
步驟說明 9.連接圓心和碰撞點 10.選擇反射角 60 度 11.連接圓心和碰撞點 12.選擇反射角 60 度

 
圖 
 

示 

    

步驟說明 13.連接圓心和碰撞點 10.選擇反射角 60 度 11.將輔助線擦掉 
 

圖 
 

示 

   

經過以上步驟，我們

發現出發後的第六

次碰撞，再度回到原

來出發點。而且軌跡

是一個正六邊形。 
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（二）嘗試其他入射角，進行圓內的彈性碰撞。實際作圖畫畫看，並且判斷

能不能再度回到原來出發點。記錄並作圖如下： 
 

入射角 12 度 18 度 24 度 36 度 
 

圖 
 

示 

    
入射角 40 度 50 度 54 度 75 度 
 

圖 
 

示 

    

 
（三）角度本來有無限多種，雖然我們選擇的角度是整數，但是仍有無限多

個。話說雖然如此，但是在實際操作時，我們發現角度不可能是 90
度以上，不然軌跡就會在圓外，這樣是無法作圖的，因此最多只有

89 度，最少是 0 度，然而，在 0 度以上與 89 度以下只有 90 個整數，

所以只有 90 個入射角可以選擇。 
    在作圖的過途中，我們發現 30 度、45 度、60 度這些入射角所畫

出的軌跡很容易可以判斷有沒有再度回到原來出發點。但是於 18
度、36 度，甚至 40 度，這些入射角所畫出的軌跡往往會因為角度的

誤差導致誤判，本來是可以回到原來出發點的，卻因為角度的誤差導

致以為還沒有回到原來出發點。或者本來是還沒有回到原來出發點

的，卻因為角度的誤差導致以為已經可以回到原來出發點。因此，我

們請教老師如何更精確作圖。 
    老師希望我們能用電腦軟體解決這問題，因為角度是測量出來

的，並不像蘋果的數目，每個人所說出來的大小都會是相同的，因此

我們需要比量角器更精密的儀器，然而老師推薦我們使用幾何繪圖軟

體。使用之後我們發現除了更精確的作圖之外，也更便利，使得實驗

能夠順利進行。 
   但是好景不常，雖然使用幾何繪圖軟體作圖排除了誤差的可能

性，但是在嘗試一些軌跡比較密集的入射角（例如：12 度）作圖，

就發現我們要選取反射軌跡和反射點有些困難，因為軌跡太密集，而

 ７



迷途知返？－圓內彈性碰撞回歸問題 

 

且有時不知道能不能再次回到原來的出發點，我們只能一直作圖，期

待再次回到原來出發點，發現這樣好像不是一個好的方法。因此，我

們請教老師，除了作圖以外有沒有比較好的方式，因而老師建議我

們，從觀察以上很多個能夠再度回到原來出發點的軌跡，並且從中尋

找規律性。 
 

【活動二實驗結果】 
（一）我們觀察以上很多個能夠再度回到原來出發點的軌跡，發現有些軌跡

的線與線有交叉的現象，有些則沒有，而成為一個正多邊形，因此我

們猜測結果與軌跡可能有關，但是真相如何我們需要進一步求證。 
（二）我們一開始作圖時，一再利用入射角的角度，所以我們猜測結果與角

度可能有關，但是這也是需要進一步求證的。 
 

【活動三實驗結果】 
（一）從以上很多個能夠再度回到原來出發點的軌跡中，我們發現「軌

跡是否有交叉的現象，是不能拿來判斷能不能再度回到原來出發

點。」因為以上很多個能夠再度回到原來出發點的軌跡中，就同

時包含兩種情形，因此，軌跡是否有交叉的現象不是一個判斷的

方法。 
（二） 
1. 從以上很多個能夠再度回到原來出發點的軌跡中，我們發現「軌跡的

長短與是否能夠再度回到原來出發點，沒什麼關聯性。」 
2. 此外，我們只能說能夠再度回到原來出發點的情形，所走的軌跡長度

是有限的，另外一方面，凡是無法再度回到原來出發點的情形，所走

的軌跡長度是無限的。 
3. 雖然這是一個判斷能否再次回到原來出發點的方法，但不是一個好方

法，因為作圖需要時間，而且生命是有限的，不可能為了一個無法再

次回到原來出發點的作圖，而耗盡我們的生命。 
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（三）我們發現，在能夠再次回到原來出發點的的情形下，與 360 度和

圓心角的最小公倍數有關。以下圖為例，我們將角度標示在一條

直線上，繞一圈所經過的角度是 360 度，而且以入射角為 18 度為

例，這時候的圓心角就是 144 度（180 度－18 度－18 度＝144 度）。 
    

 

144 144 144 144 144 

360 360 

1. 凡是每碰撞一次，代表著已經經過一個 144 度，碰撞了

兩次，代表著已經經過兩個 144 度，碰撞了三次，代表

著已經經過三個 144 度，以此類推，因此我們發現能夠

再度碰撞到圓周，所經過的角度是 144 度的倍數，然而

出發點就是在圓周上，所以能夠再度回到原來出發點的

情形，所經過的角度一定也是 144 度的倍數。 
另外一方面，想再度回到原來出發點一定是經過2. 了完整

的一圈或者好幾圈，而且每繞一圈，代表著已經經過一

個 360 度，繞兩圈，代表著已經經過兩個 360 度，繞三

圈，代表著已經經過三個 360 度，以此類推，因此我們

發現能夠再度回到原來出發點的情形，所經過的角度一

定也是 360 度的倍數。 
從以上兩個發現的結果，3. 我們進一步發現能夠再度回到

原來出發點所經過的角度，是 144 度的倍數，也是 360
度的倍數，因此，能夠再度回到原來出發點所經過的角

度是 144 度和 360 度的公倍數。 
如果要找出發後到4. 第一次回到原來出發點之間所經過的

角度，就要找圓心角和 360 度的最小公倍數。 
在上圖中，我們在線的上方每 144 度畫一個記號5. ，在線

 

的下方每 360 度畫一個記號，當經過 720 度（720 度是

144 度和 360 度的最小公倍數）在線上和線下兩個記號會

重疊在一起，這時候我們也發現共經過 2 圈（720 度÷360
度＝2 圈）再度回到原來出發點，而且在這 2 圈中，總共

碰撞了 5 次（720 度÷144 度＝5 次）。 
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6. 在行進中，我們發現每經過一個圓心角就會碰撞一次，

因此我們得到一個結論： 
 

圓心角

度的最小公倍數圓心角和360
  ＝  最少碰撞次數 

 
（四）以上的結論，固然正確，但是我們一開始所選擇的是入射角，而

圓心角＝180 度－入射角×2

不是圓心角，但是我們發現圓心角是由 180 度（三角形的內角和）

減掉一個入射角，再減掉一個反射角得到的，此外，入射角等於

反射角，所以我們得到一個小結論： 

 

接下來，再將這一個小結論套用到上一個結論，因此可以把

上一

 
個結論變成以下的形式： 

2×度－入射角180
] 度360  ），2×度－入射角180（[

  ＝  最少碰撞次數 

 
（五）我們我在作圖的過程發現，如果能夠再回到原來出發點的情形

下，必定有最少碰撞次數，不然就會無窮無盡碰撞下去，因此，

是不是能夠再度回到原來出發點與有沒有最少碰撞次數有密切關

係，更詳細得說，如果能夠再度回到原來出發點，代表著有最少

碰撞次數，如果有最少碰撞次數，代表著能夠再度回到原來出發

點。 
（六）合併（四）和（五）的結論，我們可以得到進一步的結論：如果

 
我們所選擇的入射角，帶入之前的結論 

2×度－入射角180
] 度360  ），2×度－入射角180（[

  ＝  最少碰撞次數 

 
以得到最少碰撞次數的話，我們就可以斷定於出發後，經過彈

道是否能夠再次回

到原

（七）我們一開始所要研究的範圍是所有整數角度的入射角，但是在之

可

性碰撞後，必定能夠再次回到原來出發點。 
因此，我們可以從這個公式的運算，就能知

來出發點，而不需實際作圖。甚至可以知道，在出發後到第

一次回到原來出發點之間，總共碰撞幾次。 

前作圖中，發現可能的範圍縮小到只有 0 度以上與 89 度以下的

90 個整數角度。接下來，我們將這 90 個入射角代入以上公式，
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發現都有最少碰撞次數。所以我們得到一個結論： 
所有 0度以上與 89 度以下的整數角度的入射角，在圓內彈性

碰撞後，都能再度回到原來的出發點。 

 
【活動四實驗結果】 

數時，立刻遭遇到一個問題，就是「一個小數如何和（一）將公式推廣到小

360 算最小公倍數」，因為如果入射角是一個小數，那麼         
（180 度－入射角×2）也會是一個小數。 

經由查閱倍數的相關書籍以及上網搜集倍數的資料，以及請教老師

之

例如：找 0.8 和 2 的最小公倍數 

  和 2 的倍數列出，接下來找最小的共同數字。 

後，我們知道如何找小數與整數的最小公倍數。 
 

【方法一】 
 分別將 0.8

0.8、1.6、2.4、3.2、4、4.8、5.6、6.4、7.2、8、8.8 
2   、    4、     6     、    8、     10 

找到 4 和 4 是 0.8
和 2

【方法二】 
和 2 乘以 10，使得 0.8 和 2 都變成整數，再找最小公倍

數。

0.8×10＝8  和  2×10＝20 

8 都是 0.8 和 2 的公倍數，而且 4 是最小的，因此

的最小公倍數。 
 

分別將 0.8
 

4 8 20 
 2 5 

4×2×5＝40 

  接下來，我們把這個數除 4 是 0.8 和 2 的最小公倍數。 

例如：找 0.56 和 2 的最小公倍數 
得 0.56 和 2 都變成整數，再找最小

公倍

0.56×100＝56  和  2×100＝200 

以 10，得到

 
 
 

分別將 0.56 和 2 乘以 100，使

數。 

8 56 200
 7 25 
8×7× ＝1  

  接下來，我們把這個數除 14 是 0.56 和 2 的最小公倍數。 
25 400

以 100，得到
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（二）我們發現將小數變成整數的過程是關鍵，而且我們利用以上方法，把

之前的公式變成以下的樣子： 
 

如果入射角的小數點之後有 n 位，那麼公式會變成以下的樣子： 
 

n

nn

10）2×度－入射角180（

]10 度360  ， 10）2×度－入射角180（[
×

××
  ＝  最少碰撞次數 

 
   公式的由來：（運用以上的方法） 

2 ） 和 360 乘 以 10 n ， 使 得          
（18

接 下 以 得 到             
（18

÷10n。 

 

最少碰撞次數  ＝  

分 別 將 （ 180 度 － 入 射 角 ×

0 度－入射角×2）和 360 都變成整數，再找最小公倍數： 
[（180 度－入射角×2）×10

n，360 度×10 n ] 。 

來 ， 我 們 把 這 個 數 除 以 10 n ， 就 可

0 度－入射角×2）和 360 的最小公倍數： 
[（180 度－入射角×2）×10

n，360 度×10n ]

因此， 

圓心角

度的最小公倍數圓心角和360
 

）2×度－入射角180（

10]10 度360  ， 10）2×度－入射角180（[ nnn ÷××               ＝    

               ＝  n

nn

10）2×度－入射角180（

]10 度360  ， 10）2×度－入射角180（[
×

××  

 

從以上結論，我們發現所有有限小數角度的入射角代入以上公

式，

的入射

發現都有最少碰撞次數。因此，我們得到一個結論： 
所有大於等於 0 度且小於 90 度的整數或有限小數角度

角，在圓內彈性碰撞後，都能再度回到原來的出發點。

 

【活動五實驗結果】 
數時，立刻遭遇到一個問題，就是「一個分數如何和

 

（一）將公式推廣到分

360 算最小公倍數」，因為如果入射角是一個分數，那麼          
（180 度－入射角×2）也會是一個分數或整數。 

經由查閱倍數的相關書籍以及上網搜集倍數的資料，以及請教老

師之

 
後，我們知道如何找分數與整數的最小公倍數。 
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例如：找
5
3

（最簡分數）和 2 的最小公倍數 

【方法一】 

   分別將
5
3

和 2 的倍數列出，接下來找最小的共同數字。 

5
3

、
5
11 、

5
41 、

5
22 、3、

5
33 、

5
14 、

5
44 、

5
25 、6、

5
17 、

5
47  

    2      、     4        、     6      

找到 6 是
5
3

和 2 的公倍數，而且 6 是最小的，因此 6 是
5
3

和 2 的最

小公倍數。 
 

 
【方法二】 

分別將
5
3

和 2 乘以 5（
5
3

的分母），使得
5
3

和 2 都變成整數，再找最

小公倍數。 

5
3

×5＝3  和  2×5＝10 

1 3 10 
 3 10 
1×3×10＝30 

  接下來，我們把這個數除以 5，得到 6 是
5
3

和 2 的最小公倍數。 

 
 

例如：找
10
4

（非最簡分數）和 2 的最小公倍數 

【方法一】 

   分別將
10
4

和 2 的倍數列出，接下來找最小的共同數字。 

10
4

、
10
8

、
10
21 、

10
61 、2、

10
42 、

10
82 、

10
23 、

10
63 、4、

10
44 、

10
84  

           2          、             4     、   6      

找到 2 和 4 都是
10
4

和 2 的公倍數，而且 2 是最小的，因此 2 是
10
4

和 2 的最小公倍數。 
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  【方法二】 

分別將
10
4

和 2 乘以 10（
10
4

的分母），使得
10
4

和 2 都變成整數，再

找最小公倍數。 

10
4

×10＝4  和  2×10＝20 

4 4 20 
 1 5 

4×1×5＝20 

接下來，我們把這個數除以 10（
10
4

的分母），得到 2 是
10
4

和 2 的

最小公倍數。 
 

（二）我們發現將分數變成整數的過程是關鍵，而且我們利用以上方法，把

之前的公式變成以下的樣子： 
 

如果入射角是分數，不論是最簡分數還是非最簡分數，而且假設分

母是 a，那麼公式會變成以下的樣子： 
 

a）2×度－入射角180（

]a 度360  ，  a）2×度－入射角180（[
×

××  ＝  最少碰撞次數 

  
   公式的由來：（運用以上的方法） 

分 別 將 （ 1 8 0 度 － 入 射 角 × 2 ） 和 3 6 0 乘 以 a ， 使 得 
（180 度－入射角×2）和 360 都變成整數，再找最小公倍數： 

[（180 度－入射角×2）× a，360 度× a ] 。 

接 下 來 ， 我 們 把 這 個 數 除 以 a ， 就 可 以 得 到 

（180 度－入射角×2）和 360 的最小公倍數： 
[（180 度－入射角×2）× a，360 度× a ] ÷ a。 

因此， 
 

最少碰撞次數  ＝  
圓心角

度的最小公倍數圓心角和360
 

               ＝  
）2×度－入射角180（

a]a 度360  ， a）2×度－入射角180（[ ÷××
  

               ＝  
a）2×度－入射角180（

]a 度360  ，  a）2×度－入射角180（[
×

××  
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從以上結論，我們發現所有分數角度的入射角代入以上公式，

發現都有最少碰撞次數。因此，我們得到一個結論： 
所有大於等於 0 度且小於 90 度的分數角度的入射角，在圓內彈

性碰撞後，都能再度回到原來的出發點。

 
【活動六實驗結果】 

經由查閱有關小數的書籍以及上網搜集倍數的資料，以及請教老師之

後，我們知道小數可以分成「有限小數」和「無限小數」，而且無限小數又

可以分成「有規律的」和「沒有規律的」。 
我們之前已經把有限小數角度的入射角問題解決了，因此現在還剩下有

規律的無限小數和沒有規律的無限小數的問題。但是我們從資料中發現任何

的有規律無限小數都會等於某一個分數，因此，我們就可以知道所有有規律

無限小數角度的入射角，都有最少碰撞次數。因此，我們得到一個結論： 
所有大於等於 0 度且小於 90 度的有規律的無限小數角度的入射角，在

圓內彈性碰撞後，都能再度回到原來的出發點。

 
【活動七實驗結果】 

現在還剩下沒有規律的無限小數的問題，在計算過程中，我們發現「入

射角如果是沒有規律的無限小數，那麼圓心角也會是沒有規律的無限小數」。 
我們之前發現，在能夠再次回到原來出發點的的情形下，與 360 度和圓

心角的最小公倍數有關。以下圖為例，我們將角度標示在一條直線上，繞一

圈所經過的角度是 360 度，而且以入射角是沒有規律的無限小數，這時候的

圓心角也會是沒有規律的無限小數。 
    

 
360 360 

圓心角 圓心角 圓心角 圓心角 

 
1. 凡是每碰撞一次，代表著已經經過一個沒有規律無限小數的

角度，碰撞了兩次，代表著已經經過兩個沒有規律無限小數

的角度，碰撞了三次，代表著已經經過三個沒有規律無限小

數的角度，以此類推，因此我們發現能夠再度碰撞到圓周，所

經過的角度是沒有規律無限小數的角度的倍數。 
另外一方面，想再度回到原來出發點一定是經過了2. 完整的一

圈或者好幾圈，而且每繞一圈，代表著已經經過一個 360 度，
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繞兩圈，代表著已經經過兩個 360 度，繞三圈，代表著已經

經過三個 360 度，以此類推，因此我們發現能夠再度回到原

來出發點的情形，所經過的角度一定也是 360 度的倍數。 
360 度的倍數一定是一個整數，但是3. 對於沒有規律無限小數的

角度，不論變大幾個整數倍，都不可能變成一個整數，所以

我們發現「在這種情形下 360 度和圓心角是找不到最小公倍

數」，因此沒有最少碰撞次數，所以在圓內彈性碰撞後，是無

法再度回到原來的出發點。所以我們得到一個結論： 
所有大於等於 0 度且小於 90 度的沒有規律無限小數角度

的入射角，在圓內彈性碰撞後，是無法再度回到原來的出發

點。

 
【活動八實驗結果】 

360 度以短除法的方式求最小公倍數時，我們發現以

下的

當我們將圓心角與

現象：以入射角為 18 度為例，這時候的圓心角就是 144 度 
72 144 360
   2   5

 
 

因此我們大膽猜測會有以下結果： 

繞過最少圈數 最少碰撞次數 

度的最大公因數圓心角和360  
 度360

  ＝  最少碰撞次數 

和 

度的最大公因數圓心角和

圓心角

360  
 

  ＝  繞過最少圈數 

公式的由來： 
們進一步說明這猜測是正確的： 接下來，我

因為 

圓心角

度的最小公倍數圓心角和360
  ＝  最少碰撞次數 

而且 

度的最大公因數圓心角和

度圓心角
度的最小公倍數圓心角和

360
360360 ×

= ， 

所以 

度的最大公因數圓心角和360  
 度360

  ＝  最少碰撞次數 

同樣的方式也可以說明 
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度的最大公因數圓心角和

圓心角

360  
 

  ＝  繞過最少圈數。 

進一步推廣：  
分別將（180 度－入射角×2）和 360 乘以 10 n或a（分數的分母），

使得（180 度－入射角×2）和 360 都變成整數，再找最大公因數： 

（（180 度－入射角×2）×10n，360 度×10 n） 

或 

（（180 度－入射角×2）× a，360 度× a）。 

接下來，我們把這個數除以 10 n或a（分數的分母），就可以得

到（180 度－入射角×2）和 360 的最大公因數： 

（（180 度－入射角×2）×10n，360 度×10n ）÷10n 

或 

（（180 度－入射角×2）× a，360 度× a ）÷ a。 

因此，所有大於等於 0 度且小於 90 度的入射角，在圓內彈性碰撞後，

能再度回到原來的出發點之間的最少碰撞次數，分別說明如下： 
（一）整數 

( ) 度360  ，  ）2×度－入射角180（

 度360   ＝  最少碰撞次數 

 
（二）有限小數：如果入射角的小數點之後有 n 位，那麼最少碰撞次數： 

( )nn

n

10 度360  ， 10）2×度－入射角180（

10 度360
××

×   ＝  最少碰撞次數 

 
（三） 分數或有規律無限小數：如果入射角是分數，不論是最簡分數

還是非最簡分數，而且假設分母是 a，則最少碰撞次數： 

( )a 度360  ， a）2×度－入射角180（

a 度360  
××

×  ＝  最少碰撞次數 

 
陸、結論 

小數可以分成有限小數和無限小數，而且無限小數又可以分成有規律的和沒

有規律的。整理整理之前所有的結論，並下總結： 
（一）可以與無法再度回到原來的出發點的情形 

1. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的整數或有限小數角度的入射角，在

圓內彈性碰撞後，都能再度回到原來的出發點。 
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2. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的分數（或有規律無限小數）角度的

入射角，在圓內彈性碰撞後，都能再度回到原來的出發點。 
3. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的沒有規律無限小數角度的入射角，

在圓內彈性碰撞後，是「無法」再度回到原來的出發點。 
（二）如果可以再度回到原來的出發點，之間最少的碰撞次數 

1. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的整數角度的入射角，在圓內彈性碰

撞後，都能再度回到原來的出發點之間的最少碰撞次數： 
 

2×度－入射角180
] 度360  ），2×度－入射角180（[   ＝  最少碰撞次數 

 
2. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的有限小數角度的入射角，在圓內彈

性碰撞後，都能再度回到原來的出發點之間的最少碰撞次數： 
如果入射角的小數點之後有 n 位，那麼最少碰撞次數： 

 

n

nn

10）2×度－入射角180（

]10 度360  ， 10）2×度－入射角180（[
×

××   ＝  最少碰撞次數 

 

3. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的分數（或有規律無限小數）角度的

入射角，在圓內彈性碰撞後，都能再度回到原來的出發點之間的最

少碰撞次數： 
如果入射角是分數，不論是最簡分數還是非最簡分數，而且假設分

母是 a，則最少碰撞次數： 
 

a）2×度－入射角180（

]a 度360  ，  a）2×度－入射角180（[
×

××  ＝  最少碰撞次數 

  
4. 所有大於等於 0 度且小於 90 度的角度的入射角，在圓內彈性碰撞

後，都能再度回到原來的出發點之間的最少碰撞次數都可以回歸到

最原始的方式算出： 
 

圓心角

度的最小公倍數圓心角和360
  ＝  最少碰撞次數 

   或 

2×度－入射角180
] 度360  ），2×度－入射角180（[   ＝  最少碰撞次數 

      
5. 最後，我們用簡單的一段話來描述以上的結果： 
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只要給我們一個入射角，我們就可告訴你，在圓內彈性碰撞後，

能不能再度回到原來的出發點，如果可以再度回到原來的出發點的

話，我們可以進一步告訴你，出發後到下一次回到原來的出發點之

間，總共碰撞了幾次。

 

柒、心得與感想 
在一開始的時候，我們都深深覺得一定有一些整數角度的入射角，於出發後

是無法回到原來出發點的，所以我們一直朝向找出哪些整數角度的入射角，於出

發後是無法回到原來出發點的，但是不論是尺規作圖，或者電腦輔助作圖，都無

法找到我們想要的答案，這時候我們才把目標轉變成，是不是所有的整數角度的

入射角，於出發後「都是」回到原來出發點的，後來發現事實的確如此，但也相

當驚訝！ 
後來，查資料的過程中我們發現小數也能算最小公倍數，因此，我們將結果

再進一步推廣到小數。我們研究到此，以為不是小數或整數角度的入射角，就無

法再度回到原來出發點，但是事實並非如此，因為我們看到一個圖形，就是圓內

接 一 個 正 七 邊 形 ， 它 的 圓 心 角 是
7

360
度 ， 因 此 入 射 角 就 是

7
450

度

（
7

4502
7

360180 =÷⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ），而

7
450

度是一個分數角度，所以，我們知道之前的推

論是錯誤的。但是除了整數、小數或分數以外其他都無法再度回來嗎？ 
接下來，查資料的過程中我們發現小數可以分成有限小數和無限小數，而無

限小數更可以進一步區分成有規律的和沒有規律的，因此，我們將結果再進一步

推廣到無限小數。我們研究到此，以為所有角度除了無限小數角度的入射角，是

無法再度回到原來出發點，但是事實並非如此，因為
7

450
度是可以再度回到原來

出發點，但是
7

450
這數字並沒辦法換成一個有限小數（

7
450

＝ 1428572857.64 ），

所以，我們知道之前的推論是錯誤的，接下來，我們大膽假設只有不規律的無限

小數角度的入射角，最後發現我們這次的假設是正確的。 
在文章的最後，我們將公式做進一步的改變，如此一來，我們可以快速而且

正確求得最少碰撞次數。 
這結果讓我們深深體會到一個平凡無奇的題目，也會有如此的學問存在，在

這過程中，我們學會了不少事情，包括用電腦繪圖、上網查資料等，以及讓我們

深深覺得千萬不要用直覺直接斷定很多事情的結論，否則常常會有誤會，我們應

該要仔細觀察與研究，否則漏洞百出。 
 

捌、參考文獻 
1. 王登傳、劉臻文（2003）。最大公因數與最小公倍數。高雄：前程出版社。 
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2. 王心瑩（譯）（2005）。Marilyn Burns著。魔數小子:噓，螞蟻搬東西(倍數的秘

密)。台北：遠流。 
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附      件 

圓內彈性碰撞所經過的軌跡 

---「整數」角度的入射角（0度 ~ 89 度） 
 

1 度 2 度 3 度 4 度 

  

5 度 6 度 7 度 8 度 

  

9 度 10 度 11 度 12 度 

  

13 度 14 度 15 度 16 度 

  

17 度 18 度 19 度 20 度 
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21 度 22 度 23 度 24 度 

  

25 度 26 度 27 度 28 度 

  

29 度 30 度 31 度 32 度 

  

33 度 34 度 35 度 36 度 

  

37 度 38 度 39 度 40 度 

  

41 度 42 度 43 度 44 度 
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45 度 46 度 47 度 48 度 

  

49 度 50 度 51 度 52 度 

  
53 度 54 度 55 度 56 度 

  

57 度 58 度 59 度 60 度 

 

61 度 62 度 63 度 64 度 

  
65 度 66 度 67 度 68 度 
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69 度 70 度 71 度 72 度 

  
73 度 74 度 75 度 76 度 

  

77 度 78 度 79 度 80 度 

  

81 度 82 度 83 度 84 度 

  

85 度 86 度 87 度 88 度 

  

89 度 0 度 

' ''' '' '''''' ''''' '''''' ''''' ''' ''' '''''''' ''' '''''''' '
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【評  語】 080415 迷途知返？-圓內彈性碰撞回歸問題 

利用幾何的一些性質結合因倍數概念，找出簡易法則，以判斷圓內彈

性碰撞能否回歸起點問題，為一應用數學解決問題的最好例證，值得

嘉許。
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