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新花朵朵開–直角三角形三邊上的圖形面積 
 

 

摘要 

 

    談到畢氏定理時，大家都會想到：如果一個直角三角形的 2 股為 a 和 b，斜邊為 c，則這

3 個邊長具有 a²＋b²＝c²的關係；而且，以這 3 個邊為邊長，所畫出來的 3 個正方形，斜邊上

的正方形面積等於 2 股上的正方形面積之和。然而，不只正方形如此而已，有很多形狀的幾

何圖形，也都具有這樣的性質：以直角三角形的 3 個邊長為其中一邊或直徑（半徑），在其斜

邊和 2 股上所畫出來的 3 個相似幾何圖形，斜邊上的圖形面積也會等於 2 股上的圖形面積之

和，就如同以直角三角形為中心，開出了千變萬化不同的花瓣一樣。 

 

壹、研究動機： 

     
六上的數學課講到有關圖形面積的時候，老師將 3 個正方形圍成一個直角三角形（如下

圖一）。我們去測量並算出其中最大的正方形面積等於另外 2 個正方形的面積和，亦即面

積 A＋面積 B＝面積 C。老師說：「任何一個直角三角形，假設它的 2 股長為 a 和 b，斜

邊長為 c，則這 3 邊邊長的關係為 a²＋b²＝c²，就是很有名的畢氏定理。因此，以直角三

角形的 3 邊為邊長所畫出來的正方形，斜邊上的正方形（最大的正方形）面積＝c²，在 2

股上的正方形面積分別為 a²和 b²。∵a²＋b²＝c²，∴最大的正方形面積就等於另外 2 個正

方形的面積的和。」我們這一組的同學都感到非常有趣，我們把正方形 A、B、C 都切成

一半，那麼剩下的圖形為三角形（如下圖二），而各個三角形的面積為
2
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c²，∴3 個三角形中，最大的三角形面積也等於另外 2 個三

角形的面積和。因此，我們猜想：除了正方形、三角形以外，可能還有其他的圖形也具

有這種的性質呢！亦即在直角三角形的 3 邊上，且以這 3 邊為其中一邊所畫出來的圖形，

最大的圖形面積等於另外 2 個圖形的面積和。 
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貳、研究目的： 

 

    一、以直角三角形的 3 邊為其中一個邊長，所畫出來的各種三角形，是否斜邊上的三角

形面積會等於 2 股上的三角形面積之和。 

 

    二、 除了正方形以外，以直角三角形的 3 邊為其中的一邊或對角線，所畫出來的四邊形， 

是否斜邊上的四邊形面積會等於 2 股上的四邊形面積之和。 



    三、以直角三角形的 3 邊為其中的一邊，所畫出來的正 n(n≧5)邊形，是否斜邊上的正 n

邊形面積會等於 2 股上的正 n 邊形面積之和。 

 

    四、以直角三角形的 3 邊為直徑或半徑，畫出來的圓形或其他圓弧形，是否斜邊上的圖

形面積等於 2 股上的圖形面積之和。 

 

叁、研究器材或設備：直尺、三角板、量角器、圓規、鉛筆、白色圖畫紙、掃描器、電腦 

 

肆、研究過程和方法：  

 

c
b 

a 

    首先，我們先假設有一個直角三角形，它的 2 股長分別為 a 和 b， 

斜邊為 c（如右圖）。以直角三角形的這 3 個邊長 a、b、c 為其中的 

一邊或為直徑（半徑）畫出各種圖形來。 

 

一、以 a、b、c 為其中一邊，畫出相同形狀的三角形，我們共可以畫出下列 6 種三角形： 

         

1、正三角形（3 個角都為 60°）           

 

 

                                              

           

           3 邊都為 a     3 邊都為 b      3 邊都為 c 

 

        2、等腰三角形（2 個底角相同） 

 

 

 

 

 

 

底邊長＝a    底邊長＝b     底邊長＝c 

 

3、等腰直角三角形（1 個角為 90°，有 2 個角為 45°） 

 

 

 

 

 

底邊長＝a    底邊長＝b     底邊長＝c 

 

4、直角三角形（1 個角為 90°，另外 2 個角的和為 90°） 

 

 

 

 

底邊長＝a    底邊長＝b     底邊長＝c 



5、銳角三角形（3 個角都小於 90°） 

 

 

 

 

 

底邊長＝a    底邊長＝b     底邊長＝c 

 

6、鈍角三角形（其中 1 個角大於 90°，其他 2 個角的和小於 90°） 

 

 

 

 

 

底邊長＝a    底邊長＝b     底邊長＝c 

 

一個圖形經過放大或縮小，除了大小改變以外，其形狀並沒有改變，且對應角相等 

而對應邊也會成比例，則它們稱為相似圖形。以上 1~6 的各種形狀的三角形，同組

的 3 個三角形彼此為相似三角形，根據相似圖形原理，如果 3 個三角形的底邊邊長

為 a、b、c，則它們的對應邊邊長為 a：b：c，高的比也為 a：b：c。 

 

∵三角形的面積＝
2
1

×底邊×高，因此，我們可以假設它們的高分別為ak、bk、ck（k

為任意正數），∴同組的 3 個三角形的面積就為
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c²k，因此，最大三角形面積等於另外 2 個三角

形面積的和。而且，我們可以推論：如果 3 個相似三角形的一邊邊長比為a：b：c，

則其面積比為a
2：b2：c2。 

 

二、除了正方形以外，以 a、b、c 為其中一個邊長或對角線，畫出相同形狀且相同比例

的四邊形，此 3 個四邊形也是相似圖形；且一個四邊形可以被分成 2 個三角形，所

以，我們可以用三角形的面積關係來推算四邊形的面積關係。我們以下列 4 種不同

形的四邊形來說明。 

         

        1、相似長方形 

            

 

               長＝a        長＝b         長＝c 

一個長方形可以被切成 2 個直角三角形，相似的 3 個長方形會切出 2 組相似的直 

角三角形。 

 

        2、相似平行四邊形 

          

 

                          底邊＝a     底邊＝b      底邊＝c 



一個平行四邊形也可以被切成 2 個銳角三角形，3 個相似的平行四邊形會切出 2 

組相似的銳角三角形。 

 

        3、相似菱形 

            

 

 

 

                         對角線＝a    對角線＝b      對角線＝c 

 

           一個菱形可以切成 2 個等腰三角形，3 個相似的菱形則切出 2 組相似的等腰三 

角形。 

 

4、相似梯形 

 

 

 

底邊＝a       底邊＝b        底邊＝c 

 

           一個梯形可以切成一個鈍角三角形和一個銳角三角形，因此就有 1 組相似的鈍角 

三角形和 1 組相似的銳角三角形。 

 

上列的 4 組四邊形，同組的相似四邊形裡，每個四邊形都由 2 個三角形組成，四

邊形面積＝2 個三角形的面積和；∵對應邊為a：b：c，∴相似的三角形面積比為

a
2：b2：c2，因此 3 個四邊形的面積比也為a2：b2：c2，且最大四邊形面積＝另外 2

個四邊形面積之和。 

 

 

三、分別以直角三角形的 3 個邊長 a、b、c 為邊長，畫出不同的正多邊形： 

 

    1、正 5 邊形 

 
P3 

 P2
P1 Q3Q2 Q1  

RR1 RR2 RR3  

                     邊長＝a         邊長＝b            邊長＝c 

 

我們將每個正五邊形都切成 3 個三角形，那麼就出現對應的相似三角形，P1、P2、 
P3為相似三角形，Q1、Q2、Q3為相似三角形，RR1、R2R 、RR

 

3為相似三角形。根據前

面 

一的歸納，任何相似三角形的面積比為邊長的平方比，所以上圖P1、P2、P3 這 3 個 
三角形面積比為a2：b2：c2，Q1、Q2、Q3 這 3 個三角形面積比為a2：b2：c2，R1、R2、

RR3 這 3 個三角形面積比也為a ：b ：c ，而相似三角形的面積為：P2 2 2
3＝ P1＋P2，Q3 

＝ Q1＋Q2，RR3＝ R1＋R2R

形的面積比為a2：b2：c2。因此，最大的正五邊形＝另外 2 個正五邊形面積 

，且 1 個正五邊形的面積＝3 個三角形的面積之和，∴ 3 

個正五邊



的和。 

2、正 6 邊形 

 

的面積比也為a2：b2： 

c2，因此，最大的正六邊形＝另外 2 個正六邊形面積的和。 

 

3、

為邊長的平方比。所以，

大正多邊形的面積＝另外二個正多邊形的面積的和。 

)正七邊形 

 

     邊長＝a          邊長＝b            邊長＝c 

         (2)正八邊形 

                  邊長＝b           邊長＝c 

    四、 ，各畫出 1 個

圓來，我們發現它剛好是正方形的內切圓。而 3 個圓的面積如下︰ 

 

                  圓 A 的面積＝(

P3 

 

 

 

 

 

我們將每個正六邊形都切成 4 個三角形，就出現互相對應的 4 組相似三角形，P1、 

P2、P3為相似三角形，…，S1、S2、S3為相似三角形。任何相似三角形的面積比為邊 

長的平方比，所以P1、P2、P3 這 3 個三角形面積比為a2：b2：c2，…，S1、S2、S3 這 3 
個三角形面積比為a2：b2：c2。同理可推，上圖的 3 個正六邊形

正七邊形和正八邊形 

正七邊形可以切成 5 個三角形、正八邊形可以切成 6 個三角形。同理，下圖 3 個

正七邊形面積比為邊長的平方比，3 個正八邊形面積比也

最
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在直角三角形的 3 邊上各畫 1 個正方形，那麼以三角形的 3 邊為直徑
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∴最大圓面積等於另外 2 個圓面積的和。 

 

        以直角三角形的 3 個邊為直徑所畫出來的圓，最大的圓面積會等於另 2 個的圓面積

的和。同理可推，以直角三角形的 3 個邊為直徑所畫出來的半圓，最大的半圓面積

會等於另外 2 個的半圓面積的和。而以 3 個邊為半徑畫出來的三分之一圓、四分之

一圓、六分之一圓等扇形，也都具有最大的圖形面積等於另外 2 個的圖形面積的和。

而且，它們彼此都是相似圖形。 

 

伍、研究結果 

     

    在一個直角三角形的斜邊和 2 股上，並以它們為邊長、對角線、直徑或半徑，畫出相同

形狀且相同比例的圖形時，這 3 個圖形彼此為相似圖形，而且它們的面積比為直角三角

形 3 個邊長的平方比。所以，斜邊上的圖形面積＝2 股上的圖形的面積之和。 

 

    一、直角三角形的 3 個邊為一邊，所畫出來的任意的相似三角形，最大的三角形面積等

於另外 2 個三角形的面積和；如下圖：    顏色圖形的面積＋    顏色圖形的面積

＝    顏色圖形的面積。 

                 

        1、正三角形                       2、等腰三角形 

 

 

 

 

 

 

 

        3、等腰直角三角形               4、直角三角形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        5、銳角三角形                     6、鈍角三角形 

 

 

 

 

 

 

 



二、直角三角形的 3 個邊為一邊，所畫出來的相似四邊形，最大的四邊形面積等於另外

2 個四邊形面積的和；如下圖：    顏色圖形的面積＋    顏色圖形的面積＝    顏

色圖形的面積。 

 

1、長方形                             2、平行四邊形 

 

 

 

 

 

 

 

3、菱形                               4、梯形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、直角三角形的 3 個邊為一邊，所畫出來的正多邊形，最大的正多邊形面積等於另外

2 個正多邊形面積的和；如下圖：    顏色圖形的面積＋    顏色圖形的面積＝    

顏色圖形的面積。 

 

        1、正五邊形                       2、正六邊形 

 

                                     

 

 

 

 

 

 

 

        3、正七邊形                       4、正八邊形 

 

                                        

 

 

 

 

 

 



    四、以直角三角形的 3 個邊為直徑或半徑，所畫出來的圓形、半圓、四分之一圓、扇形

等，最大的圓弧形面積等於另外 2 個圓弧形面積的和；如下圖：    顏色圖形的面

積＋    顏色圖形的面積＝    顏色圖形的面積。 

 

1、圓形(以 3 邊為直徑)             2、半圓形(以 3 邊為半徑) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        3、四分之一圓(扇形)                 

 

 

 

 

 

                                                    

 

 

 

 

陸、討論 

 

    一、除了上述的圖形外，在直角三角形的 3 邊上畫其他的圖形，是否這些圖形也滿足最

大的圖形面積會等於另外 2 個圖形的面積之和？ 

 

 

 

 

                             邊長＝a        邊長＝b       邊長＝c 

 

上圖 3 個圖形中，橙色的部分，是 2 個扇形重疊的部分，所以它的面積是 2 ×（扇 

形面積－等腰直角三角形面積），因此，如果 3 個正方形的邊長符合 a²＋b²＝c²的關 

係，則上圖 3 個橙色圖形面積也會有：最大圖形面積＝另外 2 個圖形的面積之和， 

如下圖（圖三）。 

 

                              

 

 

                             邊長＝a        邊長＝b       邊長＝c 



上面圖中粉紅色區域的面積，是（4 個半圓面積）－（正方形面積）。同理，如果 3

個正方形的邊長符合 a²＋b²＝c²的關係式，則上圖 3 個粉紅色花瓣形面積也會有：最

大花瓣面積＝另外 2 個花瓣的面積之和，如下圖（圖四）。如果正方形裡的圖形改為

拱形、4 個小圓形或其他圖形，仍然滿足斜邊上的圖形面積＝2 股上的圖形面積之

和，如下圖（圖五、圖六）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                       圖三                                 圖四 

 

 

 

 

 

 

                                                            

 

 

 

 

                          圖五                               圖六 

 

因此，我們可以推論，在直角三角形 3 邊上畫出來的正方形，在正方形裡所畫出來

相同的圖形，這 3 個圖形是相似圖形。當這 3 個相似圖形的其中一邊或直徑（半徑）

的比為 a：b：c 時，則最大的圖形面積＝另外 2 個圖形面積的和。 

 

    二、3 個相似的非正多邊形，當它們其中一邊的邊長分別為 a、b、c 時，那麼最大的非正

多邊形面積是否也等於另外 2 個非正多邊形的面積之和呢？ 

         

 F3 H3 
F2 H2  右圖   F1、F2、F3為相似三角形，  

G1、G2、G3為相似三角形， 
F1 H1 G3 G2 G1     H1、H2、H3為相似三角形  

邊長＝b 邊長＝c 邊長＝a 
 

        ∵3 個為相似圖形，且其中一邊為a：b：c，∴其他對應邊長也為a：b：c。而 3 個五

邊形所切出來的 3 組相似三角形（如上圖），面積的關係為：F3＝F1＋F2，G3＝G1＋

G2，H3＝H1＋H2，而每組相似三角形面積比為a2︰b2︰c2，∵非正五邊形的面積＝3

個三角形的面積之和，∴3 個非正五邊形的面積比為a2︰b2︰c2。因此，最大的五邊



形面積＝另外 2 個五邊形面積的和。同理，我們可以証明非正六邊形、非正七邊

形、…，也是最大的非正多邊形面積等於另外 2 個非正多邊形的面積之和。 

 

 

A 

C 
D 

E 三、直角三角形的斜邊長固定時，另外的 2 股長會有什麼不同的組合

呢？亦即 3 邊上的 3 個相似圖形，當最大的面積固定時，另外 2

個的圖形面積會有什麼變化呢？ B

 

如右圖，  ABC、   ABD 和   ABE 都是直角三角形，且 

斜邊都是 AB。∴當任意一個直角三角形的斜邊固定時，它的 2 股長可以有任意的組

合，當其中一股增長時，另一股就會變短，但是同樣滿足 2 股的平方和等於斜邊的

平方。因此，當直角三角形的斜邊長固定，而 2 股有所改變時，則 3 邊所畫出來的

圖形面積，斜邊上的圖形面積不會動，但 2 股上的圖形就會隨著 2 股的變動而有所

改變，但是，不論圖形如何的變動，同樣滿足斜邊上的圖形面積＝2 股上的圖形的

面積之和。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

上圖中，3 個直角三角形的斜邊相等，因此斜邊上的黃色正方形面積相同，但是 2 

股上的面積，藍色正方形越來越小，而橙色的正方形面積越來越大，但是，3 個直 

角三角形上的正方形，都滿足     色面積＋    色的面積＝    色的面積。 

 

柒、結論 

 

    一、在一個直角三角形的 3 邊上，以這 3 邊為邊長、對角線、直徑或半徑所畫出來的 3

個相似圖形，它們的面積比為直角三角形的 3 個邊長的平方比，為a
2︰b2︰c2，且斜

邊上的圖形面積＝2 股上的圖形面積的和。 

 

    二、在直角三角形的 3 邊上，以 3 邊為邊長各畫 1 個正方形，且在正方形裡畫各種形狀

的相似圖形，且當 3 個相似圖形的一邊邊長（或半徑）比為 a︰b︰c 時，則斜邊上

的圖形面積＝2 股上的圖形面積之和。 

 

    三、在一個直角三角形的 3 個邊上，以 3 個邊為其中一邊，所畫出來的 3 個非正多邊形，

斜邊上的非正多邊形面積＝2 股上的非正多邊形面積之和。 

 

    四、當直角三角形的斜邊長固定時，2 股的長度有很多的組合，因此，當斜邊長固定時，

可以畫出許許多多不同的直角三角形，以這些不同的直角三角形 3 邊所畫出來的 3

個相似圖形，斜邊上的圖形大小不會改變，而 2 股上的圖形面積大小會有所變化，

但仍然滿足斜邊上的圖形面積＝2 股上的圖形的面積之和。 
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【評  語】 080414 新花朵朵開─直角三角形三邊上的圖形面積 

本研究主題是將眾所熟知的畢氏定理做了不同的詮釋。探討方法適

切，但學術性及實用性價值不高，創意也略顯不足。
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