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壹、摘要
這個研究是針對「避免囚犯串供的偵訊選取囚犯的方法數」進行分析。

(1)首先，用圖形劃記分析，找出當有 1-9 個囚犯排成一列等待偵訊，一次至少間隔

1~4 個囚犯的方法數。

(2)進一步，將囚犯以數字編號，然後用樹狀圖列出可能選取囚犯的方法數，確認了

劃記的正確性。

(3)接著，依照囚犯人數及間隔人數的不同，我們找出總方法數、固定偵訊人數時的

方法數、以囚犯編號計次的方法數各種數列。

(4)分析這些數列，尋找數列的規則，希望能找出問題的解答，在尋找答案的過程中，

真的有許多令自己驚訝的發現。

貳、研究動機
老師給我昌爸工作坊討論區的一道題目，題目是這樣的：「在一個監獄裡有 n 名

囚犯被手銬銬住，排成一列等待偵訊。偵訊的過程中，為了避免串供，要在這 n 名中

取出若干不相鄰的囚犯。舉例而言，若共有 6 名囚犯，編號為 1、2、3、4、5、6，則

可取 1、3、6 等三人，亦可取 2,4 等兩人。單單取其中任何一人亦可。考慮在 n 個囚

犯的情形下，共有 F(n)個取法。」為了鼓勵我，老師說：「這個題目雖然很難，但是

只要你肯努力，說不定也可以找到答案。」；爸爸也說：「有興趣的話就試試看！」在

老師的指導及爸爸媽媽的支持下，我決定要全力以赴，尋找問題的解答。

參、研究目的
我認為會有兩個變因，影響偵訊(選取囚犯)的方法數。一個是一次至少間隔多少

個不相鄰囚犯，用 m 表示；另一個是囚犯的人數，用 n表示。也就是說，當 m 、n決

定時，選取囚犯的方法數也會被決定，這樣的對應關係，可以用函數 ),( nmf 表示偵

訊的方法數。因此，本研究的目的如下：

一、找出選取囚犯方法數的算式。

二、分析選取囚犯方法數數列的規則。

肆、研究設備及器材
紙、筆、計算機、電腦
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伍、研究過程
一、研究架構

(驗證)

二、劃記 )9~1,4~1(  nmf 的偵訊情形

     (一)我用圖形劃記，並從最簡單的情形開始—囚犯 1 人在至少間隔 1 名囚犯的情形

下進行偵訊，以○代表未被偵訊的囚犯，以●代表被偵訊的囚犯，那麼有 1 名

囚犯時只有●的情形。限制條件還是至少間隔 1 名囚犯時，囚犯人數變為 2 人，

則有○●及●○兩種情形；當囚犯變為 3 人時，則有●○○、○●○、○○●

以及●○●共 4 種情形。以此類推，找出當囚犯人數為 1 至 9 人時在至少間隔

1 至 4 名囚犯時進行偵訊，也就是將 )9~1,4~1(  nmf 的所有情形劃記下來。

(二)圖形網底顏色示意說明(以 9 名囚犯為例)

        1.圖形示例：●○○○○○○○○

網底顏色：黃

說明：一次偵訊 1 人

        2.圖形示例：●○●○○○○○○

網底顏色：淺藍

說明：一次偵訊 2 人

3.圖形示例：●○●○●○○○○

網底顏色：粉紅

說明：一次偵訊 3 人

4.圖形示例：●○●○●○●○○

網底顏色：草綠色

說明：一次偵訊 4 人

5.圖形示例：●○●○●○●○●

網底顏色：灰色

說明：一次偵訊 5 人

確認研究題目

劃記分析

樹狀圖分析(將
囚犯編號排序)

記錄並推論方法數 分析數列尋找解答
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(三)劃記方法示意(以 5 名囚犯為例，僅列出部份劃記資料)

F(1,5)

●○○○○

○●○○○

○○●○○

○○○●○

○○○○●

---------------

●○●○○

●○○●○

●○○○●

○●○●○

○●○○●

○○●○●

---------------

●○●○●

劃記方法示意圖

   (四)將劃記結果及推論結果記錄於表 1-1 到表 1-4。

三、證明劃記結果的正確性：

(一)為了確認劃記結果的正確性，我將囚犯以數字編號，並依照編號把選取囚犯的可

能情形用樹狀圖列出。

(二)樹狀圖的畫法說明

1.以 5,1  nm 即 )5,1(f 時說明：總共 5 名囚犯，將囚犯依 1、2、3、4、5 編號。

2.同時偵訊 2 人時，第 2 層的囚犯編號必須比第一層被偵訊囚犯的編號至少多

1m 。同樣的，要增加成同時偵訊 3 人時，第 3 層的囚犯編號必須比第 2 層的

偵訊囚犯編號至少多 1m 。

3.以囚犯 1 號開始，則有(1)偵訊 1 名囚犯：1 號；(2)偵訊 2 名囚犯：1 號 3 號、1

號 4 號、1 號 5 號；(3)偵訊 3 名囚犯：1 號 3 號 5 號；共 5 種情形。

4.以囚犯 2 號開始，則有(1)偵訊 1 名囚犯：2 號；(2)偵訊 2 名囚犯：2 號 4 號、2

號 5 號；共 3 種情形。

5.以囚犯 3 號開始，則有(1)偵訊 1 名囚犯：3 號；(2)偵訊 2 名囚犯：3 號 5 號；共

2 種情形。其中偵訊 2 名囚犯：1 號 3 號及偵訊 3 名囚犯：1 號 3 號 5 號時，在

以囚犯 1 開始時，已經算過，不需重複計算。

6.以囚犯 4 號開始，則有(1)偵訊 1 名：囚犯 4 號，共 1 種情形。其中偵訊 2 名囚

犯：1 號 4 號、2 號 4 號的情形，也已經算過，不需重複。

7.以囚犯 5 開始，則有(1)偵訊 1 名囚犯：5 號，共 1 種情形。其中偵訊 2 名囚犯：

1 號 5 號、2 號 5 號及 3 號 5 號及偵訊 3 名囚犯：1 號 3 號 5 號時，也已經算過，

不需重複。

8.因此 )5,1(f 依囚犯編號的方法數依序為 5、3、2、1、1，如表 2-1(斜體字部份)。
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(三)樹狀圖圖示

被偵訊第 1 人

被偵訊第 2 人

被偵訊第 3 人

方法數          5(=1+3+1)    3(=1+2)       2(=1+1)   1    1

樹狀圖示意圖

(四)對照樹狀圖及劃記結果，發現選取囚犯的總方法數相同。進一步分析劃記結果，

發現固定偵訊人數的方法數，在不同偵訊人數的數列間，有一定的關係(規則二

A)；分析樹狀圖則發現以囚犯號次找出的方法數中，可由前數項的和推導出後

項(規則三 D)。依據這樣子的發現，分別推論到囚犯人數 15 人及偵訊人數 1-7

人，並將劃記結果記錄於表 1-1 到表 1-4，將樹狀圖結果記錄於表 2-1 到 2-4。

一次偵訊人數
囚犯人數

1 2 3 4 5 6 7 總方法數

1 1 0 0 0 0 0 0 1
2 2 0 0 0 0 0 0 2
3 3 1 0 0 0 0 0 4
4 4 3 0 0 0 0 0 7
5 5 6 1 0 0 0 0 12
6 6 10 4 0 0 0 0 20
7 7 15 10 1 0 0 0 33
8 8 21 20 5 0 0 0 54
9 9 28 35 15 1 0 0 88

10 10 36 56 35 6 0 0 143
11 11 45 84 70 21 1 0 232
12 12 55 120 126 56 7 0 376
13 13 66 165 210 126 28 1 609
14 14 78 220 330 252 84 8 986
15 15 91 286 495 462 210 36

表1-1  F(1,n)-囚犯 n 個人時，一次至少間隔 m = 1 人偵訊的方法數

說明：1.僅劃記至囚犯人數9人時，其餘為推論數值。

            2.囚犯人數15人時，有一次偵訊8人以上的情形，所以總方法數不完整，故不列出。

1 2 3 4 5

5

3 4 5 4 5 5
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一次偵訊人數
囚犯人數

1 2 3 4 5 6 7 總方法數

1 1 0 0 0 0 0 0 1
2 2 0 0 0 0 0 0 2
3 3 0 0 0 0 0 0 3
4 4 1 0 0 0 0 0 5
5 5 3 0 0 0 0 0 8
6 6 6 0 0 0 0 0 12
7 7 10 1 0 0 0 0 18
8 8 15 4 0 0 0 0 27
9 9 21 10 0 0 0 0 40
10 10 28 20 1 0 0 0 59
11 11 36 35 5 0 0 0 87
12 12 45 56 15 0 0 0 128
13 13 55 84 35 1 0 0 188
14 14 66 120 70 6 0 0 276
15 15 78 165 126 21 0 0 405

表1-2  F(2,n)-囚犯n個人時，一次至少間隔m=2人偵訊的方法數

說明：僅劃記至囚犯人數9人時，其餘為推論數值。

一次偵訊人數

囚犯人數
1 2 3 4 5 6 7 總方法數

1 1 0 0 0 0 0 0 1
2 2 0 0 0 0 0 0 2
3 3 0 0 0 0 0 0 3
4 4 0 0 0 0 0 0 4
5 5 1 0 0 0 0 0 6
6 6 3 0 0 0 0 0 9
7 7 6 0 0 0 0 0 13
8 8 10 0 0 0 0 0 18
9 9 15 1 0 0 0 0 25

10 10 21 4 0 0 0 0 35
11 11 28 10 0 0 0 0 49
12 12 36 20 0 0 0 0 68
13 13 45 35 1 0 0 0 94
14 14 55 56 5 0 0 0 130
15 15 66 84 15 0 0 0 180

表1-3  F(3,n)-囚犯n個人時，一次至少間隔m=3人偵訊的方法數

說明：僅劃記至囚犯人數9人時，其餘為推論數值。
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一次偵訊人數
囚犯人數

1 2 3 4 5 6 7 總方法數

1 1 0 0 0 0 0 0 1
2 2 0 0 0 0 0 0 2
3 3 0 0 0 0 0 0 3
4 4 0 0 0 0 0 0 4
5 5 0 0 0 0 0 0 5
6 6 1 0 0 0 0 0 7
7 7 3 0 0 0 0 0 10
8 8 6 0 0 0 0 0 14
9 9 10 0 0 0 0 0 19

10 10 15 0 0 0 0 0 25
11 11 21 1 0 0 0 0 33
12 12 28 4 0 0 0 0 44
13 13 36 10 0 0 0 0 59
14 14 45 20 0 0 0 0 79
15 15 55 35 0 0 0 0 105

表1-4  F(4,n)-囚犯n個人時，一次至少間隔m=4人偵訊方法數

說明：僅劃記至囚犯人數9人時，其餘為推論數值。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
4 3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7

5 5 3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 12

6 8 5 3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20
7 13 8 5 3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 33
8 21 13 8 5 3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 54
9 34 21 13 8 5 3 2 1 1 0 0 0 0 0 0 88
10 55 34 21 13 8 5 3 2 1 1 0 0 0 0 0 143
11 89 55 34 21 13 8 5 3 2 1 1 0 0 0 0 232
12 144 89 55 34 21 13 8 5 3 2 1 1 0 0 0 376
13 233 144 89 55 34 21 13 8 5 3 2 1 1 0 0 609
14 377 233 144 89 55 34 21 13 8 5 3 2 1 1 0 986
15 610 377 233 144 89 55 34 21 13 8 5 3 2 1 1 1596

說明：僅做到9個囚犯時的選取囚犯方法數，其餘為推論數值。

囚
犯
人
數
=n

表2-1 以樹狀圖找出F(1,n)偵訊的方法數
以囚犯號次找出的方法數(囚犯編號)

總方法數
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表2-2 以樹狀圖找出F(2,n)偵訊的方法數

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
4 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5
5 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8
6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 12
7 6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 18
8 9 6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 27
9 13 9 6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 40
10 19 13 9 6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 59
11 28 19 13 9 6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 0 87
12 41 28 19 13 9 6 4 3 2 1 1 1 0 0 0 128
13 60 41 28 19 13 9 6 4 3 2 1 1 1 0 0 188
14 88 60 41 28 19 13 9 6 4 3 2 1 1 1 0 276
15 129 88 60 41 28 19 13 9 6 4 3 2 1 1 1 405

說明：僅做到9個囚犯時的選取囚犯方法數，其餘為推論數值。

囚
犯
人
數
=n

以囚犯號次找出的方法數(囚犯編號)
總方法數

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
5 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6
6 3 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9
7 4 3 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 13
8 5 4 3 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 18
9 7 5 4 3 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 25
10 10 7 5 4 3 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 35
11 14 10 7 5 4 3 2 1 1 1 1 0 0 0 0 49
12 19 14 10 7 5 4 3 2 1 1 1 1 0 0 0 68
13 26 19 14 10 7 5 4 3 2 1 1 1 1 0 0 94
14 36 26 19 14 10 7 5 4 3 2 1 1 1 1 0 130
15 50 36 26 19 14 10 7 5 4 3 2 1 1 1 1 180

說明：僅做到9個囚犯時的選取囚犯方法數，其餘為推論數值。

表2-3 以樹狀圖找出F(3,n)偵訊的方法數

囚
犯
人
數
=n

以囚犯號次找出的方法數(囚犯編號)
總方法數
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
5 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5
6 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7
7 3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 10
8 4 3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 14
9 5 4 3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 19
10 6 5 4 3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 25
11 8 6 5 4 3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 33
12 11 8 6 5 4 3 2 1 1 1 1 1 0 0 0 44
13 15 11 8 6 5 4 3 2 1 1 1 1 1 0 0 59
14 20 15 11 8 6 5 4 3 2 1 1 1 1 1 0 79
15 26 20 15 11 8 6 5 4 3 2 1 1 1 1 1 105

說明：僅做到9個囚犯時的選取囚犯方法數，其餘為推論數值。

表2-4 以樹狀圖找出F(4,n)的偵訊可能情形次數

囚
犯
人
數
=n

以囚犯號次找出的方法數(囚犯編號)
總方法數
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陸、研究結果資料彙整
一、選取囚犯的總方法數

綜合表 1-1 到表 1-4 及表 2-1 到表 2-4 的結果，當 n (囚犯人數)為 1-15 人時，偵

訊方法數依照 m (至少間隔人數)為 1~4 人時而有不同。

(一)至少間隔 1m 人時，依照囚犯人數，偵訊方法數如下：

囚犯人數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 2 4 7 12 20 33 54 88 143 232 376 609 986 1596

(二)至少間隔 2m 人時，依照囚犯人數，偵訊方法數如下：

囚犯人數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 2 3 5 8 12 18 27 40 59 87 128 188 276 405

(三)至少間隔 3m 人時，依照囚犯人數，偵訊方法數如下：

囚犯人數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 2 3 4 6 9 13 18 25 35 49 68 94 130 180

(四)至少間隔 4m 人時，依照囚犯人數，偵訊方法數如下：

囚犯人數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 2 3 4 5 7 10 14 19 25 33 44 59 79 105

二、固定偵訊人數的方法數

依照表 1-1 到表 1-4，不論 m (間隔人數)為多少，依照一次偵訊人數 1-7 人時而

有不同的方法數(列出一次偵訊人數 1~4 人的偵訊方法數)。(註：討論的部份以 ),( lkg

表示， k 代表一次偵訊人數， l 代表數列順序)

(一)一次偵訊 1 人時，偵訊方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(二)一次偵訊 2 人時，偵訊方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120

(三)一次偵訊 3 人時，偵訊方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 455 560 680
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(四)一次偵訊 4 人時，偵訊方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001 1365 1820 2380 3060

三、以囚犯編號計次的方法數

綜合表 2-1 到表 2-4，以囚犯編號依序計算偵訊方法數，依照 m (至少間隔人數) 

為 1~4 人時而有不同。(註：討論的部份以 ),( jmh 表示， j 代表數列順序)

(一)至少間隔 1m 人時，依照囚犯編號計次的方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

(二) 至少間隔 2m 人時，依照囚犯編號計次的方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129

(三) 至少間隔 3m 人時，依照囚犯編號計次的方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 1 1 1 2 3 4 5 7 10 14 19 26 36 50

(四) 至少間隔 4m 人時，依照囚犯編號計次的方法數如下：

數列順序 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

方法數 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6 8 11 15 20 26
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柒、討論
一、總方法數的分析

     (一) 

規則一 A：至少間隔人數為 m 時，第 n 項加上第 mn  項再加上 1 就是第

1mn 項，也就是 )1,(1),(),(  mnmfmnmfnmf 。

         1.至少間隔人數為 1 人時，

1 2 4 7 12

                                +1        +1      +1          以此類推

         2.至少間隔人數為 2 人時，

1 2 3 5 8 12

                                    +1       +1       +1      以此類推

         3.至少間隔人數為 3 人時，

1 2 3 4 6 9 13

 +1       +1     +1      以此類推
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         4.至少間隔人數為 4 人時，

1 2 3 4 5 7 10 14

                                       +1    +1     +1        以此類推

   (二)

規則一 B：至少間隔人數為m 時，前 1mn 項的和再加上n就是第n項，也

就是  nmnmfmnmfmf )1,()2,(...)1,( ),( nmf

1.在 1m (至少間隔 1 人)的總方法數的每 1 項都加上 1 後，就變成費氏數列第 3

項開始的數列 2、3、5、8、13、21、34、55、89、144…。

2.分析過程：

(1)費氏數列其中有 1 個性質： 2121 1   nnn FFFFF ，意思是第 1 項

一直加到第 n 項再加上1，就是第 2n 項。

(2)我想要試試看把這種性質應用在 1m (至少間隔 1 人)的總方法數上。所以

我就把 1m (至少間隔 1 人)的總方法數第 1 項和第 3 項的差；總方法數第 1

項加上第 2 項的和跟第 4 項的差；總方法數第 1 項加上第 2 項加上第 3 項的

和跟第 5 項的差…排成數列，發現數列是：3(總方法數第 1 項和第 3 項的差)、

4(總方法數第 1 項加上第 2 項跟第 4 項的差)、5、6、7…。

(3)前項敘述( 1m 時)列成算式如下：

3)1,1()3,1( ff ；

  4)2,1()1,1()4,1(  fff ；

  5)3,1()2,1()1,1()5,1(  ffff ；

  6)4,1()3,1()2,1()1,1()6,1(  fffff ；

  7)5,1()4,1()3,1()2,1()1,1()7,1(  ffffff ；

推導出：

  nnfnffnf  )2,1()3,1(......)1,1(),1( 。

),1()2,1()3,1(...)1,1( nfnnfnff 
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以 1m ( 7n )的總方法數說明：

 1     2     4     7    12    20    33

n=1   n=2   n=3   n=4  n=5   n=6   n=7

               (1+2+4+7+12)+7=33

(4)如同 1m 時的方式，我分別找出 2m 、 3m 、 4m 時的規律性，現

在以 2m  ( 8n )的總方法數說明：

 1     2     3     5    8    12    18    27

n=1   n=2   n=3   n=4  n=5   n=6  n=7   n=8

                     (1+2+3+5+8)+8=27

(5)以 3m ( 10n )的總方法數說明：

 1     2     3     4    6    9    13    18   25   35

n=1   n=2   n=3  n=4  n=5   n=6  n=7  n=8  n=9  n=10

               (1+2+3+4+6+9)+10=35

(6)以 4m ( 11n )的總方法數說明：

 1   2    3   4    5    7    10   14   19    25   33

n=1  n=2  n=3 n=4  n=5  n=6  n=7  n=8  n=9  n=10 n=11

      (1+2+3+4+5+7)+11=33
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   (三) 

規則一 C(限 )),1( nf ：在至少間隔人數 1m 時，總方法數直接求值的公式是

1])
2

51
()

2
51

[(
5

1
),1( 22 





  nnnf

            1. 1m (至少間隔 1 人)的總方法數的每個數加上 1 就是費氏數列，把這個數列排

序後；2(費氏數列第 3 項)、3、5、8、13…。這時，總方法數的第 1 項加上 1

就是費氏數列第 3 項；總方數法的第 2 項加上 1 就是費氏數的第 4 項，由此

可知，總方法數的第 n 項加上 1 就是費氏數列的第 2n 項。

2.我參考費氏數列直接求值的公式 ])
2

51
()

2
51

[(
5

1 nn
nF





 ，將費氏數列

公式中的 n 次方變成 2n 次方，這樣子公式就變成費氏數列第 2n 項直接求

值的公式。那也因為費氏數列第 2n 是總方法數的第 n 項加上 1，所以最後

面再減 1 就是總方法數的第 n 項直接求值的公式了。

二、固定偵訊人數的方法數的分析

   (一)

規則二A： ),( lkg 表示第 k 行第 l項的方法數( k 代表偵訊 k 人形成的數列，l代

表數列的第 l項，數列的首項均為 1)則

),1(),()1,(...)2,()1,( lkglkglkgkgkg 

表 3 ),1( nf 進行的分析(節錄部份內容)

一次偵訊人數

1 2 3 4 5 6 7 總方法數

1 1 0 0 0 0 0 0 1

2 2 0 0 0 0 0 0 2

3 3 1 0 0 0 0 0 4

4 4 3 0 0 0 0 0 7

5 5 6 1 0 0 0 0 12

6 6 10 4 0 0 0 0 20

7 7 15 10 1 0 0 0 33

8 8 21 20 5 0 0 0 54

囚

犯

人

數

9 9 28 35 15 1 0 0 88
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     (二) 

規則二 B：可以同時偵訊 k 人的條件是囚犯人數n必須符合 mkmn  )1(

 1.在 1m 的表格中，可以同時偵訊 1 人的條件是 n 1；2 人是 3n ；3 人 5n ；

4 人 7 n … 12  knk人 。

2.在 2m 的表格中，1 人 1 n ；2 人 4 n ；3 人 7n ；4 人 10 n …

23  knk人 。

3.在 3m 的表格中，1 人 1 n ；2 人 5 n ；3 人 9n ；4 人 13 n …

34  knk人 。

4.在 4m 的表格中，1 人 1 n ；2 人 6 n ；3 人 11n ；4 人 16 n …

45  knk人 。
5.推論出，可以同時偵訊 k 人的條件 mkmn  )1(

1=1

2=2

4=4

5=5

1=1 1=1

1+2=3

1+2+3=6

1+2+3+4=10

1+2+3+4+5=15

1  +  1+2   =4

1  +  1+2   +   1+2+3  =10

1  +   1+2  +   1+2+3     +  1+2+3+4  =20

1  +  1+2  +  1+2+3   +   1+2+3+4   +  1+2+3+4+5  =35

同

時

偵

訊

1

人

同

時

偵

訊

2

人

同

時

偵

訊

3

人

3=3
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(三)

規則二 C：不同偵訊人數第 L項所構成的數列前端加上 1(1、 ),1( lg 、 ),2( lg 、

),3( lg 、 ),4( lg )就是同時偵訊 1l 人的數列。

1.不管 m 是多少，同時偵訊人數 1 人的第 2 項、同時偵訊 2 人的第 2 項及同時偵訊

3 人的第 2 項…，也就是各行第 2 項構成的數列(2、3、4、5、6、7…)，前端再加

上 1 就是同時偵訊 1 人時的數列(1、2、3、4、5、6、7…)。

2.同時偵訊人數 1 人的第 3 項、同時偵訊 2 人的第 3 項及同時偵訊 3 人的第 3 項…，

也就是各行第 3 項構成的數列(3、6、10、15、21、28、36…)，前端再加上 1 就是

同時偵訊 2 人的數列(1、3、6、10、15、21、28、36…)。

3.同時偵訊人數 1 人的第 4 項、同時偵訊 2 人的第 4 項及同時偵訊 4 人的第 4 項…，

也就是各行第 4 項構成的數列(4、10、20、35、56、84、120…)，前端再加上 1 就

是同時偵訊 3 人的數列(1、4、10、20、35、56、84、120…)。

4.所以，同時偵訊 1 人的第 l 項、同時偵訊 2 人的第 l 項、同時偵訊 3 人的第 l 項…

所構成的數列的前端再加上 1 就是同時偵訊 1l 人的數列。

5. 也就是不同偵訊人數第 l 項所構成的數列前端加上 1 的數列(1、 ),1( lg 、 ),2( lg 、

),3( lg 、 ),4( lg )就是同時偵訊 1l 人的數列。

舉例如下：

2 3

同
時
偵
訊
3
人

4

同
時
偵
訊
4
人

同
時
偵
訊
5
人

1 1 1 1 1

同
時
偵
訊
1
人

同
時
偵
訊
2
人

3

4

5

6

10

5 6

2110 15

6 21

15

25212656

35

20 35 56

12670
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     (四) 

規則二D：將不同偵訊人數構成的數列後，並在最左邊加上 1，從右下方往左

上方看過去，會發現正好是巴斯卡三角形。

不管 m 是多少，同時偵訊人數 1 人、同時偵訊 2 人、同時偵訊 3 人、同時偵

訊 4 人…，各行並列後再把每 1 列的最左邊加上 1，從右下方往左上方看過去，

會發現正好是巴斯卡(楊輝)三角形。

最旁邊的 1(1,1,1,1,1,1,1…)

1
最旁邊的 1(1,1,1,1,1,1,1…)

同時偵訊 1 人(1,2,3,4,5,6…)

1 1
同時偵訊 1 人(1,2,3,4,5,6…)

同時偵訊 2 人(1,3,6,10,15…)

1 2 1
同時偵訊 2 人(1,3,6,10,15…)

同時偵訊 3 人

(1,4,10,20…)
1 3 3 1

同時偵訊 3 人

(1,4,10,20…)

同時偵訊 4 人

(1,5,15…)
1 4 6 4 1

同時偵訊 4 人

(1,5,15…)

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

     (五) 

規則二 E：同時偵訊 k 人的第 1 項加上同時偵訊 1k 人的第 2 項…，一直加到

同時偵訊 1 人的第 )( kll  項是 12 k 。

1.不管 m 是多少，同時偵訊 1 人的第 1 項是 2-1。

2.同時偵訊 2 人的第 1 項加上同時偵訊 1 人的第 2 項是 122  ；

3.同時偵訊 3 人的第 1 項加上偵訊 2 人的第 2 項再加上同時偵訊 1 人的第 3 項是

123 ；

4.所以，同時偵訊 k 人的第 1 項加上同時偵訊 1k 人的第 2 項…，一直加到同時偵

訊 1 人的第 )( kll  項是 12 k 。

同時偵訊 6 人
(1,7…)

同時偵訊 6 人
(1,7…)

同時偵訊 5 人
(1,6…)

同時偵訊 5 人
(1,6…)
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21-1 1 1 1 1 1 1

22-1 2 3 4 5 6

23-1 3 6 10 15

24-1 4 10 20

25-1 5 15

26-1 6

同
時
偵
訊
5

人

同
時
偵
訊
6

人

同
時
偵
訊
1

人

同
時
偵
訊
2

人

同
時
偵
訊
3

人

同
時
偵
訊
4

人

三、以囚犯編號計次的方法數的分析

     (一)

規則三 A：在囚犯編號計次的方法數的數列中，只要在m (至少間隔人數)相同

的表格裡，每 1 行(從上到下)與毎 1 列(從右到左)的數列皆相同。

1 1
1 1 1 1
2 1 1 1 1 1
3 2 1 1 2 1 1 1

1,1,2,3,5⇐ 5 3 2 1 1 3 2 1 1 1
⇓ 1,1,1,2,3,4⇐ 4 3 2 1 1 1

⇓

1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1

1,1,1,1,2,3,4⇐ 4 3 2 1 1 1 1 3 2 1 1 1 1 1
⇓ 1,1,1,1,1,2,3,4⇐ 4 3 2 1 1 1 1 1

⇓

⇖
⇘

1,1,1,2,3,4
⇖
⇘

m=2的情形

m=3的情形

m=1的情形

1,1,2,3,5

⇖
⇘ 1,1,1,1,2,3,4

m=4的情形

1,1,1,1,1,2,3,4
⇖
⇘



19

(二)

規則三 B：在總方法數項次差的數列前端再加 1 個 1，就是囚犯編號計次方法

數的數列。

1.以 1m 為例，也就是 ),1( nf 總方法數的第 1 項和第 2 項的差是 1；第 2 項和第

3 項的差是 2； 3)3,1()4,1( ff ； 5)4,1()5,1( ff ； 8)5,1()6,1( ff ，把 ),1( nf

的所有相鄰的項次的差寫成數列後是 1、2、3、5、8…；而以囚犯編號計次方法

數的數列是 1、1、2、3、5、8…。

2. 以 1m 為例：
總方法數                1   2   4   7   12   20   33   54

                          +   +   +   +   +    +    +

總方法數項次差             1   2   3   5    8   13   21  

以囚犯編號計次方法數 1     1   2   3   5    8   13   21  

3. 以 2m 為例：
總方法數    1   2   3   5   8   12   18   27

                          +   +   +   +   +    +    +

總方法數項次差             1   1   2   3    4   6   9  

以囚犯編號計次方法數 1     1   1   2   3    4   6   9  

3. 以 3m 為例：
總方法數              1   2   3   4    6   9   13   18

                          +   +   +   +   +   +    +

總方法數項次差             1   1   1   2    3   4    6  

以囚犯編號計次方法數 1    1   1   1   2    3   4    6

1 個 1

1 個 1

1 個 1
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4. 以 4m 為例：
總方法數                1   2   3   4    5   7   10   14

                          +   +   +   +   +   +    +

總方法數項次差             1   1   1   1    2   3    4  

以囚犯編號計次方法數 1    1   1   1   1    2   3    4  

(三) 

規則三 C：囚犯編號計次方法數的數列，以 j 為項次，以 ),( jmh 表示該項數

值，則 )2,()1,(2),(  mjmhmjmhjmh

 )3,( mjmh )12,(  mjmh

1.我發現在 1m (至少間隔 1 個囚犯)的情形中，以囚犯編號計次的方法數的數列

正好是費氏數列，1、1、2、3、5、8、13、21、34、55、89、144、233…。依照

費氏數列的結果，記成表 4-1。

2.發現從第 3 項開始的「可生兔子的成兔」和「幼兔」的數列(1、1、2、3、5、8、

13、21、34、55、89、144、233…)都是費氏數列；從第 4 項開始的「未成熟的成

兔」的數列也是費氏數列。換句話說就是第 3 項是第 1 項的 2 倍；第 4 項是第 2

項的 2 倍加上第 1 項；第 5 項是第 3 項的 2 倍加上第 2 項…。

3.在 1m 時，任何 1 項的前面第 2 項的兩倍加上這 1 項的前面第 3 項的和就是這

1 項，寫成公式： )3,1()2,1(2),1(  jhjhjh 。

1 個 1
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表 4-1 三種兔子 ABC 的對數(紅色部份的數列和「至少間隔 1 個囚犯時，以囚犯

編號計次的方法數」的數列相同)

A(幼兔)
B(未成熟的

成兔)

C(可生兔的

成兔)

不同月份之兔子

對數/不同項次

的方法數數列

方法數數列的項次值

),1( jh

1 1 )1,1(h 1)1,1( h

1 1 )2,1(h 1)2,1( h

1 )1,1(h 1 )1,1(h 2 )3,1(h )1,1(2)3,1( hh 

1 )2,1(h 1 )1,1(h 1 )2,1(h 3 )4,1(h )1,1()2,1(2)4,1( hhh 

2 )3,1(h 1 )2,1(h 2 )3,1(h 5 )5,1(h )2,1()3,1(2)5,1( hhh 

3 )4,1(h 2 )3,1(h 3 )4,1(h 8 )6,1(h )3,1()4,1(2)6,1( hhh 

5 )5,1(h 3 )4,1(h 5 )5,1(h 13 )7,1(h )4,1()5,1(2)7,1( hhh 

… … … … …

)3,1()2,1(2),1(  jhjhjh

4.目前兔子種類只有 3 種：「可生兔的成兔」、「未成熟的成兔」、「幼兔」。我在想

如果「兔子種類」有 4 種、5 種、6 種又是如何呢？

5.兔子種類有 4 種時，記成表 4-2，它的數列，正好與 2m (至少間隔 2 人)以囚犯

編號計次的方法數的數列(1、1、1、2、3、4、6、9、13、19、28、41、60、88、

129…)相同，依前法推導，發現任何 1 項的前面第 3 項的兩倍加上前面第 4 項及

第 5 項的和就是這 1 項，寫成公式： )5,2()4,2()3,2(2),2(  jhjhjhjh 。



22

表 4-2 四種兔子 ABCD 的對數(紅色部份的數列和「至少間隔 2 個囚犯時，以囚犯編

號計次的方法數」的數列相同)

A 兔 B 兔 C 兔 D 兔

不同月份之

兔子對數/不

同項次的方

法數數列

方法數數列的項次值 ),2( jh

1 1 )1,2(h 1)1,2( h

1 1 )2,2(h 1)2,2( h

1 1 )3,2(h 1)3,2( h

1 )1,2(h 1 )1,2(h 2 )4,2(h )1,2(2)4,2( hh 

1 )2,2(h 1 )1,2(h 1 )2,2(h 3 )5,2(h )1,2()2,2(2)5,2( hhh 

1 )3,2(h 1 )2,2(h 1 )1,2(h 1 )3,2(h 4 )6,2(h )1,2()2,2()3,2(2)6,2( hhhh 

2 )4,2(h 1 )3,2(h 1 )2,2(h 2 )4,2(h 6 )7,2(h )2,2()3,2()4,2(2)7,2( hhhh 

3 )5,2(h 2 )4,2(h 1 )3,2(h 3 )5,2(h 9 )8,2(h )3,2()4,2()5,2(2)8,2( hhhh 

4 )6,2(h 3 )5,2(h 2 )4,2(h 4 )6,2(h 13 )9,2(h )4,2()5,2()6,2(2)9,2( hhhh 

… … … … … …
)5,2()4,2()3,2(2),2(  jhjhjhjh

6.兔子種類有 5 種時，記成表 4-3，它的數列，正好與 3m (至少間隔 3 人)以囚犯

編號計次的方法數的數列(1、1、1、1、2、3、4、5、7、10、14、19、26、36…)

相同，依前法推導，發現任何 1 項的前面第 4 項的兩倍加上前面第 5 項及第 6

項及第 7 項的和就是這 1 項，寫成公式：

)7,3()6,3()5,3()4,3(2),3(  jhjhjhjhjh 。
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表 4-3 五種兔子 ABCDE 的對數(紅色部份的數列和「至少間隔 3 個囚犯時，以囚犯編號計次的方法數」

的數列相同)

A 兔 B 兔 C 兔 D 兔 E 兔

不同月份之

兔子對數/不

同項次的方

法數數列

方法數數列的項次值 ),3( jh

1 1 )1,3(h 1)1,3( h

1 1 )2,3(h 1)2,3( h

1 1 )3,3(h 1)3,3( h

1 1 )4,3(h 1)4,3( h

1 )1,3(h 1 )1,3(h 2 )5,3(h )1,3(2)5,3( hh 

1 )2,3(h 1 )1,3(h 1 )2,3(h 3 )6,3(h )1,3()2,3(2)6,3( hhh 

1 )3,3(h 1 )2,3(h 1 )1,3(h 1 )3,3(h 4 )7,3(h )1,3()2,3()3,3(2)7,3( hhhh 

1 )4,3(h 1 )3,3(h 1 )2,3(h 1 )1,3(h 1 )4,3(h 5 )8,3(h )1,3()2,3()3,3()4,3(2)8,3( hhhhh 

2 )5,3(h 1 )4,3(h 1 )3,3(h 1 )2,3(h 2 )5,3(h 7 )9,3(h )2,3()3,3()4,3()5,3(2)9,3( hhhhh 

3 )6,3(h 2 )5,3(h 1 )4,3(h 1 )3,3(h 3 )6,3(h 10 )10,3(h )3,3()4,3()5,3()6,3(2)10,3( hhhhh 

4 )7,3(h 3 )6,3(h 2 )5,3(h 1 )4,3(h 4 )7,3(h 14 )11,3(h )4,3()5,3()6,3()7,3(2)11,3( hhhhh 

… … … … … … …

)7,3()6,3()5,3()4,3(2),3(  jhjhjhjhjh

7.兔子種類有 6 種時，記成表 4-4，它的數列，正好與 4m (至少間隔 4 人)以囚犯

編號計次的方法數的數列(1、1、1、1、1、2、3、4、5、6、8、11、15、20、26…)

相同，依前法推導，發現任何 1 項的前面第 5 項的兩倍加上前面第 6 項、第 7

項、第 8 項、第 9 項的和就是這 1 項，寫成公式：
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)9,4()8,4()7,4()6,4()5,4(2),4(  jhjhjhjhjhjh

8.最後我把 4~1m (至少間隔 1~4 人)以囚犯編號計次方法數數列的公式匯集起來

後，整理成規則三 C 的公式。

表 4-4 六種兔子 ABCDEF 的對數(紅色部份的數列和「至少間隔 4 個囚犯時，以囚犯編號計次的方

法數」的數列相同)

A 兔 B 兔 C 兔 D 兔 E 兔 F 兔

不同月份之

兔子對數/不

同項次的方

法數數列

方法數數列的項次值 ),4( jh

1 1 )1,4(h 1)1,4( h

1 1 )2,4(h 1)2,4( h

1 1 )3,4(h 1)3,4( h

1 1 )4,4(h 1)4,4( h

1 1 )5,4(h 1)5,4( h

1 )1,4(h 1 )1,4(h 2 )6,4(h )1,4(2)6,4( hh 

1 )2,4(h 1 )1,4(h 1 )2,4(h 3 )7,4(h )1,4()2,4(2)7,4( hhh 

1 )3,4(h 1 )2,4(h 1 )1,4(h 1 )3,4(h 4 )8,4(h )1,4()2,4()3,4(2)8,4( hhhh 

1 )4,4(h 1 )3,4(h 1 )2,4(h 1 )1,4(h 1 )4,4(h 5 )9,4(h )3,4()4,4(2)9,4( hhh 
)1,4()2,4( hh 

1 )5,4(h 1 )4,4(h 1 )3,4(h 1 )2,4(h 1 )1,4(h 1 )5,4(h 6 )10,4(h )4,4()5,4(2)10,4( hhh 
)1,4()2,4()3,4( hhh 

2 )6,4(h 1 )5,4(h 1 )4,4(h 1 )3,4(h 1 )2,4(h 2 )6,4(h 8 )11,4(h )5,4()6,4(2)11,4( hhh 
)2,4()3,4()4,4( hhh 

3 )7,4(h 2 )6,4(h 1 )5,4(h 1 )4,4(h 1 )3,4(h 3 )7,4(h 11 )12,4(h

)6,4()7,4(2)12,4( hhh 
)3,4()4,4()5,4( hhh 

… … … … … … … …
)9,4()8,4()7,4()6,4()5,4(2),4(  jhjhjhjhjhjh
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     (四) 

規則三D：以 j 代表囚犯編號計次的方法數列的項次，則

)1,(),(),(  mjmhmjmhjmh

1.我的發現與分析：因為 1m (至少間隔 1 人)以囚犯編號計次方法數的數列是費氏

數列，而費氏數列有一個性質是這 1 項、下 1 項的和就是下第 2 項，即：

( 21   nnn FFF )。那 1m (至少間隔 1 人)以囚犯編號計次方法數的數列也可以寫

成式子： )2,1()1,1(),1(  jhjhjh ，咦！這不是跟在規則 1A 的公式：

)2,1(1)1,1(),1(  nfnfnf 很像嗎？只要把公式

)2,1(1)1,1(),1(  nfnfnf 去掉「+1」就是 )2,1()1,1(),1(  jhjhjh 。此

規則在 1m (至少間隔 1 人)時成立，那 4~2m (至少間隔 2~4 人)應該可以成立，

所以我用同樣的方法試，結果成功了。

2.規則的歸納：

(1)根據 4~1m 中以囚犯編號計次的方法數列，若 j 是指此數列的項次，在 1m

的條件下，數列中的第 1 項加上第 2 項就是第 3 項。 )4,1()3,1()2,1( hhh  (這裡

的 2、3、4 就是指 j )； )5,1()4,1()3,1( hhh  … )2,1()1,1(),1(  jhjhjh

(2)在 2m 的條件下，數列中的第 1 項加上第 3 項就是第 4 項。

)5,2()4,2()2,2( hhh  ， )6,2()5,2()3,2( hhh  …

 )3,2()1,2(),2(  jhjhjh 。

(3)在 3m 的條件下，數列中的第 1 項加上第 4 項就是第 5 項。

)6,3()5,3()2,3( hhh  ， )7,3()6,3()3,3( hhh  …

 )4,2()3,3(),3(  jhjhjh 。

(4)在 4m 的條件下，數列中的第 1 項加上第 5 項就是第 6 項。

)7,4()6,4()2,4( hhh  ， )8,4()7,4()3,4( hhh  …

 )5,4()4,4(),4(  jhjhjh 。

(5)推導出： )1,(),(),(  mjmhmjmhjmh 。
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捌、結論
一、總方法數的分析

(一)針對總方法數的數列進行分析，發現依照數列的規律性，可以從前面的項次的
值，推導出後面項次的值，規則一 A： )1,(1),(),(  mnmfmnmfnmf ，

與規則一 B： ),()1,()2,(...)1,( nmfnmnmfmnmfmf  都是這個

樣子。

(二)但是依照規則一 A 與規則一 B，我要找出答案只能一個一個加，慢慢求出答案，

從目前發現的規則中，我還沒有足夠的線索，找出直接求值的公式，在對照費

氏數列的公式，發現當至少間隔人數為 1m 時，可以直接算出它的方法數，

規則一 C： 1])
2

51
()

2
51

[(
5

1
),1( 22 





  nnnf ；雖然有這樣子的結果，我

想我還是應該從數列中慢慢推導出規則一 C 的公式，才有可能推出 m 不等於 1

的公式。

二、固定偵訊人數方法數的分析
(一)規則二 A： ),1(),()1,(...)2,()1,( lkglkglkgkgkg  的發現，確認了表

1-1 至表 1-4 部份推論的數值。

(二)規則二 B 提出了同時偵訊人數的條件限制；規則二 C、規則二 D、規則二 E 則

提出了固定偵訊人數方法數數列間有趣的關係及發現，讓我覺得這些數列間好

像藏了好多密碼，等待我去破解。

三、囚犯編號方法數的分析
(一)從規則三 B 中，讓我知道以囚犯編號的計次的方法數，能直接轉換成總方法

數，因此對囚犯編號方法數的規則進行分析就顯得很重要了。

(二)從 1m (至少間隔 1 個囚犯)的情形中，以囚犯的編號計次的方法數剛好是費氏
數列，讓我能推導出規則三 C，也就是找出以囚犯編號計次方法數 ),( jmh 的

數值。這個發現讓我覺得很開心，也讓我對費氏數列有了更多的認識，也更

想進一步的去研究它。

(三)規則三 D 讓我們能從前二項的和推估到這一項，一方面確認了表 2-1 到表 2-4

的部份推論，另一方面我也發現其實它與總方法數的規則一 A 很相似。

四、心得與檢討
我是從去年十二月開始進行這個研究，剛開始我用劃記法解題，雖然費時費

力，但是總算有了開始，之後我將結果整理出表格，試著看出一點兒端倪。那時候，

看著整理出的表格，竟然有了一、二個特別的發現，我欣喜若狂，把發現的結果告

訴爸爸，爸爸說他被我「嚇了三跳」呢！。

之後，我每發現一個規則，爸爸就幫我輸入電腦裡，我相信，只要持之以恆，

我一定可以找出更多的線索。隨著發現的規則一個個出現，我是愈做愈起勁。因此，

過年時別人吃豐盛的年菜，我則是在寫複雜的數字；別人放鞭炮、玩遊戲機，我則
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在是寫公式，雖然如此，我還是樂此不疲。
規則雖然一個個找出來，可是我心裡最想的是能夠找出 ),( nmf 直接求值的公

式，我參考由一元二次方程式求出來的費氏數列的公式，運用相同的方法，想辦

法推導公式。不過現階段，因為我的數學能力不足，還是沒有成功，我會繼續努

力充實，相信遲早有一天我會找出答案的。
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【評  語】 080406 聰明的審判—尋找避免囚犯串供問題的解答 

研究中能找出選取囚犯方法數的算式以及分析數列的規則，尤其針對

不同間隔人數也能深入剖析。建議文中對於不同函數符號 f、F、g 以

及 n、k、m、l 所代表的意義能更詳實清晰。
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