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摘  要 
本篇文章從＂將 1 2 3

m m mβ β β+ +  分解成 1 2 3β β β+ + ， 1 3 2 1 2 3β β β β β β+ + ， 1 2 3β β β 的非線性組合

出發，令 1 2 3 1 2 3( , , ) m m m
mf a a a β β β= + +  ，m = 0 , 1 , 2 , ，我們發現 1 2 3 1 2 3, ,2 3

( , , ) i j k
m i j ki j k m

f a a a S a a a
+ + =

= ∑ ，

i,j,k { }0N∈ ∪ ，
, ,i j k
S 代表 1 2 3

i j ka a a 且 i+2j+3k=m 這一項的係數，
, ,i j k
S 在空間座標中，標記在(i,j,k)點

上，結果得到許多類似巴斯卡三角錐圖形的相關性質。而
, ,i j k
S 的絕對值在 k=0 時的圖形，是一個

Lucas 三角形 ，因此我們稱
, ,i j k
S 的圖形為＂有符號的 Lucas 三角錐＂。 

在探討巴斯卡三角錐 和＂有符號的 Lucas 三角錐＂在X-Y 平面上的奇偶性圖形時，結果竟然

發現只要把巴斯卡三角錐的奇偶性圖形往 X軸正向移動 1單位就能和＂有符號的Lucas 三角錐＂

的奇偶性圖形全等，這使我們更想知道巴斯卡三角錐與＂有符號的 Lucas 三角錐＂在空間中的奇

偶性圖形之間的關係。 

最後我們將
, ,i j k
S 的相關性質推廣到四維的情形。 
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壹、研究動機： 

在[5]嚴鎮軍(2002) “高中數學競賽教程＂p382 有一道題目： ( ) m m mf m x y z= + + ，且

( )f m m=  對 m =1，2， 3  均成立。求 ( ) ( ) ( )4 , 5 , 6f f f 之值。而且剛好高一上學期數學課

程的第 4章提到有關二次方程式及三次方程式的根與係數關係， 以及上網看到一篇科展 

[1]＂擬-Lucas多項式＂，我們將其係數用不同的表示法從二次方程式推廣到三次方程式。 

設 ( ) 3 2
1 2 3g x x a x a x a= + + + ， 1 2 3β β β， ， 為此多項式的根，則 1 2 3 1aβ β β+ + = −  ， 

1 3 2 1 2 3 2aβ β β β β β+ + = ， 1 2 3 3aβ β β = − ，我們希望 1 2 3
m m mβ β β+ + 能夠分解成 1 2 3 ,  , a a a 的非

線性組合。因此令 1 2 3 1 2 3( , , ) m m m
mf a a a β β β= + +  ，m = 0 , 1 , 2 ,… 。又為以後的探討及性質的

推演 ，我們令
, ,i j k
S  代表 1 2 3

i j ka a a 且 i+2j+3k=m 這一項的係數，故
 

1 2 3( , , )mf a a a 可表示為
 

1 2 3, ,2 3

i j k

i j ki j k m
S a a a

+ + =
∑ ，i,j,k { }0N∈ ∪ 。由定理 1. 得到 

, , 1, , , 1, , , 1
( )

i j k i j k i j k i j k
S S S S

− − −
= − + +  的一個遞迴

式，而此遞迴式與巴斯卡三角錐的遞迴式
, , 1, , , 1, , , 1i j k i j k i j k i j k
P P P P

− − −
= + +  類似，因此我們去考慮 

, ,i j k
P  與

, ,i j k
S 在X-Y 平面上的奇偶性圖形，結果竟然發現只要把

, ,i j k
P 的奇偶性圖形往 X 軸正向

移動 1單位就能和 
, ,i j k
S 的奇偶性圖形全等，這使我們更想知道

, ,i j k
P  與

, ,i j k
S 在空間中的奇偶性

圖形是否也只是平移就能全等了。 

 

貳、研究目的： 

我們模仿[6] John F. Putz The Pascal Polytope : An Extension of Pascal, s Triangle to N Dimensions 

巴斯卡三角錐 中
, ,i j k
P 的擺置法，發現

, ,i j k
S 的絕對值在 k=0 時的圖形，是一個 Lucas 三角形 ， 

因此我們稱
, ,i j k
S 的圖形為＂有符號的 Lucas 三角錐＂。本篇文章的目的是研究＂有符號的 Lucas

三角錐＂ 的相關性質，以及巴斯卡三角錐 和 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂奇偶性圖形的比較。 

 

參、研究器材： 

Maple 6 及 Mathematica 4。 

 



 3

肆、研究過程及結果： 

一、 1 2 3
m m mβ β β+ + 的分解 

設 ( ) 3 2
1 2 3g x x a x a x a= + + + ， 1 2 3β β β ，  ， 為此多項式的根，則 

1 2 3 1aβ β β+ + = −  ， 1 3 2 1 2 3 2aβ β β β β β+ + = ， 1 2 3 3aβ β β = −  

現在要去求： 2 2 2
1 2 3β β β+ + ， 3 3 3

1 2 3β β β+ + ，⋯， 1 2 3
m m mβ β β+ + ，令 1 2 3( , , )mf a a a = 1 2 3

m m mβ β β+ + ，

首先觀察： 

( )0 1 2 3, , 3f a a a = ， ( )1 1 2 3 1 2 3 1, ,f a a a aβ β β= + + = − ，

( ) 2 2
2 1 2 3 1 2 3 1 3 2 1 2 3 1 2, , ( ) 2( ) 2f a a a a aβ β β β β β β β β= + + − + + = −  

( ) 3 3
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 3 2 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3, , ( ) 3( )( ) 3 3 3f a a a a a a aβ β β β β β β β β β β β β β β= + + − + + + + + = − + −  

因而導出 

 

引理 1： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3, , [ , , , , , , ]       3m m m mf a a a a f a a a a f a a a a f a a a m− − −= − + + ≥ 成立。

( )0 1 2 3, , 3f a a a = ， ( )1 1 2 3 1, ,f a a a a= −  ， ( ) 2
2 1 2 3 1 2, , 2f a a a a a= −  

證明： 

( ) 3 2
1 2 3g x x a x a x a= + + + ， 1 2 3β β β ，  ， 為此多項式的根， 

3 2
1 1 1 2 1 3( )a a aβ β β= − + + ， 3 2

2 1 2 2 2 3( )a a aβ β β= − + + ， 3 2
3 1 3 2 3 3( )a a aβ β β= − + + ， 3m ≥  

3 3 1 2 3
1 1 1 1 1 2 1 3 1( )m m m m ma a aβ β β β β β− − − −= = − + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(1) 

3 3 1 2 3
2 2 2 1 2 2 2 3 2( )m m m m ma a aβ β β β β β− − − −= = − + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(2) 

3 3 1 2 3
3 3 3 1 3 2 3 3 3( )m m m m ma a aβ β β β β β− − − −= = − + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(3) 

(1)(2)(3)相加等於 

1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3

3 3 3
3 1 2 3

[ ( ) ( )

( )]       

m m m m m m m m m

m m m

a a

a

β β β β β β β β β

β β β

− − − − − −

− − −

+ + = − + + + + +

+ + +
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3, , [ , , , , , , ]       m m m mf a a a a f a a a a f a a a a f a a a− − −= − + +  
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由引理 1 去推導,我們得到更多的式子： 

( )0 1 2 3, , 3f a a a = ， ( )1 1 2 3 1, ,f a a a a= − ， ( ) 2
2 1 2 3 1 2, , 2f a a a a a= − ， ( ) 3

3 1 2 3 1 1 2 3, , 3 3f a a a a a a a= − + − ， 

( ) 4 2 2
4 1 2 3 1 1 2 1 3 2, , 4 4 2f a a a a a a a a a= − + + ， ( ) 5 3 2 2

5 1 2 3 1 1 2 1 3 1 2 2 3, , 5 5 5 5f a a a a a a a a a a a a= − + − − +  ， 

( ) 6 4 3 2 2 3 2
6 1 2 3 1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 2 3, , 6 6 9 12 2 3f a a a a a a a a a a a a a a a= − + + − − +  

我們發現了每一項都有 1 2 3, ,a a a 上面的次方乘上其下標的數字剛好等於m的性質， 

舉例： 

( )4 1 2 3, ,f a a a 中每一項 4 2 2
1 1 2 1 3 2 ,   ,   ,  a a a a a a 分別依序由次方乘上下標的數字去相加而得到 4 

如下: 4 1  2 1 1 2  1 1 1 3  2 2× × + × × + × ×， ， ， 均等於 4。 

為了方便下面的探討及性質的推演，我們令 
, ,i j k
S  代表 1 2 3

i j ka a a  這一項的係數，例如：我們

將  ( ) 6 4 3 2 2 3 2
6 1 2 3 1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 2 3, , 6 6 9 12 2 3f a a a a a a a a a a a a a a a= − + + − − +  改寫為       

( ) 6 4 3 2 2 3 2
6 1 2 3 1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 2 36,0,0 4,1,0 3,0,1 2,2,0 1,1,1 0,3,0 0,0,2

, ,f a a a S a S a a S a a S a a S a a a S a S a= + + + + + +  

其中
6,0,0
S 代表 6

1a 的係數，
4,1,0
S 代表 4

1 2a a 的係數，
3,0,1
S 代表 3

1 3a a 的係數，
2,2,0
S 代表 2 2

1 2a a 的係數， 

，
1,1,1
S 代表 1 2 3a a a 的係數，

0,3,0
S 代表 3

2a 的係數，
0,0,2
S 代表 2

3a 的係數。 

同時也發現 ( )6 1 2 3, ,f a a a  的項數
, ,i j k
S 和 i+2j+3k =6 的非負整數解的個數有1-1對應的關係， 

因此我們令 1 2 3 1 2 3, ,2 3
( , , ) i j k

m i j ki j k m
f a a a S a a a

+ + =

= ∑ ，i,j,k { }0N∈ ∪ 。 

在觀察 1 2 3( , , )mf a a a ，m=0，1，2，3，4，5，6 … 的係數及利用引理 1.，發現了
, ,i j k
S 也有下列

遞迴式： 

 

 

 

定理 1： 

, , 1, , , 1, , , 1
( )

i j k i j k i j k i j k
S S S S

− − −
= − + + , i≥ 0,j≥ 0,k≥ 0 且 i+j+k≥ 2 時成立， 

令 
, ,i j k
S =0 當 i<0 或 j<0 或 k<0 時，

0,0,0
3S = ，

1,0,0
1S = − ，

0,1,0
2S = − ，

0,0,1
3S = −   
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證明： 

3 [ ][ ]
32

2 3
1 2 3 1 2 32 3 , ,0 0

( , , )

mm k

m j k j k
m m j k j kj k

f a a a S a a a

−

− −

− −
= =

= ∑ ∑  ……………………………………..(1) 

13 1 [ ][ ]
32

2 3 1
1 1 1 2 3 1 1 2 32 3 1, ,0 0

13 1 [ ][ ]
32

2 3
1 2 32 3 1, ,0 0

( , , ) ( )

mm k

m j k j k
m m j k j kj k

mm k

m j k j k

m j k j kj k

a f a a a a S a a a

S a a a

−− −

− − −
− − − −= =

−− −

− −

− − −= =

=

=

∑ ∑

∑ ∑　　　　　　　

 ……………(2) 

23 2 [ ]1 [ ]
32

2 3 1
2 2 1 2 3 2 1 2 32 3 , 1,0 0

23 2 [ ]1 [ ]
32

2 3
1 2 32 3 , 1,0 0

( , , ) ( )

mm k

m j k j k
m m j k j kj k

mm k

m j k j k

m j k j kj k

a f a a a a S a a a

S a a a

−− −
+

− − −
− − − −= =

−− −
+

− −

− − −= =

=

=

∑ ∑

∑ ∑　　　　　　　

……………….(3) 

33 3 [ ] 1[ ]
32

2 3 1
3 3 1 2 3 3 1 2 32 3 , , 10 0

33 3 [ ] 1[ ]
32

2 3
1 2 32 3 , , 10 0

( , , ) ( )

mm k

m j k j k
m m j k j kj k

mm k

m j k j k

m j k j kj k

a f a a a a S a a a

S a a a

−− −
+

− − −
− − − −= =

−− − +

− −

− − −
= =

=

=

∑ ∑

∑ ∑　　　　　　　

…………………………..(4) 

根據引理 1. 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 3 1 2 3, , [ , , , , , , ] 3m m m mf a a a a f a a a a f a a a a f a a a− − −= − + + ≥　 ，m 成立。 

可知 (1)= － [(2)+(3)+(4)] 去觀察 2 3
1 2 3
m j k j ka a a− − 的係數 

所以
2 3 , , 2 3 1, , 2 3 , 1, 2 3 , , 1

( )
m j k j k m j k j k m j k j k m j k j k

S S S S
− − − − − − − − − − −

= − + + ，又 i+2j+3k=m， 

即 
, , 1, , , 1, , , 1

( )
i j k i j k i j k i j k
S S S S

− − −
= − + +  

二、從
i,j,k
S 圖形去觀察幾何意義 

由於 i+2j+3k = m，這令我們想到 x+2y+3z =m在空間座標中代表一平面,因此將
, ,i j k
S 標記在

(i,j,k)點上，所以我們令座標(x,y,z)=(i,j,k)。 
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可得到下列的圖 1： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

從圖 1，我們發現： ( )2 1 2 3
2

1 22,0,0 0,1,0
, ,f a a a S a S a= + 的係數，

2,0,0
S ,

0,1,0
S 在平面 x+2y+3z=2上，

( ) 4 2 2
4 1 2 3 1 1 2 1 3 24,0,0 2,1,0 1,0,1 0,2,0

, ,f a a a S a S a a S a a S a= + + + 的係數，
4,0,0
S ，

2,1,0
S ，

1,0,1
S ，

0,2,0
S 在平面 x+2y+3z=4

上，同理 ( ) 6 4 3 2 2 3 2
6 1 2 3 1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 2 36,0,0 4,1,0 3,0,1 2,2,0 1,1,1 0,3,0 0,0,2

, ,f a a a S a S a a S a a S a a S a a a S a S a= + + + + + + 的係數，

6,0,0
S ，

4,1,0
S ，

3,0,1
S ，

2,2,0
S ，

1,1,1
S ，

0,3,0
S ，

0,0,2
S ，在平面 x+2y+3z=6上。 

觀察發現每一個不在 X-Y，Y-Z，X-Z平面上的點都有這個性質，請看圖 2.： 
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我們發現坐標點(1,1,1)上的值(即
1,1,1
S =－12)恰好等於坐標點(0,1,1)上的值與坐標點(1,0,1)上的值

與坐標點(1,1,0)上的值(即
0,1,1
S =5，

1,0,1
S =4，

1,1,0
S =3)的總和再乘於(－1)，這剛好等於定理 1 中的

1,1,1 0,1,1 1,0,1 1,1,0
( )S S S S= − + + 。 

 

 

三、求 ( )1 2 3, ,mf a a a 的一般式 1 2 3, ,2 3

i j k

i j ki j k m

S a a a
+ + =
∑  

由定理 1, ( )1 2 3, ,mf a a a 的係數有這個遞迴式: 
, , 1, , , 1, , , 1

( )
i j k i j k i j k i j k
S S S S

− − −
= − + +   

因此可用生成函數將係數的一般式求出來： 

 

引理 2： 

( ) 1 2 3
1 2 3 1 2 3, ,0, 0, 0 1 2 3

2 3, , 3 ( )
1

i j k

i j ki j k

a a aF a a a S a a a
a a a≥ ≥ ≥

+ +
= = + −

+ + +∑  

 

證明：      

已知
0,0,0
S =3， 

( )1 1,0,00,

i

ii

F a S a
≥

=∑  = 1
1

1 1

( 1) 3 ( )
1

ii

i

aa
a≥

− = + −
+∑                   X軸 

( )2 20, ,00,

j

jj
F a S a

≥

= ∑  = 2
2

1 2

2( 1) 2 3 ( )
1

jj

j

aa
a≥

− ⋅ ⋅ = + −
+∑             Y軸 

( )3 30,0,0,

k

kk

F a S a
≥

= ∑ = 3
3

1 3

3( 1) 3 3 ( )
1

kk

k

aa
a≥

− ⋅ ⋅ = + −
+∑                Z軸 

1,0,1
S

1,1,1
S

0,1,1
S

1,1,0
S

圖 2. 
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令 ( )1 2 1 2, ,00, 0
, i j

i ji j
F a a S a a

≥ ≥

= ∑                               X-Y平面 

( )2 3 2 30, ,0, 0
, j k

j kj k
F a a S a a

≥ ≥

= ∑                               Y-Z平面 

( )1 3 1 3,0,0, 0
, i k

i ki k
F a a S a a

≥ ≥

= ∑                                X-Z平面 

( )1 2 3 1 2 3, ,0, 0, 0
, , i j k

i j ki j k
F a a a S a a a

≥ ≥ ≥

= ∑      

由定理 1 
, ,0 1, ,0 , 1,0

( )
i j i j i j
S S S

− −
= − +  

1 2 1 2, ,0 1, ,0 , 1,01, 1 1, 1
( )i j i j

i j i j i ji j i j
S a a S S a a

− −
≥ ≥ ≥ ≥

⇒ = − +∑ ∑  ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(1)   

1 2, ,01, 1

i j

i ji j
S a a

≥ ≥
∑ = 1 2 1 2, ,0 ,0,0 0, ,0 0,0,00, 0 0, 0,

i j i j

i j i ji j i j
S a a S a S a S

≥ ≥ ≥ ≥

− − +∑ ∑ ∑  

                   = ( )1 2,F a a ( ) ( )1 2 3F a F a− − + ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(2) 

1 21, ,01, 1

i j

i ji j
S a a

−
≥ ≥
∑ = 1

1 1 21, ,01, 1
( )i j

i ji j
a S a a−

−
≥ ≥
∑ = 1 1 2, ,00, 1

( )i j

i ji j
a S a a

≥ ≥
∑ = 1 1 2 1, ,0 ,0,00, 0 0,

( )i j i

i j ii j i
a S a a S a

≥ ≥ ≥

−∑ ∑  

                    = 1a ( ( )1 2,F a a ( )1F a− )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(3) 

同理可證  1 2, 1,01, 1

i j

i ji j
S a a
−

≥ ≥
∑ = 2a ( ( )1 2,F a a ( )2F a− )⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(4) 

由(1) (2) (3) (4)得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2, 3 [ ( , ) ( , )]F a a F a F a a F a a F a a F a a F a− − + = − − + −  

( ) 1 2
1 2

1 2

2, 3 ( )
1
a aF a a

a a
+

⇒ = + −
+ +

  

同理可證  ( ) 1 3
1 3

1 3

3, 3 ( )
1
a aF a a

a a
+

= + −
+ +

 

               ( ) 2 3
2 3

2 3

2 3, 3 ( )
1

a aF a a
a a
+

= + −
+ +

 

由定理 1 可得到  

1 2 3 1 2 3, , 1, , , 1, , , 11, 1, 1 1, 1, 1
( )i j k i j k

i j k i j k i j k i j ki j k i j k
S a a a S S S a a a

− − −
≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

= − + +∑ ∑ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(5) 

1 2 3, ,1, 1, 1

i j k

i j ki j k
S a a a

≥ ≥ ≥
∑ = 1 2 3 1 2 2 3 1 3, , , ,0 0, , ,0,0, 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0

i j k i j j k i k

i j k i j j k i ki j k i j j k i k
S a a a S a a S a a S a a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

− − −∑ ∑ ∑ ∑  

                        1 2 3,0,0 0, ,0 0,0, 0,0,00 0 0

i j k

i j ki j k
S a S a S a S

≥ ≥ ≥

+ + + −∑ ∑ ∑  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3, , , , , 3F a a a F a a F a a F a a F a F a F a− − − + + + − ⋯⋯(6) 
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1 2 31, ,1, 1, 1

i j k

i j ki j k
S a a a

−
≥ ≥ ≥
∑ = 1

1 1 2 31, ,1, 1, 1
( )i j k

i j ki j k
a S a a a−

−
≥ ≥ ≥
∑ = 1 1 2 3, ,0, 1, 1

( )i j k

i j ki j k
a S a a a

≥ ≥ ≥
∑  

= 1 1 2 3 1 2 1 3 1, , , ,0 ,0, ,0,00, 0, 0 0, 0 0, 0 0
( )i j k i j i k i

i j k i j i k ii j k i j i k i
a S a a a S a a S a a S a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

− − +∑ ∑ ∑ ∑  

= ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 1 3 1[ , , , , ]a F a a a F a a F a a F a− − + ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(7) 

同理可證  1 2 3, 1,1, 1, 1

i j k

i j ki j k
S a a a
−

≥ ≥ ≥
∑ = ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 1 2 2 3 2[ , , , , ]a F a a a F a a F a a F a− − + ⋯⋯(8) 

               1 2 3, , 11, 1, 1

i j k

i j ki j k
S a a a
−

≥ ≥ ≥
∑ = ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 1 3 2 3 3[ , , , , ]a F a a a F a a F a a F a− − + ⋯⋯(9) 

 
由(5) (6) (7) (8) (9)得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3, , , , , 3F a a a F a a F a a F a a F a F a F a− − − + + + −  

=－{ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 1 3 1[ , , , , ]a F a a a F a a F a a F a− − + + ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 1 2 2 3 2[ , , , , ]a F a a a F a a F a a F a− − +  

+ ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 1 3 2 3 3[ , , , , ]a F a a a F a a F a a F a− − + } 

    ⇒ ( ) 1 2 3
1 2 3

1 2 3

2 3, , 3 ( )
1
a a aF a a a

a a a
+ +

= + −
+ + +

 

 

 

利用引理 2 得到本節主要定理 

 

定理 2： 

( )1 2 3 1 2 3, ,2 3

, ,   i j k
m i j ki j k m

f a a a S a a a
+ + =

= ∑ ，m ≥ 1。其中

, ,i j k
S = ( 1)i j k+ +− ⋅

( )!
! ! !

i j k
i j k
+ + 2 3i j k

i j k
+ +

⋅
+ +

，而 ( )0 1 2 3, ,f a a a = 3。 

 

證明： 

由 ( ) 1 2 3
1 2 3

1 2 3

2 3, , 3 ( )
1
a a aF a a a

a a a
+ +

= + −
+ + +

  去推出 ( )1 2 3, ,mf a a a ， 1m ≥ 的一般式 

根據[4]中 1 1 1 2 1 2 1
1 2

1 1
(1 )

n n n k k
kn C x C x C x

x
+ − + − + −= − + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

+
      (| x |<1)          

因此由  1 2 3

1 2 3

2 3
1
a a a

a a a
+ +

−
+ + +

 = 1 2 3

1 2
3

1 2

2 3 1( )11 1
1

a a a
a a a

a a

+ +
−

+ + +
+ +
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以 3a 去展開得到一般項為 

1 2
31

1 2

3 2( 1)
(1 )

k k
k

a a a
a a +

+ +
− ⋅ =

+ +
1 2 1

31 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1 1( 1) ( )
(1 ) (1 ) (1 )

k k
k k k

a a a a
a a a a a a+ + +

+ + +
− + +

+ + + + + +
⋯⋯⋯(1) 

 

由(1)式中  1 2
1

1 2

1
(1 )k

a a
a a +

+ +
+ +

=
1 2 1

2
1

1 1 1( ) ( )1(1 ) 1 1
1

k k
ka a a a

a

= ⋅
+ + + + ⋅

+

  

以 2a 去展開 

1 1 1
1 2 2

1 1 1 1
2

1

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) [1 ( ) ( ) ]11 1 1 11
1

k k k k j k j
jC a C a

a a a aa
a

+ − + −⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ + + ⋅ − ⋅ +
+ + + ++ ⋅

+

" "  

               其中第 j 項為 ( 1) j− 1
2 3

1

1( )
1

k j j k j k
jC a a

a
+ + −⋅

+
 ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(2) 

同理可證 

11
1

1 2 1
2

1

1 1 1( ) ( )1(1 ) 1 1
1

k k
k

a
a a a a

a

+
+

+
= ⋅

+ + + + ⋅
+

 第 j項為 ( 1) j− ⋅ 2 3
1

1( )
1

k j j k j k
jC a a

a
+ +

+
⋯⋯⋯⋯(3) 

1 1
1

1 2 1
2

1

1 1 1( ) ( )1(1 ) 1 1
1

k k
ka a a a

a

+ +
+ = ⋅

+ + + + ⋅
+

 第 j 項為 ( 1) j− ⋅ 1
2 3

1

1( )
1

k j j k j k
jC a a

a
+ + +

+
⋯⋯⋯(4) 

由(1) (2) (3) (4)可得到 
 

1 2
31

1 2

3 2( 1)
(1 )

k k
k

a a a
a a +

+ +
− ⋅

+ +
第 j 項為 

1 1
2 3

1 1 1

1 1 1( 1) ( 1) [( ) ( ) ( ) ]
1 1 1

j k k j j k k j j k k j j k j k
j j jC C C a a

a a a
+ + − + + + + +− ⋅ − + +

+ + +
⋯(5) 

在(5)式中再以 1a 去展開得到  

1 2
31

1 2

3 2( 1)
(1 )

k k
k

a a a
a a +

+ +
− ⋅

+ +
第 i 項為 1 1 1

1 2 3( 1) ( )i j k i j k j k i j k j k i j k j k i j k
i j i j i jC C C C C C a a a+ + + + − + − + + − + + + +− + +  

         = 1 2 3
( )! 2 3( 1)

! ! !
i j k i j ki j k i j k a a a

i j k i j k
+ + + + + +

− ⋅
+ +

 

所以我們就可以得到 

1m ≥ ， ( )1 2 3, ,mf a a a 的一般式 1 2 3, ,2 3

i j k

i j ki j k m
S a a a

+ + =
∑ ，其中

, ,i j k
S = ( 1)i j k+ +− ⋅

( )!
! ! !

i j k
i j k
+ + 2 3i j k

i j k
+ +

⋅
+ +
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四、探討巴斯卡三角錐和＂有符號的 Lucas 三角錐＂數值之間的關係圖形 

由於我在 Episte math 數學知識搜尋巴斯卡找到一個網站[6]，裡面有提到巴斯卡與

Fibonacci數列的關係，所以我又去找有關巴斯卡與 Fibonacci數列有關的文章[6][8]。裡面有提

到巴斯卡三角錐和 Lucas 三角形，所以我就想，是否能研究巴斯卡三角錐與 ＂有符號的 Lucas

三角錐＂有無相似的關係。 

由於[3]得知巴斯卡三角錐是由 ( )nx y z+ + 所產生的。所以巴斯卡三角錐的一般式為： 

( )!
! ! !

i j k

i j k m

i j k x y z
i j k+ + =

+ +∑ ，而這也是大家所熟悉的多項式定理。此時我令
, ,

( )!
! ! ! i j k

i j k P
i j k
+ +

= ， 

以下我們就開始來探討巴斯卡三角錐和 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂數值之間的關係圖形 

 

1．觀察巴斯卡三角錐與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂在 X-Y 平面上數值之間的關係： 

這是巴斯卡三角錐在X-Y 平面上的數值：
, ,0 1, ,0 , 1,0i j i j i j
P P P

− −
= + 。 

此是我們熟悉的巴斯卡定理： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

這是＂有符號的 Lucas 三角錐＂在 X-Y 平面上的數值： 
, ,0 1, ,0 , 1,0

( )
i j i j i j
S S S

− −
= − + 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3. 

圖 4. 
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2．觀察巴斯卡三角錐與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂不在 X-Y，Y-Z，X-Z 平面上數值之間的

關係： 

巴斯卡三角錐在{(i,j,k)| i，j，k N∈ }上的數值： 
, , 1, , , 1, , , 1i j k i j k i j k i j k
P P P P

− − −
= + + 。 

＂有符號的 Lucas 三角錐＂在{(i,j,k)| i，j，k N∈ }上的數值： 
, , 1, , , 1, , , 1

( )
i j k i j k i j k i j k
S S S S

− − −
= − + + 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1,0,1
S

0,1,1
S

1,1,0
S

1,1,1
S

圖 2. 
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五、探討＂有符號的 Lucas 三角錐＂與 Fibonacci數列和 Lucas數列之間的關係 

    由[6]得知巴斯卡三角錐和 Fibonacci 數列之間有某些關係，而在[1]中探討的是 Lucas 數

列，因此，我們想了解“有符號的 Lucas 三角錐＂ 和 Fibonacci 數列及 Lucas 數列之間應有

相對應的關係.  

 

1．首先，我們先討論二維的情況： 

巴斯卡三角形的係數有 Fibonacci數列：  0，1， 1，2，3，5，8，13⋯⋯ 

(2) (2) (2)
1 2( )    2n n nf f f− −= + ≥，n  

Lucas 三角形[8]的係數也有 Lucas數列： 2， 1，3，4，7，11⋯⋯ 

(2) (2) (2)
1 2( )    2n n nl l l− −= + ≥，n  

所以我們猜測 , ,0i j
S 也有類似的關係。 

 

性質 1： 

{ }(2)

, ,0
 2 ,    m N {0}m i j

S S i j m= + = ∈ ∪ ， (2)

, ,02
m i ji j m

s S
+ =

= ∑  

(2) (2)
0 12 1s s= = −，     ， (2) (2) (2)

1 2( )    2m m ms s s− −= − + ≥，m   。 

而第 m列的元素為{
, ,0i j
S | i j m+ = ， N {0}m∈ ∪ }。 

 

可由圖 5.說明： 

 

                                2 

                             -1    -2 

                          1     3     2 

                       -1    -4    -5     -2 

 

圖 5. 
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如果把
, ,0i j
S 係數加上絕對值，就會發現我們的數列與 Lucas數列是一樣的，所以我們稱 

(2) (2) (2)
1 2( )    2m m ms s s− −= − + ≥，m  為有符號的 Lucas數列。 

證明：由 (2) (2)
0 12, 1s s= = − ， 

當 2m ≥ 時， (2)

, ,02
m i ji j m

s S
+ =

= ∑ =
1, ,0 , 1,02

( )
i j i ji j m

S S
− −+ =

− +∑  

=
1, ,0 , 1,02 2

( )
i j i ji j m i j m

S S
− −+ = + =

− +∑ ∑   

=
1 1

1 1
, ,0 , ,02 1 2 2

( )
i j i ji j m i j m
S S

+ = − + = −

− +∑ ∑ =－(
(2)

1ms − +
(2)

2ms − ) 

因此我們得到有符號的 Lucas數列為： 2，－1，－1，2，－1，－1，⋯⋯ 

有趣的是我們也發覺此一數列恰為 0 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ), ( , ), ( , ), , ( , ),mf a a f a a f a a f a a"" ""的各項係

數和所排成之數列。 

 

2．其次，再討論三維的情況： 

在空間中也是一樣，巴斯卡三角錐的係數有推廣的 Fibonacci數列：0，1，1，2，4，7，13⋯ 

(3) (3) (3) (3)
1 2 3( )    3m m m mf f f f− − −= + + ≥，m   

Lucas 三角錐的係數也有推廣的 Lucas數列：    3，1，3，7，11，21⋯⋯ 

(3) (3) (3) (3)
1 2 3( )    3m m m ml l l l− − −= + + ≥，m  

 
 

性質 2： 

{ }(3)

, ,
 2 3 ,    m N {0}m i j k

S S i j k m= + + = ∈ ∪ ， (3)

, ,2 3
m i j ki j k m

s S
+ + =

= ∑  

(3) (3) (3)
0 1 23  1 1s s s= = − = − ，   ，     ， (3) (3) (3) (3)

1 2 3( )    3m m m ms s s s− − −= − + + ≥，m ， 

而第 m層的元素為{
, ,i j k
S | i j k m+ + = ， N {0}m∈ ∪ }。    

 

說明：由圖 6、圖 7、圖 8 
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圖 6. 

圖 7. 
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上圖中的平面所切到的點為 (3)
4S 。 

證明：由 (3) (3) (3)
0 1 23, 1, 1s s s= = − = −  

當 3m ≥ 時， (3)

, ,2 3
m i j ki j k m

s S
+ + =

= ∑ =
1, , , 1, , , 12 3

( )
i j k i j k i j ki j k m

S S S
− − −+ + =

− + +∑  

=
1, , , 1, , , 12 3 2 3 2 3

( )
i j k i j k i j ki j k m i j k m i j k m

S S S
− − −+ + = + + = + + =

− + +∑ ∑ ∑  

=
1 1 1

1 1 1
, , , , , ,2 3 1 2 3 2 2 3 3

( )
i j k i j k i j ki j k m i j k m i j k m
S S S

+ + = − + + = − + + = −

− + +∑ ∑ ∑  

= (3) (3) (3) (3)
1 2 3( )    m m m ms s s s− − −= − + +  

因此我們得到有符號的 Lucas數列為： 3，－1，－1，－1，3，－1，－1，－1⋯⋯ 

如同在二維的情況一樣，我們也發覺此一數列恰為 0 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , ),f a a a f a a a f a a a ""  

1 2 3, ( , , ),mf a a a ""的各項係數和所排成之數列。 

圖 8.. 
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Pascal 有符號的 Lucas 

三角錐 

Pascal 有符號的 Lucas 

三角錐 

六、探討巴斯卡三角錐與＂有符號的 Lucas 三角錐＂奇偶性的圖形變化 

我們從[2]“巴斯卡三角形的幾個性質＂中發現,如果我們把巴斯卡三角形的每個奇數以紅

色小圈圈表示,每個偶數以黑色小點表示,所得到的圖形將具有相當美妙的結構。因此既然巴斯

卡三角形奇偶性的圖形有相當美妙的結構,那＂有符號的 Lucas 三角錐＂是不是也有如此美妙

的結構呢？ 

 

接著我們就來探討 巴斯卡三角錐 與＂有符號的 Lucas 三角錐＂圖形。 

 

1．觀察 巴斯卡三角錐 與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂在X-Y 平面上奇偶性的圖形變化： 

由圖 9.可觀察出,只要將巴斯卡三角錐的圖形向X軸正向平移 1單位就能得到 

＂有符號的 Lucas 三角錐＂的圖形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．觀察 巴斯卡三角錐與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂在Y-Z 平面上奇偶性的圖形變化： 

由圖 10.可觀察出,只要將巴斯卡三角錐的圖形向 Z軸正向平移 1單位就能得到 

＂有符號的 Lucas 三角錐＂ 的圖形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 9. 

圖 10.
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Pascal 
有符號的 Lucas 

三角錐 

3．觀察 巴斯卡三角錐 與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂ X-Z 平面上奇偶性的圖形變化： 

由圖 11.可觀察出,只要將巴斯卡三角錐的圖形 與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂的圖形完全

一樣。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

所以我們得到以下推論 

 

推論 1： 

(1) , ,01, ,0 i ji j
S P

+
≡     (mod 2)     X-Y 平面 

(2) 0, ,0, , 1 j kj k
S P

+
≡    (mod 2)     Y-Z 平面 

(3) ,0,,0, i ki k
S P≡

    (mod 2)     X-Z 平面 

 

 

證明：(1) 
 

 

 

 

 

 

 

 

(2)與(3)同理可證。 

 

1

1 , , 0

1

1
1

1
1 , , 01 , , 0

( 1 ) ! 1 2( 1 )
( 1 ) ! ! 1
( 1 ) ! 1 ( 1 ) ! 2      ( 1 ) ( )
( 1 ) ! ! 1 ( 1 ) ! ! 1

      ( 1 ) ( 2 )

( 1 ) ( 2 ) (

i j

i j

i j

i j i j i j
i i

i j i j i j i j
i i i i ji j

i j i jS
i j i j
i j i i j j
i j i j i j i j

C C

S C C C P

+ +

+

+ +

+ + + +
+

+ + + + +
++

+ + + +
= − × ×

+ + +
+ + + + +

= − × × + ×
+ + + + + +

= − × +

≡ − × + ≡ ≡

i

i m o d 2 )

圖 11.
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4．觀察 巴斯卡三角錐與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂空間中奇偶性的圖形變化： 

我們把巴斯卡三角錐與 ＂有符號的 Lucas 三角錐＂的每個奇數點以邊長為 3的正四面體

表示，得到圖 12.。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

從圖 12.中，巴斯卡三角錐 與 “有符號的 Lucas 三角錐＂的奇偶圖形非常相似，且都有

似碎形的結構。且發現＂有符號的 Lucas 三角錐＂奇偶性的圖形分別在X-Y，Y-Z，X-Z 平面

上的圖形只要平移就能和 巴斯卡三角錐 在X-Y，Y-Z，X-Z 平面上的圖形全等。但不在X-Y，

Y-Z，X-Z 平面上的點卻非如此。 

 

 

 

 

 

 

 

巴斯卡三角錐 
有符號的 Lucas三角錐

圖 12.
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七、探討＂有符號的 Lucas 三角錐＂係數的奇偶性 

 

, ,

( )! 2 3( 1)
! ! !

i j k

i j k

i j k i j kS
i j k i j k

+ + + + + +
= − ⋅ ×

+ +
  

           =
( )! ( )! 2 ( )! 3( 1) ( )

! ! ! ! ! ! ! ! !
i j k i j k i i j k j i j k k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k
+ + + + + + + +

− ⋅ × + × + ×
+ + + + + +

 

           = 1 1 1 1 1
1 1( 1) ( 2 3)i j k i j i j k i j i j k i j i j k

i k i k i kC C C C C C+ + + − + + − + − + + − + + + −
− −− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

1 1 1 1 1
1 1, ,

1 1 1
1 1

( 1) ( 2 3)

              (mod2)

i j k i j i j k i j i j k i j i j k
i k i k i ki j k

i j i j k i j i j k
i k i k

S C C C C C C

C C C C

+ + + − + + − + − + + − + + + −
− −

+ − + + − + + + −
− −

≡ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

≡ ⋅ + ⋅
 

因此只要討論 1 1 1
1 1

i j i j k i j i j k
i k i kC C C C+ − + + − + + + −
− −⋅ + ⋅ 的奇偶性，所以根據 Lucas定理   

我們先分別把 n與 r表示為 2進位 1 1 0 2( )m mn a a a a−= ⋅⋅⋅ ， 1 1 0 2( )m mr b b b b−= ⋅⋅⋅ ，且0 2i ia b≤ <，  

則 
0

  (mod 2)i

i

m
an

r b
i

C C
=

≡∏ ，接著我們只要把
1 1 1

1 1
i j i j k i j i j k
i k i kC C C C+ − + + − + + + −
− −⋅ + ⋅ 中的 

i+j－1，i－1，i+j+k－1，k，i+j，i+j+k－1，i，k－1，依照上面的法則分別化成二進位即可

判斷奇偶了。 

 

 

 

八、探討＂有符號的 Lucas 三角錐＂的推廣 

設 ( ) 4 3 2
1 2 3 4h x x a x a x a x a= + + + + ， 1 2 3 4β β β β， ， ， 為此多項式的根，， 1 2 3 4 1aβ β β β+ + + = −  ， 

1 3 2 1 2 3 1 4 2 4 4 3 2aβ β β β β β β β β β β β+ + + + + = ， 1 2 3 1 2 4 1 4 3 4 2 3 3aβ β β β β β β β β β β β+ + + = −  

    1 2 3 4 4aβ β β β = ，令 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) m m m m
mf a a a a β β β β= + + +  

   利用 1 2 3 4 ,  , ,a a a a 來表示 1 2 3 4( , , , )mf a a a a ，令
, , ,i j k l
S 代表 1 2 3 4

i j k la a a a 此項係數且 i+2j+3k+4 l =m 

引理 1 /： 

1 2 3 4 1 1 1 2 3 4 2 2 1 2 3 4 3 3 1 2 3 4 4 4 1 2 3 4( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )]m m m m mf a a a a a f a a a a a f a a a a a f a a a a a f a a a a− − − −= − + + +

，∀ 4m ≥ ，其中 ( )0 1 2 3 4, , , 4f a a a a = ， ( )1 1 2 3 4 1, , ,f a a a a a= − ， ( ) 2
2 1 2 3 4 1 2, , , 2f a a a a a a= − ，

3
3 1 2 3 4 1 1 2 3( , , , ) 3 3f a a a a a a a a= − + −  
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證明： 

( ) 4 3 2
1 2 3 4h x x a x a x a x a= + + + + ， 1 2 3 4β β β β， ， ， 為此多項式的根 

4 3 2
1 1 1 2 1 3 1 4( )a a a aβ β β β= − + + + ， 4 3 2

2 1 2 2 2 3 2 4( )a a a aβ β β β= − + + + ，

4 3 2
3 1 3 2 3 3 3 4( )a a a aβ β β β= − + + + ， 4 3 2

4 1 4 2 4 3 4 4( )a a a aβ β β β= − + + + ， 4m ≥  

4 4 1 2 3 4
1 1 1 1 1 2 1 3 1 4 1( )m m m m m ma a a aβ β β β β β β− − − − −= = − + + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(1) 

4 4 1 2 3 4
2 2 2 1 2 2 2 3 2 4 2( )m m m m m ma a a aβ β β β β β β− − − − −= = − + + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(2) 

4 4 1 2 3 4
3 3 3 1 3 2 3 3 3 4 3( )m m m m m ma a a aβ β β β β β β− − − − −= = − + + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(3) 

4 4 1 2 3 4
4 4 4 1 4 2 4 3 4 4 4( )m m m m m ma a a aβ β β β β β β− − − − −= = − + + +i ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(4) 

(1)(2)(3)(4)式相加等於 

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 3 4 1 1 2 3 4 2 1 2 3 4

4 4 4 4 4 4 4 4
3 1 2 3 4 4 1 2 3 4

[ ( ) ( )

( ) ( )]

m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m

a a

a a

β β β β β β β β β β β β

β β β β β β β β

− − − − − − − −

− − − − − − − −

+ + + = − + + + + + + +

+ + + + + + + +  

1 2 3 4 1 1 1 2 3 4 2 2 1 2 3 4 3 3 1 2 3 4 4 4 1 2 3 4( , , , ) [ ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )]m m m m mf a a a a a f a a a a a f a a a a a f a a a a a f a a a a− − − −= − + + +  

 

定理 1 /： 

      
, , , 1, , , , 1, , , , 1, , , , 1

( ), 0, 0, 0, 0
i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

S S S S S i j k l
− − − −

= − + + + ≥ ≥ ≥ ≥ 且 2i j k l+ + + ≥ 時成立。 

      令
, , ,i j k l
S =0當 i<0或 j<0或 j<0或 l <0，且

0,0,0,0 1,0,0,0 0,1,0,0 0,0,1,0 0,0,0,1
4, 1, 2, 3, 4S S S S S= = − = − = − = −  

 

證明：因為

43 4 [ ][ ] [ ]
32 4

2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 42 3 4 , , ,0 0 0

( , , , )

m lm k l m

m j k l j k l
m m j k l j k lj k l

f a a a a S a a a a

−− −

− − −

− − −= = =

= ∑ ∑ ∑             (1) 

          

4 13 4 1 1[ ][ ] [ ]
32 4

2 3 4 1
1 1 1 2 3 4 1 1 2 3 42 3 4 1, , ,0 0 0

( , , , ) ( )

m lm k l m

m j k l j k l
m m j k l j k lj k l

a f a a a a a S a a a a

− −− − − −

− − − −
− − − − −= = =

= ∑ ∑ ∑  

                          

4 13 4 1 1[ ][ ] [ ]
32 4

2 3 4
1 2 3 42 3 4 1, , ,0 0 0

m lm k l m

m j k l j k l

m j k l j k lj k l
S a a a a

− −− − − −

− − −

− − − −= = =

= ∑ ∑ ∑      (2) 

          

4 23 4 2 2[ ]1 [ ] [ ]
32 4

2 3 4 1
2 2 1 2 3 4 2 1 2 3 42 3 4 , 1, ,0 0 0

( , , , ) ( )

m lm k l m

m j k l j k l
m m j k l j k lj k l

a f a a a a a S a a a a

− −− − − −
+

− − − −
− − − − −= = =

= ∑ ∑ ∑  
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4 23 4 2 2[ ]1 [ ] [ ]
32 4

2 3 4
1 2 3 42 3 4 , 1, ,0 0 0

m lm k l m

m j k l j k l

m j k l j k lj k l

S a a a a

− −− − − −
+

− − −

− − − −= = =

= ∑ ∑ ∑    (3) 

          

4 33 4 3 31 [ ][ ] [ ]
32 4

2 3 4 1
3 3 1 2 3 4 3 1 2 3 42 3 4 , , 1,0 0 0

( , , , ) ( )

m lm k l m

m j k l j k l
m m j k l j k lj k l

a f a a a a a S a a a a

− −− − − −+

− − − −
− − − − −= = =

= ∑ ∑ ∑  

                          

4 33 4 3 31 [ ][ ] [ ]
32 4

2 3 4
1 2 3 42 3 4 , , 1,0 0 0

m lm k l m

m j k l j k l

m j k l j k lj k l

S a a a a

− −− − − −+

− − −

− − − −= = =

= ∑ ∑ ∑    (4) 

          

4 43 4 4 4[ ][ ] 1 [ ]
32 4

2 3 4 1
4 4 1 2 3 4 4 1 2 3 42 3 4 , , , 10 0 0

( , , , ) ( )

m lm k l m

m j k l j k l
m m j k l j k lj k l

a f a a a a a S a a a a

− −− − − −
+

− − − −
− − − − −= = =

= ∑ ∑ ∑  

                          

4 43 4 4 4[ ][ ] 1 [ ]
32 4

2 3 4
1 2 3 42 3 4 , , , 10 0 0

m lm k l m

m j k l j k l

m j k l j k lj k l

S a a a a

− −− − − −
+

− − −

− − − −= = =

= ∑ ∑ ∑    (5) 

     根據引理 1 /， 1 2 3 4( , , , )mf a a a a ＝

1 1 1 2 3 4 2 2 1 2 3 4 3 3 1 2 3 4 4 4 1 2 3 4[ ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )]m m m ma f a a a a a f a a a a a f a a a a a f a a a a− − − −− + + + ， 4m ≥  

    可得 (1)=－[(2)+(3)+(4)+(5)] ， 

比較 2 3 4
1 2 3 4
m j k l j k la a a a− − − 的係數得到： 

    
2 3 4 , , , 2 3 4 1, , , 2 3 4 , 1, , 2 3 4 , , 1, 2 3 4 , , , 1

( )
m j k l j k l m j k l j k l m j k l j k l m j k l j k l m j k l j k l

S S S S S
− − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= − + + + ， 

又 2 3 4i j k l m+ + + = ，則
, , , 1, , , , 1, , , , 1, , , , 1

( )
i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

S S S S S
− − − −

= − + + +  

 

 

引理 2 /： 

( ) 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4, , ,0, 0, 0, 0 1 2 3 4

2 3 4, , , 4 ( )
1

i j k l

i j k li j k l

a a a aF a a a a S a a a a
a a a a≥ ≥ ≥ ≥

+ + +
= = + −

+ + + +∑  

 

 

證明：由定理 1 /可得到 

1 2 3 4 1 2 3 4, , . 1, , , , 1, , , , 1, , , . 11, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1
( )i j k l i j k l

i j k l i j k l i j k l i j k l i j k li j k l i j k l
S a a a a S S S S a a a a

− − − −
≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

= − + + +∑ ∑  

1 2 3 4, , ,1, 1, 1, 1

i j k l

i j k li j k l
S a a a a

≥ ≥ ≥ ≥
∑ = 1 2 3 4 1 2 3 2 3 4, , , , , ,0 0, , ,0, 0, 0, 0 0, 0, 0 0, 0, 0

i j k l i j k j k l

i j k l i j k j k li j k l i j k j k l
S a a a a S a a a S a a a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

− −∑ ∑ ∑  

                      1 2 4 1 3 4, ,0, ,0, ,0, 0, 0 0, 0, 0

i k l i k l

i j l i k li j l i k l
S a a a S a a a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

− −∑ ∑  
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1 2 1 3 1 4 2 3, ,0,0 ,0, ,0 ,0,0, 0, , ,00, 0 0, 0 0, 0 0, 0

i j i k i l j k

i j i k i l j ki j i k i l j k
S a a S a a S a a S a a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

+ + + +∑ ∑ ∑ ∑  

2 4 3 4 1 20, ,0, 0,0, , ,0,0,0 0, ,0,00, 0 0, 0 0 0

j l k l i j

j l k l i jj l k l i j
S a a S a a S a S a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

+ + − −∑ ∑ ∑ ∑ 3 40,0, ,0 0,0,0. 0,0,0,00 0

k l

k lk l

S a S a S
≥ ≥

− − +∑ ∑  

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4, , , , , , , , , , ,F a a a a F a a a F a a a F a a a F a a a− − − −   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4, , , , ,F a a F a a F a a F a a F a a F a a+ + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 4F a F a F a F a− − − − + ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(1) 

1 2 3 41, , ,1, 1, 1, 1

i j k l

i j k li j k l
S a a a a

−
≥ ≥ ≥ ≥
∑  

＝ 1
1 1 2 3 41, , ,1, 1, 1, 1
( )i j k l

i j k li j k l
a S a a a a−

−
≥ ≥ ≥ ≥
∑ ＝ 1 1 2 3 4, , ,0, 1, 1, 1

( )i j k l

i j k li j k l
a S a a a a

≥ ≥ ≥ ≥
∑  

＝ 1 1 2 3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4, , , , , ,0 , ,0, ,0, ,0, 0, 0, 0 0, 0, 0 0, 0, 0 0, 0, 0

i j k l i j k i j l i k l

i j k l i j k i j l i k li j k l i j k i j l i k l
a S a a a a S a a a S a a a S a a a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

⎡
− − −⎢

⎣
∑ ∑ ∑ ∑  

1 2 1 3 1 4 1, ,0,0 ,0, ,0 ,0,0, ,0,0,00, 0 0, 0 0, 0 0

i j i k i l i

i j i k i l ii j i k i l i
S a a S a a S a a S a

≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

⎤
+ + + − ⎥

⎦
∑ ∑ ∑ ∑  

＝ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4 1 2 3 1 3 4 1 2 4 1 2 1 3[ , , , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a F a a F a a− − − + +  

( ) ( )1 4 1, ]F a a F a+ − ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(2) 

同理可證：

1 2 3 4, 1, ,1, 1, 1, 1

i j k l

i j k li j k l
S a a a a
−

≥ ≥ ≥ ≥
∑ = ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 2 3 4 1 2 3 1 2 4[ , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a− − −  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 2 4 2, , , ]F a a F a a F a a F a+ + + − ⋯⋯⋯⋯(3) 

1 2 3 4, , 1,1, 1, 1, 1

i j k l

i j k li j k l
S a a a a
−

≥ ≥ ≥ ≥
∑ = ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4( , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a− − −  

( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 3 3 4 3, , , )F a a F a a F a a F a+ + + − ⋯⋯⋯⋯(4) 

1 2 3 4, , , 11, 1, 1, 1

i j k l

i j k li j k l
S a a a a

−
≥ ≥ ≥ ≥
∑ = ( ) ( ) ( ) ( )4 1 2 3 4 2 3 4 1 2 4 1 3 4[ , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a− − −  

( ) ( ) ( ) ( )1 4 2 4 3 4 4, , , ]F a a F a a F a a F a+ + + + ⋯⋯⋯⋯(5) 

由(1) (2) (3) (4) (5)得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 1 3, , , , , , , , , , , , ,F a a a a F a a a F a a a F a a a F a a a F a a F a a− − − − + +
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         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 4 2 3 2 4 3 4 1 2 3 4, , , 4F a a F a a F a a F a a F a F a F a F a+ + + + − − − − +  

=－{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4 1 2 3 1 3 4 1 2 4 1 2 1 3[ , , , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a F a a F a a− − − + +  

( ) ( )1 4 1, ]F a a F a+ − + ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 2 3 4 1 2 3 1 2 4[ , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a− − −  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 2 4 2, , , ]F a a F a a F a a F a+ + + − + ( ) ( )3 1 2 3 4 1 2 3[ , , , , ,a F a a a a F a a a−

( ) ( )2 3 4 1 3 4, , , ,F a a a F a a a− − ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 3 3 4 3, , , ]F a a F a a F a a F a+ + + −  

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 2 3 4 2 3 4 1 2 4 1 3 4 1 4 2 4[ , , , , , , , , , , ,a F a a a a F a a a F a a a F a a a F a a F a a− − − + +  

( ) ( )3 4 4, ]F a a F a+ + } 

    ⇒ ( ) 1 2 3 4
1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4, , , 4 ( )
1
a a a aF a a a a

a a a a
+ + +

= + −
+ + + +

 

 

利用引理 2 /得到本節主要定理 

 

定理 2 /： 

( )1 2 3 4 1 2 3 4, , ,2 3 4

, , ,   i j k l
m i j k li j k l m

f a a a a S a a a a
+ + + =

= ∑ ， 1m ≥ 。其中

, , ,i j k l
S = ( 1)i j k l+ + +− ⋅

( )!
! ! ! !

i j k l
i j k l
+ + + 2 3 4i j k l

i j k l
+ + +

⋅
+ + +

而 ( )0 1 2 3 4, , ,f a a a a =4 

 

證明： 

由 ( ) 1 2 3 4
1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4, , , 4 ( )
1
a a a aF a a a a

a a a a
+ + +

= + −
+ + + +

  去推出 ( )1 2 3 4, , ,mf a a a a ， 1m ≥ 的一般式 

根據[4]中 1 1 1 2 1 2 1
1 2

1 1
(1 )

n n n k k
kn C x C x C x

x
+ − + − + −= − + + ⋅⋅⋅+ + ⋅⋅⋅

+
      ( | x |<1)   

因此由  1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4
1
a a a a

a a a a
+ + +

−
+ + + +

 = 1 2 3 4

1 2 3
4

1 2 3

2 3 4 1( )11 1
1

a a a a
a a a a

a a a

+ + +
−

+ + + +
+ + +

 

以 4a 去展開，得到一般項為 

1 2 3
41

1 2 3

4 3 2( 1)
(1 )

l l
l

a a a a
a a a +

+ + +
− ⋅

+ + +
= 

1 2 3 1 2 1
41 1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1( 1) ( )
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

l l
l l l l

a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a+ + + +

+ + + + + +
− + + +

+ + + + + + + + + + + +
⋯(1) 

 



 25

由(1)式推得 

1 2 3
1

1 2 3

1( 1)
(1 )

l
l

a a a
a a a +

+ + +
− ⋅

+ + +
=

1 2 3

1( 1)
(1 )

l
la a a

− ⋅
+ + +

=
1 2

3
1 2

1 1( 1) ( ) ( )11 1
1

l l l

a a a
a a

− ⋅ ⋅
+ + + ⋅

+ +

 

以 3a 去展開 1 1 1
1 3 3

1 2 1 2
3

1 2

1 1 1( ) 1 ( ) ( )1 1 11
1

l l k l k
kC a C a

a a a aa
a a

+ − + −= + ⋅ − ⋅ + + ⋅ − ⋅
+ + + ++ ⋅

+ +

" +⋯ 

以此類推依序以 2a ， 1a 去展開 

( 1)l− 1 2 3
1

1 2 3

1
(1 )l

a a a
a a a +

+ + +
+ + +

得到一般項為 1 1 1
1 2 3 4( 1)i j k l i j k l j k l k l i j k l

i j kC C C a a a a+ + + + + + − + + − + −− ⋯⋯⋯ (2) 

以此類推 

( 1)l− 1 2
1

1 2 3

1
(1 )l

a a
a a a +

+ +
+ + +

得到一般項為 1 1
1 2 3 4( 1)i j k l i j k l j k l k l i j k l

i j kC C C a a a a+ + + + + + − + + − +− ⋯⋯⋯⋯(3) 

( 1)l− 1
1

1 2 3

1
(1 )l

a
a a a +

+
+ + +

得到一般項為 1
1 2 3 4( 1)i j k l i j k l j k l k l i j k l

i j kC C C a a a a+ + + + + + − + + +− ⋯⋯⋯⋯ (4) 

( 1)l− 1
1 2 3

1
(1 )la a a ++ + +

得到一般項為 1 2 3 4( 1)i j k l i j k l j k l k l i j k l
i j kC C C a a a a+ + + + + + + + +− ⋯⋯⋯⋯⋯(5) 

 

由(1) (2) (3) (4) (5)可得到 

1 2 3
41

1 2 3

4 3 2( 1)
(1 )

l l
l

a a a a
a a a +

+ + +
− ⋅

+ + +
的一般項為 ( 1)i j k l+ + +−  ( 1 1 1

1 2 3 4
i j k l j k l k l i j k l
i j kC C C a a a a+ + + − + + − + − + 

1 1
1 2 3 4

i j k l j k l k l i j k l
i j kC C C a a a a+ + + − + + − + + 1

1 2 3 4
i j k l j k l k l i j k l
i j kC C C a a a a+ + + − + + + + 1 2 3 4

i j k l j k l k l i j k l
i j kC C C a a a a+ + + + + + ) 

= ( 1)i j k l+ + +− ⋅
( )!

! ! ! !
i j k l

i j k l
+ + + 2 3 4i j k l

i j k l
+ + +

⋅
+ + +

 

所以我們就可以得到當 1m ≥ ， ( )1 2 3 4, , ,mf a a a a 的一般式 1 2 3 4, , .2 3 4

i j k l

i j k li j k l m

S a a a a
+ + + =
∑  ，其中  

, , ,i j k l
S = ( 1)i j k l+ + +− ⋅

( )!
! ! ! !

i j k l
i j k l
+ + + 2 3 4i j k l

i j k l
+ + +

⋅
+ + +

 

 
 

伍、研究結果： 

1．設 ( ) 3 2
1 2 3g x x a x a x a= + + + ， 1 2 3β β β， ， 為此多項式的根， 1 2 3 1aβ β β+ + = −  ， 

1 3 2 1 2 3 2aβ β β β β β+ + = ， 1 2 3 3aβ β β = − ，令 1 2 3 1 2 3( , , ) m m m
mf a a a β β β= + + ， 

    利用 1 2 3 ,  , a a a 來表示 1 2 3( , , )mf a a a ，令
, ,i j k
S  代表 1 2 3

i j ka a a 此項係數且 i+2j+3k=m。 
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    (1)若
, ,i j k
S =0當 i<0或 j<0或 k<0，

0,0,0
3S = ，

1,0,0
1S = − ，

0,1,0
2S = − ，

0,0,1
3S = − 時，   

      則
, , 1, , , 1, , , 1

( )
i j k i j k i j k i j k
S S S S

− − −
= − + + , i≥ 0,j ≥ 0,k≥ 0且 i+j+k≥ 2時成立， 

    (2) ( )1 2 3 1 2 3, ,2 3
, ,   i j k

m i j ki j k m
f a a a S a a a

+ + =

= ∑ ， 1m ≥ 。其中

, ,i j k
S = ( 1)i j k+ +− ⋅ ( )!

! ! !
i j k
i j k
+ + 2 3i j k

i j k
+ +

⋅
+ +

，而 ( )0 1 2 3, ,f a a a =3. 

2．設 ( ) 4 3 2
1 2 3 4h x x a x a x a x a= + + + + ， 1 2 3 4β β β β， ， ， 為此多項式的根，， 1 2 3 4 1aβ β β β+ + + = −  ， 

1 3 2 1 2 3 1 4 2 4 4 3 2aβ β β β β β β β β β β β+ + + + + = ， 1 2 3 1 2 4 1 4 3 4 2 3 3aβ β β β β β β β β β β β+ + + = −  

    1 2 3 4 4aβ β β β = ，令 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) m m m m
mf a a a a β β β β= + + +  

 利用 1 2 3 4 ,  , ,a a a a 來表示 1 2 3 4( , , , )mf a a a a ，令
, , ,i j k l
S  代表 1 2 3 4

i j k la a a a 此項係數且 i+2j+3k+4 l =m。 

    (1)若
, , ,i j k l
S =0當 i<0或 j<0或 k<0或 l <0，且

0,0,0,0 1,0,0,0 0,1,0,0 0,0,1,0 0,0,0,1
4, 1, 2, 3, 4S S S S S= = − = − = − = − 時 

   則
, , , 1, , , , 1, , , , 1, , , , 1

( ), 0, 0, 0, 0
i j k l i j k l i j k l i j k l i j k l

S S S S S i j k l
− − − −

= − + + + ≥ ≥ ≥ ≥ 且 2i j k l+ + + ≥ 時成立。 

 (2) ( )1 2 3 4 1 2 3 4, , ,2 3 4

, , ,   i j k l
m i j k li j k l m

f a a a a S a a a a
+ + + =

= ∑ ， 1m ≥ 。其中  

   
, , ,i j k l
S = ( 1)i j k l+ + +− ⋅

( )!
! ! ! !

i j k l
i j k l
+ + + 2 3 4i j k l

i j k l
+ + +

⋅
+ + +

而 ( )0 1 2 3 4, , ,f a a a a =4 

3．”有符號的 Lucas三角錐”所探討的數列有類似 Fibonacci 數列及 Lucas 數列的關係。 

    在二維 我們得到有符號的 Lucas 數列為： 2，－1，－1，2，－1，－1…… 

    在三維 我們得到有符號的 Lucas 數列為： 3，－1，－1，－1，3，－1，－1，－1…… 

在四維 我們得到有符號的 Lucas 數列為： 4，－1，－1，－1，4，－1，－1，－1…… 

4． (2) (2) (2)
1 2    2m m ms s s− −= + ≥，m  為 Lucas 數列 2， 1，3，4，7，11，⋯ 

    (3) (3) (3) (3)
1 2 3   3m m m ms s s s− − −= + + ≥，m  為推廣的 Lucas 數列 3，1，3，7，11，21，⋯。 

5.   發現”有符號的 Lucas三角錐”奇偶性的圖形分別在 X-Y，Y-Z，X-Z平面上的圖形只要平

移就能和 巴斯卡三角錐在 X-Y，Y-Z，X-Z平面上的圖形全等。但不在 X-Y，Y-Z，X-Z

平面上的點卻非如此。 
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陸、討論： 

1．3次方程式可推出”有符號的 Lucas三角錐”的相關性質，我們推廣到 4次方程式也成立。 

因此猜測 n次，應該都有類似的性質，其中 

(1)若
0,0, ,0

S
⋅⋅⋅

=0當 1i <0或 2i <0 ⋅ ⋅ ⋅或 ni <0，且
0,0, ,0 1,0, ,0 0,1, ,0 0,0, ,1

4, 1, 2, ,S S S S n
⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅
= = − = − ⋅⋅⋅ = −   時   

  則
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2, , , 1, , , , 2, , , , , 1
( ), 0, 0, , 0

n n n n
ni i i i i i i i i i i i

S S S S i i i
⋅⋅⋅ − ⋅⋅⋅ − ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ −

= − + + ≥ ≥ ⋅⋅⋅ ≥ 且
1

2
n

k
k

i
=

≥∑ 時成立。 

(2) ( ) 1 2

1 2
1 2

1 2 1 2, , ,2

, , ,   n

n
n

ii i
m n ni i ii i ni m

f a a a S a a a
⋅⋅⋅

+ +⋅⋅⋅+ =

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⋅⋅∑ 1m ≥ 。其中

1 2, , , ni i i
S
⋅⋅⋅
= 1 2( 1) ni i i+ +⋅⋅⋅+− ⋅ 1 2

1 2

( )!
! ! !

n

n

i i i
i i i
+ + ⋅⋅⋅ +

⋅⋅ ⋅
1 2

1 2

2 n

n

i i ni
i i i
+ + ⋅⋅⋅+

⋅
+ + +"

而 ( )0 1 2, , , nf a a a⋅ ⋅ ⋅ =n 

2．我們由 肆、研究過程及結果，此一部分之內容五.探討”有符號的 Lucas三角錐”與 Fibonacci

數列和 Lucas 數列之間的關係 中得到 2維及 3維的 有符號的 Lucas 數列，發現 2維的數

列會以{2，－1，－1}一直循環下去，而 3維數列以{3，－1，－1，－1}一直循環，4維數

列也以{4，－1，－1，－1，－1}一直循環。所以最後我們猜測甚至到 n維數列也會以{ n , 

q1, 1, , 1− − −"
n 個

}一直循環。 
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評    語 

040413  根與係數關係—有符號的 Lucas 三角錐 

1. 研究題材在過去科展中出現十分頻繁。因此，我們會好奇的

詢問：這一大堆的數學式子是否代表一些有趣的結果？ 

2. 數學研究的重點是化繁為簡。本作品似乎是化簡為繁。 

3. 若能由碎形角度進行分析討論，作品會更有意義。 
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