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作品名稱：對稱跳躍回原點 

 

壹、摘要 

本研究主題主要在探討在一平面上給定 n 條直線 1L 、 2L 、 3L … nL ，若有一點 0P ，作關於 1L  

的對稱點 1P 。 1P 又作關於 2L 的對稱點 2P ， 2P 又作關於 3L 的對稱點 3P ，…， 1−nP 又作關於 nL 的 

對稱點 nP ， nP 又作關於 1L 的對稱點 1+nP ，如此反覆對直線 1L 、 2L 、 3L … nL 對稱點 1P 、 2P 、 3P …，

mP ，在什麼條件下 mP 會和 0P 重合。這個問題是起源於三角形復原問題：已知三角形三邊的中 

垂線，要如何作出此三角形呢？我們知道中垂線其實就是兩個頂點的對稱軸。因此，要作出此 

三角形，如果能先找到這個三角形的一個頂點當作起始點，然後依序對這三條中垂線（對稱軸） 

作出對稱點，而能再回到起始點，就可以作出此三角形。 

我先從二條、三條、四條直線的情形開始研究，再逐步推展到一般的 n 條直線的情形。在 

研究過程中，從線對稱性質，分析四條直線情形，發現任一點依序對四條直線作線對稱，可以 

簡化成依序對二條直線作線對稱。這個重要性質，對 n 條直線連續作線對稱可依 n 為偶數或奇 

數化簡成對 2 條或 3 條直線作線對稱。因此再回頭分析 2 條以及 3 條直線的情形後，發展出一 

種雙重起始點測試法，對給定 n 條直線，會重合到起始點的的條件以及作圖法。這種化繁為簡 

的方法，完整的解決了 n 條直線的複雜問題。 
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貳、研究動機 

    台灣火災頻繁，需要適當的設置消防站。如果一個城市分成三個區域，要如何在每個區域 

中設置一個消防站負責此區域呢？相對應的數學問題是，已知三角形的三邊中垂線 1L 、 2L 、 

3L ，要如何作出此三角形呢？我們知道中垂線其實就是兩個頂點的對稱軸。因此，要作出此三

角形，如果能先找到這個三角形的一個頂點當作起始點，然後依序對這三條中垂線作出對稱 

點，而能再回到起始點，就可以作出此三角形。 

請教老師如何找到這個起始點呢？老師建議我參考數一上圖形平移與線對稱以及數學甲有 

關直線的旋轉概念來研究此有趣問題。在我研究這個問題時，發現第 42 屆全國科展中有一件 

作品「點的對稱」中，討論連續對兩條相交直線作對稱的研究。這個科展作品利用解析幾何的 

方式只做到二條相交直線的情形。那麼對於 3 條直線、4 條直線，n 條直線的交錯不停的對稱 

情形又會如何呢？ 

參、研究目的 

本研究目的主要在研究一平面上給定 n 條直線 1L 、 2L 、 3L … nL ，若有一點 0P ，作關於 1L  

的對稱點 1P 。 1P 又作關於 2L 的對稱點 2P ， 2P 又作關於 3L 的對稱點 3P ，…， 1−nP 又作關於 nL 的 

對稱點 nP ， nP 又作關於 1L 的對稱點 1+nP ，如此反覆對直線 1L 、 2L 、 3L … nL 對稱點 1P 、 2P 、 3P …， 

mP ，在什麼條件下 mP 會和 0P 重合。 

 

肆、研究設備及器材 

動態幾何繪圖軟體(GSP)、紙、筆 
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伍、研究過程或方法 

 我們先分析線對稱的一些基本的性質後，從二條、三條直線的情形開始研究，再逐步推 

展到一般的 n 條直線的情形。在研究過程中，使用 GSP 來幫助繪圖操作實驗，提供觀察、歸 

納、分析其中的性質。 

我們以 Q＝L(P)表示 Q 點是 P 點以直線 L 為對稱軸的對稱點，因此，P＝L(Q)。 

若 1L ( 0P )= 1P ，且 2L ( 1P )= 2P ，我們以 2L 1L ( 0P )＝ 2P 表示 2P 是由 0P 連續對 1L 、 2L 作對稱的對 

稱點。 

同樣地， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )表示點 0P ，作關於 1L 的對稱點 1P 。 1P 又作關於 2L 的對稱點 2P ，

2P 又作關於 3L 的對稱點 3P ，…， 1−nP 又作關於 nL 的對稱點 nP 。 

mP ＝ jL … 3L 2L 1L nL … 3L 2L 1L ( 0P )，j＝1,2,…n，表示第 m 次的對稱點。 

我們以∠ 1A O 2A 表示以 1A 為起點、O 為頂點、 2A 為終點的有向角。 

∠L1,O,L2 (或者以∠L1,L2) 表示相交於 O 點的二直線 L1 和 L2 的交角，以 L1 為始邊 L2 為終邊的 

有向角。 

 

如上圖，直線 L1 與 L2 交於 O 點，L1 以 O 點為旋轉中心，逆時針方向旋轉α角度與 L2 重 

疊，此時，L2 逆時針方向旋轉 180°－α與 L1 重疊，以∠L1,O,L2＝α (或∠L1, L2＝α) ， 

或∠L2,O, L1＝180°－α (或∠L2, L1＝180°－α) ，來表示此二直線 L1 和 L2 的交角。 

 

 

∠P,O, L 表示以 P 為起點、直線一點 O 為頂點、L 為終邊的有向角。 
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整理得 

1.∠ 0P ,O, mP ＝∠ 0P ,O, kP2 ＝2kθ，m＝2k； 

2.∠ 0P ,O, mP ＝∠ 0P ,O, 12 −kP ＝2x－2(k-1)θ，m＝2k－1。 

 

0P 與 mP 重合的充要條件為∠ 0P ,O, mP  ＝t×360 度，t∈Z。 

 

1.當 m 為偶數時，m＝2k，則∠ 0P ,O, mP ＝∠ 0P ,O, kP2 ＝2kθ。 

一、二條直線的情形 

兩條直線可以分成三種情形討論：(1)兩條直線重疊，(2)兩條直線平行，(3) 兩條直線相

交於一點。下面分析這三種情形。 

(一).若二直線 1L 與 2L 重疊( 1L ＝ 2L )，則對任意一點 P，恆有 P＝ 2L 1L (P)。 

亦即，連續對重疊的二直線作對稱，第二點會和起始點重合， 

2P = 2L 1L ( 0P )= 0P 。 

(二).若二直線 1L 與 2L 平行( 1L // 2L )， AB 長為 1L 與 2L 間的距離， 

且 Q＝ 1L (P)，R＝ 2L (Q)，則 PR // AB 且 PR ＝2 AB 。 

亦即，一點對平行的二直線連續作線對稱，如同沿此二平行線垂直方向作二倍平行線間

距離的平移。因此，連續對平行的二直線作對稱，將不會回到起始點（P≠Q），且 1L 、 2L
沿著它們垂直方向等距離平移，不會影響起點 P 及終點 R 的位置。 

 

(三).若二直線 1L 和 2L 相交於 O 點，交角∠ 1L ,O, 2L ＝θ度， 

且 Q＝ 1L (P)，R＝ 2L (Q)，則∠POR＝2α，且 OROP = 。 

亦即，一點對相交的二直線連續作線對稱，如同對交點作二倍夾角角度的旋轉。且 1L 、 2L  

對交點 O 保持等角旋轉，也不會影響起點 P 及終點 R 的位置。 

 

進一步分析二直線交於一點的情形。 

設相交於 O 點的二直線 1L 和 2L 的交角∠ 1L ,O, 2L ＝θ度，0<θ<180； 

令 1L ( 0P )= 1P ， 2L ( 1P )= 2P ， 1L ( 2P )= 3P ， 2L ( 3P )= 4P ，…， 

1L ( 22 −kP )= 12 −kP ， 2L ( 12 −kP )= kP2 。 

若∠ 0P ,O, 1L ＝x 度，則 ∠ 0P ,O, 1P ＝2x，  

∠ 0P ,O, 2P ＝∠ 0P ,O, 1P + ∠ 1P ,O, 2P ＝2(x+θ－x) ＝2θ， 

∠ 0P ,O, 3P ＝∠ 0P ,O, 1P ＋∠ 1P ,O, 3P  ＝2x－2θ， 

（因為， 2L ( 1P )= 2P ， 1L ( 2P )= 3P ， 3P 是由 1P 對 O 點旋轉二倍

的∠ 2L ,O, 1L ＝－θ的旋轉點。） 

∠ 0P ,O, 4P ＝∠ 0P ,O, 2P ＋∠ 2P ,O, 4P  ＝2θ＋2θ＝4θ， 

∠ 0P ,O, 5P ＝∠ 0P ,O, 3P ＋∠ 3P ,O, 5P  ＝2x－2θ－2θ＝2x－4θ， 

∠ 0P ,O, 6P ＝∠ 0P ,O, 4P ＋∠ 4P ,O, 6P  ＝4θ＋2θ＝6θ，…。 
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由重合的充要條件 2kθ＝t×360，得 k＝t×180／θ。由於 k∈N 且 t∈Z，所以θ∈Q，亦即 mP  要

與 0P 重合，直線 1L 和 2L 的交角∠ 1L ,O, 2L ＝θ度的度數θ必須為有理數。 

令θ＝a／b，a∈Z，b∈Z，且 a，b 互質，(a,b)＝1，則 k＝t×180／θ＝t×180×b／a。 

令 180 和 a 的最大公因數 d=(180, a)，180＝d× 1q ，a＝d× 2q ，( 1q , 2q ) ＝1。 

則 k＝t×180×b／a＝t×d× 1q ×b／d× 2q ＝t× 1q ×b／ 2q 。 

由於 k∈N 且 t∈Z，取 t＝ 2q 可得最小整數 k＝b× 1q 。 

此時，m＝2k＝2×b× 1q ＝2×b×180／d＝360×b／(180, a) 。 

亦即，直線 L1 和 L2 的交角度數θ＝a／b 為有理數，在 m＝360×b／(180, a)時， mP 會與 0P 重合。 

但是 42 屆全國科展作品「點的對稱」的主要結果 m＝360／(180,θ)，只考慮到 L1 和 L2 的交角

度數θ為整數的情形。下圖是以θ＝22.5＝45／2 為例，m＝360×2／(180, 45)＝16， 16P ＝ 0P ，

以及θ＝70＝70／1 為例，m＝360×1／(180, 70)＝36， 36P ＝ 0P 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.當 m 為奇數時，m＝2k－1，則 2x－2(k-1)θ＝t×360。 

由此得 x－(k-1)θ＝t×180，x＝t×180＋(k-1)θ。 

取 t＝0 可得最小正整數 x＝(k－1)θ。 

亦即，當 x＝(k－1)θ時， mP 會與 0P 重合，其中 m＝2k－1。 

例如，選取∠ 0P ,O, 1L ＝x＝4θ度，則 9P 會與 0P 重合。 

選取特殊起始點 0P ，滿足∠ 0P ,O, 1L ＝x＝(k-1)θ，則 12 −kP 會與 0P 重合的情形，在 42 屆全國科

展作品「點的對稱」中沒有討論。下圖是以θ＝(3－1)θ＝2θ為例，m＝2×3－1＝5， 5P ＝ 0P ，

以及θ＝(6－1)θ＝5θ為例，m＝2×6－1＝11， 11P ＝ 0P 。 
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進一步分析二個不同起始點 0P 、 0Q 連續對二直線 1L 、 2L 作對稱所產生的二組對應點 1P ＝ 1L  

( 0P )， 2P ＝ 2L ( 1P )， 1Q ＝ 1L ( 0Q )， 2Q ＝ 2L ( 1Q )。 

(一).若二條直線重疊( 1L ＝ 2L )，則 0P 和 2P 重合（ 0P ＝ 2P ）而且 0Q 和 2Q 重合（ 0Q ＝ 2Q ）。此

時，無論如何選取起點 0P ，連續對 1L 、 2L 作對稱，第二點 2P 一定會和起點 0P 重合， 2P ＝

0P 。 

(二).若二條直線平行( 1L // 2L )，則 20 PP 的中垂線 PL 和 20QQ 的中垂線 QL 會平行， PL // QL ，而

在此情形下，任意起始點 0P 對此二直線 1L 、 2L 作對稱 2P ＝ 2L 1L ( 0P )都不會回到起始點

0P ，亦即 2P ≠ 0P 。 

(三).若二條直線相交於 O 點，則 20 PP 的中垂線 PL 和 20QQ 的中垂線 QL 也會交於 O 點。而在

此情形下，如果 1L 、 2L 相交於點 O，夾角∠ 1L ,O, 2L ＝θ，0<θ<180，則對於起始點 0P ， 

1.若 0P ＝O，恆有 2P ＝ 2L 1L ( 0P )＝ 0P ， 

2.若 1L 和 2L 的夾角∠ 1L ,O, 2L ＝θ為有理數，θ＝a／b，a∈Z，b∈Z，(a,b)＝1， 

則當 m＝360×b／(180, a) 時， mP 會與 0P 重合， mP ＝ 0P 。 

3.若選取起始點 0P 和直線 1L 的夾角∠ 0P ,O, 1L ＝(k－1)θ， 

則當 m＝2k－1， mP 會與 0P 重合， 12 −KP ＝ 0P 。 

這種利用二個不同起始點 0P 、 0Q 所產生的二組對應點的測試方法，我把它叫做雙重測試法。 

 

二、三條直線的情形 

三條直線 1L 、 2L 、 3L ，也可以分成三種情形討論：(1) 2L 、 3L 兩條直線重疊，(2) 2L 、

3L 兩條直線平行，(3) 2L 、 3L 兩條直線相交於一點。下面分析這三種情形。 

(一). 2L 、 3L 兩條直線重疊( 2L ＝ 3L ) 

由於 2L ＝ 3L ，則對任意一點 P，恆有 P＝ 3L 2L (P)。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、

2L 、 3L 作對稱，得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1L ( 0P )。 

(二). 2L 、 3L 兩條直線平行( 2L // 3L ) 

1.若 1L 也平行 2L ，亦即 1L // 2L // 3L ，則可以將 1L 、 2L 沿著它們垂直方向等距離平移，使得 2L  

和 3L 重疊，而 1L 平移至 1K 。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱，得 3P ＝

3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )。 

2.若 1L 不平行 2L ，則形成直線 1L 截二平行線 2L // 3L 的情形。 

(三). 2L 、 3L 兩條直線相交於一點 O 

1.若 1L 也和 2L 交於同一點 O，亦即 1L 、 2L 、 3L 三直線共交於一點，則可以將 1L 、 2L 對交點 O 

保持等角旋轉，使得 2L 和 3L 重疊，而 1L 旋轉至 1K 。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 

3L 作對稱，得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )。 

2.若 1L 和 2L 交於另外一點 Q，則可以將 1L 、 2L 對交點 Q 保持等角旋轉，使得 2L 旋轉至 2K  和 

3L 平行，而 1L 旋轉至 1K 。再令 3K ＝ 3L ，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱，得 

3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 3K 2K 1K ( 0P )。形成直線 1K 截二平行線 2K // 3K 的情形。 

由上面分析，可以得知一點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱，簡化成二種情形：（一）存在一

直線 1K ，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )；（二）存在三直線 1K 、 2K 、 3K ，其中 2K // 3K 而 1K
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和 2K 不平行，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 3K 2K 1K ( 0P )。 

 

(一).存在一直線 1K ，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P ) 

 由於 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )，因此 6P ＝ 3L 2L 1L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K 1K ( 0P )＝ 0P 。亦即，無論

如何選取起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱，第六點 6P 一定會和起點 0P 重合( 6P ＝ 0P )。

也就是說， 1L 、 2L 、 3L 三直線交於一點的情形，對任一起點 0P ， 6P 都會與 0P 重合。 

如果起點 0P 選在直線 1K 上，由 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )＝ 0P ，得到第三點 3P 和起點 0P 重

合。 

如何知道連續對 1L、 2L 、 3L 作對稱，可簡化成對一直線 1K 作對稱， 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )？

又如何找到直線 1K ？雙重測試法： 

若 1K ( 0B )＝ 1B ， 1K ( 0C )＝ 1C ，則 10BB // 10CC 且 10BB 的中垂線 BL 和 10CC 的中垂線 CL 會重合，

BL ＝ CL 。因此，任取相異二點 0P 、 0Q 分別做起始點，連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱後， 3P ＝

3L 2L 1L ( 0P )， 3Q ＝ 3L 2L 1L ( 0Q )，若 30PP 的中垂線 PL 和 30QQ 的中垂線 QL 重合( PL ＝ QL )，則

連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱，可簡化成對一直線 1K 作對稱且此直線 1K 就是 30PP 的中垂線 PL 。 

 

(二).存在三直線 1K 、 2K 、 3K ，其中 2K // 3K 而 1K 和 2K 不平行，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝

3K 2K 1K ( 0P )。 

設 0B 是任一起始點， 1K ( 0B )＝ 1B ， 2K ( 1B )＝ 2B ， 3K ( 2B )＝ 3B 。由於 10BB ⊥ 1K 而 31BB ⊥ 2K ，

所以 3B 不會和 0B 重合， 0B ≠ 3B 。因此，任取相異二點 0P 、 0Q 分別做起始點，連續對 1L 、 2L 、

3L 作對稱後， 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )， 3Q ＝ 3L 2L 1L ( 0Q )，若 30PP 的中垂線 PL 和 30QQ 的中垂線 QL

不重合， PL ≠ QL ，則連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱後的對稱點 mP ，都不會和起點重合， mP ≠ 0P 。 

  

以下說明三直線共交於一點情形。 

設三直線 1L 、 2L 、 3L 相交於 O 點， 1L 、 2L 交角∠L1,O,L2＝θ度，0<θ<180， 2L 、 3L 交

角∠ 2L O, 3L ＝α度，0<α<180；令 1L ( 0P )= 1P， 2L ( 1P )= 2P ， 3L ( 2P )= 3P， 1L ( 3P )= 4P ， 2L ( 4P )= 5P ，

3L ( 5P )= 6P ，…， 1L ( kP3 )= 13 +kP ， 2L ( 13 +kP )= 23 +kP ， 3L ( 23 +kP )= 33 +kP 。 

若∠ 0P ,O, 1L ＝x，則 

∠ 0P ,O, 1P ＝2x， ∠ 0P ,O, 2P ＝2θ， ∠ 0P ,O, 3P ＝∠ 0P ,O, 1P ＋∠ 1P ,O, 3P  ＝2x＋2α， 

(因為， 2L ( 1P )= 2P ， 3L ( 2P )= 3P ，亦即 3P 是由 1P 對 O 點旋轉二倍的∠ 2L O, 3L ＝α度的旋轉點。) 

∠ 0P ,O, 4P ＝∠ 0P ,O, 2P ＋∠ 2P ,O, 4P  ＝2θ－2(α＋θ)＝－2α， 

(因為， 3L ( 2P )= 3P ， 1L ( 3P )= 4P 亦即 4P 是由 2P 對 O 點旋轉二倍的∠ 3L ,O, 1L ＝－(α＋θ)度的

旋轉點。) 

∠ 0P ,O, 5P ＝∠ 0P ,O, 3P ＋∠ 3P ,O, 5P  ＝2x＋2α＋2θ， 

∠ 0P ,O, 6P ＝∠ 0P ,O, 4P ＋∠ 4P ,O, 6P  ＝－2α＋2α＝0。 
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0P 與 mP 重合的充要條件為∠ 0P ,O, mP  ＝t×360 度，t∈Z。 

1.當 m＝6k 時，則 mP 會與 0P 重合，亦即，無論如何 0P 選取， 6P 一定與 0P 重合。 

2.當選取 0P 使得∠ 0P ,O, 1L ＝x＝0 時，則 mP ，m＝6k＋1，會與 0P 重合，亦即，選取 0P 在直線

1L ， 1P 與 0P 重合。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.當 1L 、 2L 交角∠L1,O,L2＝θ＝0 度時，則 mP ，m＝6k＋2，會與 0P 重合，亦即，直線 1L 和直

線 2L 重疊時， 2P 與 0P 重合。 

4.當選取 0P 使得∠ 0P ,O, 1L ＝x＝180－α時，則 mP ，m＝6k＋3，會與 0P 重合，亦即，選取 0P 使

得∠ 1L ,O, 0P ＝α， 3P 與 0P 重合。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.當 2L 、 3L 交角∠ 2L ,O, 3L ＝α＝0 度時，則 mP ，m＝6k＋4，會與 0P 重合，亦即，直線 2L 和

直線 3L 重疊時， 4P 與 0P 重合。 

整理得 

1.∠ 0P ,O, mP ＝0，m＝6k； 

2.∠ 0P ,O, mP ＝2x，m＝6k＋1； 

3.∠ 0P ,O, mP ＝2θ，m＝6k＋2； 

4.∠ 0P ,O, mP ＝2x＋2α，m＝6k＋3； 

5.∠ 0P ,O, mP ＝－2α，m＝6k＋4； 

6.∠ 0P ,O, mP ＝2x＋2α＋2θ，m＝6k＋5； 
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6.當選取 0P 使得∠ 0P ,O, 1L ＝x＝180－(α＋θ)時，則 mP ，m＝6k＋5，會與 0P 重合，亦即，選

取 0P 在直線 3L ， 5P 與 0P 重合。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

排除 2、3、5、6 四種特殊情外，我們可以得到在三條直線共交於一點的情形，對稱 6 次後一

定跳回原位， 6P 一定與 0P 重合。如果適當的選取起始點 0P 使得∠ 0P ,O, 1L ＝x＝180－α時，

亦即 0P 在 1K 上，對稱三次即跳回原位， 3P 與 0P 重合。 

 

三、四條直線的情形 

四條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L ，也可以分成三種情形討論：(1) 3L 、 4L 兩條直線重疊，(2) 

3L 、 4L 兩條直線平行，(3) 3L 、 4L 兩條直線相交於一點。下面分析這三種情形。 

(一). 3L 、 4L 兩條直線重疊( 3L ＝ 4L ) 

由於 3L ＝ 4L ，則對任意一點 P，恆有 P＝ 4L 3L (P)。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、

2L 、 3L 、 4L 作對稱，得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 4L 3L ( 2L 1L ( 0P ))＝ 2L 1L ( 0P )。因此，在此

情形下，連續對四條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，可化簡成連續對二條直線 1L 、 2L 作

對稱。 

 

(二). 3L 、 4L 兩條直線平行( 3L // 4L ) 

1.若 1L 和 2L 重疊，亦即 1L ＝ 2L ，則連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P )

＝ 4L 3L ( 2L 1L ( 0P ))＝ 4L 3L ( 0P )。因此，在此情形下，連續對四條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作

對稱，可化簡成連續對二條直線 3L 、 4L 作對稱。 

2.若 1L 和 2L 平行，亦即 1L // 2L // 3L // 4L ，則可以將 1L 、 2L 沿著它們垂直方向等距離平移，使得

2L 和 3L 重疊，而 1L 平移至 1K 。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，

得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 4L 1K ( 0P )，可化簡成連續對二條直線 1K 、 4L 作對稱。 

3.若 1L 和 2L 相交於一點 O，則可以先將 1L 、 2L 對交點 O 保持等角旋轉，使得 2L 和 3L 平行，

而 1L 旋轉至 1K 。再將 3L 、 4L 沿著它們垂直方向等距離平移，使得 2L 和 3L 重疊，而 4L 平移
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至 2K 。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P )

＝ 2K 1K ( 0P )，可化簡成連續對二條直線 1K 、 2K 作對稱。 

 

(三). 3L 、 4L 兩條直線相交於一點 O 

1.若 1L 和 2L 重疊，亦即 1L ＝ 2L ，則連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P ) 

＝ 4L 3L ( 2L 1L ( 0P ))＝ 4L 3L ( 0P )。因此，在此情形下，連續對四條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作 

對稱，可化簡成連續對二條直線 3L 、 4L 作對稱。 

2.若 1L 和 2L 平行，則可以先將 3L 、 4L 對交點 O 保持等角旋轉，使得 2L 和 3L 平行，而 4L 旋轉

至 2K 。再將 1L 、 2L 沿著它們垂直方向等距離平移，使得 2L 和 3L 重疊，而 1L 平移至 1K 。因

此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )，

可化簡成連續對二條直線 1K 、 2K 作對稱。。 

3.若 1L 和 2L 交於一點 Q，則可以先將 1L 、 2L 對交點 Q 保持等角旋轉，使得 2L 通過 O 點，而 1L
旋轉至 1K 。再將 3L 、 4L 對交點 O 保持等角旋轉，使得 3L 通過 Q 點，而 4L 旋轉至 2K 。此時，

2L 和 3L 旋轉後重疊在一起， 2L ＝ 3L 。因此，對於任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作

對稱，得 4P ＝ 4L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )，可化簡成連續對二條直線 1K 、 2K 作對稱。如下

圖所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上面三種情形的討論，我們發現重要的性質：任意一點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作

對稱，可以化簡成連續對二條直線 1K 、 2K 作對稱，亦即 4L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )。這個重

要性質可以簡化問題。也就是說，偶數條直線作對稱可以簡化成對兩條直線作對稱來討論，

奇數條直線作對稱可以簡化成對三條直線作對稱來討論。 
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陸、研究結果 

一、偶數條直線的情形 

分成共交於一點及不共交於一點的情形討論。 

(一).偶數條共交於一點 

設相交於 O 點的偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL ， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )，表示

點 0P 作關於 1L 的對稱點 1P 。 1P 又作關於 2L 的對稱點 2P ， 2P 又作關於 3L 的對稱點 3P ，…，

1−nP 又作關於 nL 的對稱點 nP 。 

點 0P 對此偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱點可簡化成對二條直線 1K 、 2K 作

對稱， 1K ＝ 1L 。下圖以 4 條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 為例，簡化成對二條直線 1K 、 2K 作對稱。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

令 0A ＝ 0P ， 1K ( 0A )= 1A ， 2K ( 1A )= 2A ， 1K ( 2A )= 3A ， 2K ( 3A )= 4A ，…， 1K ( 22 −kA )= 12 −kA ， 2K  

( 12 −kA )= kA2 。則可得到對應關係： 0A ＝ 0P ， 1A ＝ 1P， 2A ＝ nP ， 3A ＝ 1+nP ， 4A ＝ nP2 ， 5A ＝ 12 +nP ，

6A ＝ nP3 ， 7A ＝ 13 +nP ， 8A ＝ nP4 ，…， tA2 ＝ tnP ， 12 +tA ＝ 1+tnP 。 

由於連續對二直線 1K 、 2K 作對稱，當 2k＝360×b／(180, a)時，θ＝a／b 為有理數， kA2 會和 0A
重合。亦即，在直線 1K 和 2K 的交角度數θ＝a／b 為有理數，在 m＝360×b／(180, a)時， kA2 會

與 0A 重合。 

因此，連續對偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱作對稱，當∠ 1L ,O, 2L ＋∠ 3L ,O, 

4L ＋…＋∠ 1−nL ,O, nL ＝θ＝a／b 為有理數，在 2K＝360×b／(180, a)時， knP 會和 0P 重合。 

下圖以 6 條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、 5L 、 6L 為例，簡化成對二條直線 1K 、 2K 作對稱，其中

∠ 1L ,O, 2L ＋∠ 3L ,O, 4L ＋∠ 5L ,O, 6L ＝θ＝60 度。2K＝360×1／(180, 60)＝6， 18P ＝ 0P 。 
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由於連續對二直線 1K 、 2K 作對稱，當∠ 0A ,O, 1K ＝x＝(k－1)θ時，則 12 −kA 會和 0A 重合。 

因此，連續對偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱作對稱，適當選取起始點 0P ，

滿足∠ 0P ,O, 1L ＝x＝(k－1)θ時，則 1)1( +− nkP 會和 0P 重合。 

下圖是以∠ 0P ,O, 1L ＝(3－1)θ＝2θ為例，m＝(3-1)×4＋1＝9， 9P ＝ 0P 。 
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(二).偶數條不共交於一點 

由於連續對四條直線作對稱，可以簡化成對二條直線作對稱。因此分析偶數條直線也可

以化簡成對二條直線作分析。設點 0P ＝ 0A 對此偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作

對稱點 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )，簡化成對二條直線 1K 、 2K 作對稱 2A ＝ 2K 1K ( 0A )， nP ＝ 2A 。

我們可以先分析二條直線的情形，再回覆到一般偶數條直線的情形。 

討論二個不同起始點 0B 、 0C 及所產生的二組對應點 1B ＝ 1K ( 0B )、 2B ＝ 2K ( 1B )、 1C ＝

1K ( 0C )、 2C ＝ 2K ( 1C )。 

1.若二條直線平行， 1K // 2K ，則 20 BB 的中垂線 BL 和 20CC 的中垂線 CL 會平行， BL // CL ，而在

此情形下，任意起始點 0A 對此二直線 1K 、 2K 作對稱 2A ＝ 2K 1K ( 0A )都不會回到起始點 0A ，

亦即 2A ≠ 0A 。 

2.若二條直線相交於 O 點，則 20 BB 的中垂線 BL 和 20CC 的中垂線 CL 也會交於 O 點。而在此情

形下，若選取起始點 0A ＝O，對此二直線 1K 、 2K 作對稱 2A ＝ 2K 1K ( 0A )＝ 0A ＝O。 

相同的方法應用到一般偶數條直線的情形，選取二相異的起始點 0B 、 0C 連續對偶數條直線

1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱點 nB ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0B )， nC ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0C )後，在

做 nBB0 的中垂線 BL 和 nCC0 的中垂線 CL 。如果此二中垂線相交，則可以選取此交點作為起

始點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱點 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )，會回到起始點

0P ， nP ＝ 0P 。使用雙重測試法，以便測出適當的起始點，使得第 n 點會跳回起始點。 

 

二、奇數條直線的情形 

分成共交於一點及不共交於一點的情形討論。 

(一).奇數條共交於一點 

設相交於 O 點的奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL ，n=2m+1， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )， 

表示點 0P 作關於 1L 的對稱點 1P 。 1P 又作關於 2L 的對稱點 2P ， 2P 又作關於 3L 的對稱點 3P ，…， 

1−nP 又作關於 nL 的對稱點 nP 。點 0P 對此奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱點 

可簡化成對三條直線 1K 、 2K 、 3K ，其中 1K ＝ 1L ， 3K ＝ nL 。 

令 0A ＝ 0P ， 1K ( 0A )= 1A ， 2K ( 1A )= 2A ， 3K ( 2A )= 3A ， 1K ( 3A )= 4A ， 2K ( 4A )= 5A ， 

3K ( 5A )= 6A ，…， 1K ( kA3 )= 13 +kA ， 2K ( 13 +kA )= 23 +kA ， 3K ( 23 +kA )= 33 +kA 。 

令 1L ( 0P )= 1P ， 2L ( 1P )= 2P ， 3L ( 2P )= 3P ，…， nL ( 1−nP )= nP ， 1L ( nP )= 1+nP ， 2L ( 1+nP )= 2+nP ， 

3L ( 2+nP )= 3+nP ，…， nL ( 12 −nP )= nP2 ，…， 1L ( knP )= 1+knP ，…。 

則可得到對應關係： 0A ＝ 0P ， 1A ＝ 1P ， 2A ＝ 1−nP ， 3A ＝ nP ， 4A ＝ 1+nP ， 5A ＝ )1( −+ nnP ＝ 12 −nP ， 

6A ＝ nP2 ， 7A ＝ 12 +nP ， 8A ＝ )1(2 −+ nnP ＝ 13 −nP ， 9A ＝ nP3 ，…， tA3 ＝ tnP ， 13 +tA ＝ 1+tnP ， 23 +tA ＝ 

)1( −+ ntnP ＝ 1)1( −+ ntP 。 
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由於連續對對三條直線 1K 、 2K 、 3K 作對稱，第 6 次會跳回原位， 6A ＝ 0A 。 

因此，對奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL ，n＝2m+1，連續作對稱， nP2 會和 0P 重合。 

例如：當連續對 5 條直線作對稱，n＝5，則 10P ＝ 0P 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

當連續對 7 條直線作對稱，n＝7，則 14P ＝ 0P 。 
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(二).奇數條直線不共交於一點的情形 

由於連續對四條直線作對稱，可以簡化成對二條直線作對稱。因此分析奇數條直線也可 

以化簡成對三條直線作分析。設點 0P ＝ 0A 對此奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作 

對稱點 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )，簡化成對三條直線 1K 、 2K 、 3K 作對稱 3A ＝ 3K 2K 1K ( 0A )， nP  

＝ 3A 。如同偶數條直線的情形，我們可以用雙重測試法先分析三條直線的情形，再回覆到一 

般奇數條直線的情形。 

雙重測試法： 

由於連續對三條直線 1K 、 2K 、 3K 作對稱，當∠ 0A ,O, 1K ＝x＝180－α時，α＝∠

2K ,O, 3K ， 3A 會和 0A 重合。 

因此，連續對偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱作對稱，適當選取起始點 0P ，

滿足∠ 0P ,O, 1L ＝x＝180－α時，或∠ 1L ,O, 0P ＝α，則 nP 會和 0P 重合。 

例如：當連續對 7 條直線作對稱，n＝7，選取起始點 0P 使得∠ 1L ,O, 0P ＝α＝∠ 2K ,O, 3K ，則

7P ＝ 0P 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 三條直線再化簡成一直線 1K 的情形 

若 1K ( 0B )＝ 1B ， 1K ( 0C )＝ 1C ，則 10BB // 10CC 且 10BB 的中垂線 BL 和 10CC 的中垂線 CL 會重

合， BL ＝ CL 。因此，任取相異二點 0P 、 0Q 分別做起始點，連續對奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、

4L 、…、 nL 作對稱後， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )， nQ ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0Q )，若 nPP0 的中垂線 PL

和 nQQ0 的中垂線 QL 重合( PL ＝ QL ＝ 1K )，則選取起始點 0P 在中垂線 PL 上連續對 1L 、 2L 、

3L 、 4L 、…、 nL 作對稱，會回到起始點 0P ＝ nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )。 

 

2. 三直線 1K 、 2K 、 3K ，其中 2K // 3K 而 1K 和 2K 不平行的情形 

設 0B 是任一起始點， 1K ( 0B )＝ 1B ， 2K ( 1B )＝ 2B ， 3K ( 2B )＝ 3B 。由於 10BB ⊥ 1K 而 31BB ⊥
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柒、討論 

 由於連續對 n 條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作線對稱可依 n 為偶數或奇數化簡成對 2

條或 3 條直線作線對稱。當分析任意一點 P 連續對 n 條直線作線對稱，在什麼條件下，會重 

合到起始點時，可以化簡成 2 條或 3 條直線的情形討論。我們將所分析的性質，整理成下列 

結果。 

 

一. 設二個不同起始點 0P 、 0Q 連續對二直線 1L 、 2L 作對稱所產生的二組對應點 

1P ＝ 1L  ( 0P )， 2P ＝ 2L ( 1P )， 1Q ＝ 1L ( 0Q )， 2Q ＝ 2L ( 1Q )。 

(一).若 0P 和 2P 重合（ 0P ＝ 2P ）且 0Q 和 2Q 重合（ 0Q ＝ 2Q ），則此二條直線重疊( 1L ＝ 2L )。 

(二).若 20 PP 的中垂線 PL 和 20QQ 的中垂線 QL 平行， PL // QL ，則此二條直線平行( 1L // 2L )。 

(三).若 20 PP 的中垂線 PL 和 20QQ 的中垂線 QL 交於 O 點，則此二條直線也交於 O 點。 

 

二. 設點 0P 連續對二直線 1L 、 2L 作對稱的第 m 次的對稱點為 mP ＝ jL … 2L 1L 2L 1L ( 0P )，j＝1,2。

(一).若 1L 、 2L 重疊（ 1L ＝ 2L ），則對任意一點 0P ， 2P 會與 0P 重合， 2P ＝ 2L 1L ( 0P )＝ 0P 。 

(二).若 1L 、 2L 平行（ 1L // 2L ），則對任意一點 0P ， 2P 不會與 0P 重合， 2P ＝ 2L 1L ( 0P )≠ 0P 。 

(三).若 1L 、 2L 相交於點 O，夾角∠ 1L ,O, 2L ＝θ，0<θ<180，則 

1.若 0P ＝O，恆有 2P ＝ 2L 1L ( 0P )＝ 0P ， 

2.若 1L 和 2L 的夾角∠ 1L ,O, 2L ＝θ為有理數，θ＝a／b，a∈Z，b∈Z，(a,b)＝1， 

　則當 m＝360×b／(180, a) 時， mP 會與 0P 重合， mP ＝ 0P 。 

3.若選取起始點 0P 和直線 1L 的夾角∠ 0P ,O, 1L ＝(k－1)θ， 

　則當 m＝2k－1， mP 會與 0P 重合， 12 −KP ＝ 0P 。 

 

三. 設二個不同起始點 0P 、 0Q 連續對二直線 1L 、 2L 、 3L 作對稱所產生的二組對應點 

1P ＝ 1L  ( 0P )， 2P ＝ 2L ( 1P )， 3P ＝ 3L ( 1P )， 1Q ＝ 1L ( 0Q )， 2Q ＝ 2L ( 1Q )， 3Q ＝ 3L ( 2Q )。 

(一).若 30PP 的中垂線 PL 和 30QQ 的中垂線 QL 重合( PL ＝ QL )，則連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱， 

可簡化成對一直線 1K 作對稱且此直線 1K 就是 30PP 的中垂線 PL 。 

(二).若 30PP 的中垂線 PL 和 30QQ 的中垂線 QL 不重合， PL ≠ QL ，則存在三直線 1K 、 2K 、 3K ，

2K ，所以 3B 不會和 0B 重合， 0B ≠ 3B 。因此，任取相異二點 0P 、 0Q 分別做起始點，連續 

連續對奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱後， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )， nQ ＝ nL … 

3L 2L 1L ( 0Q )，若 nPP0 的中垂線 PL 和 nQQ0 的中垂線 QL 不重合， PL ≠ QL ，則任一起始點 0P  

連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱後的對稱點 mP ，都不會和起點重合， mP ≠ 0P 。 
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其中 2K // 3K 而 1K 和 2K 不平行，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 3K 2K 1K ( 0P )。 

 

四. 設點 0P 連續對二直線 1L 、 2L 、 3L 作對稱的第 m 次的對稱點為 

mP ＝ jL … 3L 2L 1L 3L 2L 1L ( 0P )，j＝1,2,3。 

(一).若存在一直線 1K ，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )，則任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 作

對稱，第六點 6P 一定會和起點 0P 重合( 6P ＝ 0P )。如果起點 0P 選在直線 1K 上，則第三點 3P
和起點 0P 重合。 

(二).若存在三直線 1K 、 2K 、 3K ，其中 2K // 3K 而 1K 和 2K 不平行，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝

3K 2K 1K ( 0P )，則任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 作對稱，都不會和起點 0P 重合。 

 

五. 任意一點點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 作對稱，可以化簡成連續對二條直線 1K 、 2K  

作對稱，亦即 4L 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )。 

 

六. 設點 0P 對偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱點，則可簡化成對二條直線 1K 、

2K 作對稱。若 0A ＝ 0P ， 1K ( 0A )= 1A ， 2K ( 1A )= 2A ， 1K ( 2A )= 3A ， 2K ( 3A )= 4A ，…，

1K ( 22 −kA )= 12 −kA ， 2K  ( 12 −kA )= kA2 ，則可得到對應關係： 0A ＝ 0P ， 1A ＝ 1P ， 2A ＝ nP ， 3A
＝ 1+nP ， 4A ＝ nP2 ， 5A ＝ 12 +nP ， 6A ＝ nP3 ， 7A ＝ 13 +nP ， 8A ＝ nP4 ，…， tA2 ＝ tnP ， 12 +tA ＝ 1+tnP 。 

 

七. 設二個不同起始點 0P 、 0Q 連續對偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱所產

生的二組對應點， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )， nQ ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0Q )。 

(一).若 0P 和 nP 重合（ 0P ＝ nP ）且 0Q 和 nQ 重合（ 0Q ＝ nQ ），則可化簡為二條重疊直線 1K 、

2K ( 1K ＝ 2K )，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )。 

(二).若 nPP0 的中垂線 PL 和 nQQ0 的中垂線 QL 平行， PL // QL ，則可化簡為二條平行直線 1K 、

2K ( 1K // 2K )，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )。 

(三).若 nPP0 的中垂線 PL 和 nQQ0 的中垂線 QL 交於 O 點，則可化簡為交於 O 二條點直線 1K 、

2K ，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )。 

 

八. 設點 0P 連續對偶數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱，化簡成對二條直線 1K 、 2K
作對稱，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )＝ 2K 1K ( 0P )。 

(一).若 1K 、 2K 重疊（ 1K ＝ 2K ），則對任意起點 0P ， nP 會與 0P 重合， nP ＝ 0P 。 

(二).若 1K 、 2K 平行（ 1K // 2K ），則對任意一點 0P ， nP 不會與 0P 重合， nP ≠ 0P 。 

(三).若 1K 、 2K 相交於點 O，夾角∠ 1K ,O, 2K ＝θ，0<θ<180，則 

1.若 0P ＝O，恆有 nP ＝ 0P ， 

2.若 1K 和 2K 的夾角∠ 1K ,O, 2K ＝θ為有理數，θ＝a／b，a∈Z，b∈Z，(a,b)＝1， 

　則當 2K＝360×b／(180, a) 時， knP 會與 0P 重合， knP ＝ 0P 。 

3.若選取起始點 0P 和直線 1K 的夾角∠ 0P ,O, 1K ＝(k－1)θ， 
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捌、結論 

我們研究的主題主要在探討在一個平面上給定 n 條直線 1L 、 2L 、 3L … nL ，若有一點 0P ， 

作關於 1L 的對稱點 1P 。 1P 又作關於 2L 的對稱點 2P ， 2P 又作關於 3L 的對稱點 3P ，…， 1−nP 又作 

關於 nL 的對稱點 nP ， nP 又作關於 1L 的對稱點 1+nP ，如此反覆對直線 1L 、 2L 、 3L … nL 對稱點 1P 、

2P 、 3P …， mP ，在什麼條件下 mP 會和 0P 重合。這個問題在第 42 屆全國科展中作品「點的對 

稱」只討論兩條相交的直線 1L 、 2L 的情形。我門先從二條、三條、四條直線的情形開始研究， 

再逐步推展到一般的 n 條直線的情形。 

   在研究過程中，從線對稱性質，分析四條直線情形，發現任一點依序對四條直線作線對稱，

可以簡化成依序對二條直線作線對稱。這個重要性質，對 n 條直線連續作線對稱可依 n 為偶數 

或奇數化簡成對 2 條或 3 條直線作線對稱。當分析任意一點 P 連續對 n 條直線作線對稱，在什 

麼條件下，會重合到起始點時，可以化簡成 2 條或 3 條直線的情形討論。 

分析 2 條以及 3 條直線的情形後，發展出一種雙重起始點測試法，對給定 n 條直線，會 

重合到起始點的的條件以及作圖法。 

　則當 m＝(k－1)n＋1， mP 會與 0P 重合， 1)1( +− nkP ＝ 0P 。 

 

九. 設二個不同起始點 0P 、 0Q 連續對奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 連續作對稱所產

生的二組對應點， nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )， nQ ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0Q )。 

(一).若 nPP0 的中垂線 PL 和 nQQ0 的中垂線 QL 重合， PL ＝ QL ，則可化簡為對一條直線 1K （ 1K

＝ PL ＝ QL ）作對稱，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )。 

(二).若 nPP0 的中垂線 PL 和 nQQ0 的中垂線 QL 不重合， PL ≠ QL ，則可化簡為對三條直線 1K 、

2K 、 3K 作對稱，其中 2K // 3K 而 1K 和 2K 不平行，使得 3P ＝ 3L 2L 1L ( 0P )＝ 3K 2K 1K ( 0P )。 

 

十. 設點 0P 連續對奇數條直線 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱的第 m 次的對稱點為 

mP ＝ jL … 3L 2L 1L nL … 3L 2L 1L ( 0P )，j＝1,2,3…,n。 

(一).若存在一直線 1K ，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )＝ 1K ( 0P )，則任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、

3L  、 4L 、…、 nL 作對稱，第 2n 點 nP2 一定會和起點 0P 重合( nP2 ＝ 0P )。如果起點 0P 選

在直 線 1K 上，則第 n 點 nP 和起點 0P 重合( nP ＝ 0P )。 

(二).若存在三直線 1K 、 2K 、 3K ，其中 2K // 3K 而 1K 和 2K 不平行，使得 nP ＝ nL … 3L 2L 1L ( 0P )

＝ 3K 2K 1K ( 0P )，則任一起點 0P ，連續對 1L 、 2L 、 3L 、 4L 、…、 nL 作對稱，都不會和

起點 0P 重合， nP ≠ 0P 。 
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玖、參考資料及其他 

1. 南一版高中數學第一冊 4-4 線對稱、平移。 

2. 南一版數學甲（上）3-2 直線的旋轉基本概念。 

3. 中華民國第四十二屆全國科展作品「點的對稱」。

1.  



評    語 

040404  對稱跳躍回原點 

1. 若用代數方法處理，可更為簡潔。 

2. 本作品頗具用心，對於問題的探討亦有深度。
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