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壹、 摘要  

在實驗中，我們探討表面張力與最短距離方面的問題，研究肥皂膜形成圖形的物理意義。

在我們的觀察中，肥皂膜會於支持物間形成連線，若支持物是三支柱子以上，在其間形成路

徑的總和最短。我們試著在多柱體間利用此性質修建最短連線，並利用數學模型及力學原理

找出肥皂膜最短路徑的原因。整體的研究過程可以粗略地分成下列幾點： 

一、驗証最短距離 

二、利用力學解釋原因  

三、分析各情形所表示的意義 

四、理論地預測出最短距離連線圖形 

 

 

 

貳、 研究動機 

    與同學們在玩肥皂泡泡時，看到如果兩個以上的肥皂泡泡碰在一起時，各接觸面會有蠻

有趣的幾何圖形。這些幾何圖形與數學、物理間有什麼關係?我們一直很想進行詳細地分析。

當物理課程學到表面張力時，知道肥皂泡泡的薄膜有表面張力的作用。不僅如此，我們發現

我們所看到的現象和某些數學幾何性質有關，於是我們決定以肥皂膜為主題，闡述其特殊現

象並加以深入研討。 
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參、 研究目的 

初期嘗試性地做了幾次實驗，分析後發現，肥皂膜形成的交線會形成圖形內之節點。在

比對數學的幾何意義之後，我們推論，這些膜上之節點會滿足法國數學家費瑪所提出之最短

路徑原則―費瑪點﹝節點到各個頂點之距離和會最短﹞，根據黃光明教授於貝爾實驗室的研

究成果，並參考多方資料，我們利用數學基本架構和力學模型加以證明我們的基本推論。 

由於牽涉到多種不同的靜力分析，我們將進行多重比對的工作以確立出共同相似性，在

還不清楚完整的理論的情況下，我們認為只有依據實驗所得之數據進行分析，或許過程不臻

完善但就現有資料進行力學模型架構分析，相信應該能得到完整性的結論。 

 

 

肆、 研究設備及器材 

一、正多邊形壓克力模型：於兩片壓克力板之間夾圓柱，圓柱排列

成多邊形，如右圖。共有三、四、五、

六、八邊等多邊形。 

二、任意多邊形：如右圖，圓柱可任意移動，排列成任意多邊形。 

三、溶液配方：甘油 15ml、清潔劑 60ml、水 925ml 

          （配成 1公升溶液） 

四、數據分析：電腦程式―Mathematica 

五、其他：吸管、照相機、錄影機 
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伍、 研究過程 

一、 正多邊形模型： 

1. 將壓克力模型浸入溶液後緩慢取出，靜置後調整形狀。 

2. 紀錄、分析薄膜形成之圖形。 

3. 運用程式協助，尋找力學模型。 

 
二、 薄膜移動觀察 

1. 將壓克力模型浸入溶液後緩慢取出，靜置後調整形成封閉膜。 

2. 將封閉膜內空氣抽去，使氣室盡量縮小。 

      
3. 破壞封閉膜，紀錄薄膜移動情形。 

 
三、 任意多邊形模型： 

以任意多邊形模型重複一、之步驟 1.〜3.。 

 

陸、 實驗結果 
一、 正多邊形模型 

(一) 正三角形 
1. 封閉膜： 

(1) 於三個柱體內部形成一封閉圖形。 

(2) 此圖形極不穩定，氣室大小隨著實驗時給

與的空氣多寡而不同。 

 

實驗工作台 針筒抽氣將氣室空氣移出 
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2. 不封閉膜 
(1) 於三個柱體內部形成一節點。 

(2) 節點所延伸之交線，交角皆為 °120 。 

(3) 若試著破壞節點之平衡（牽引移動節

點），發現節點均會回到原位置，自行調

整為平衡狀態。 

 

(二) 正四邊形 
1. 封閉膜 

(1) 於四個柱體內部形成一封閉圖形。 

(2) 與三角形封閉圖形類似，不穩定且不固

定，氣室大小隨著實驗時給與的空氣多寡

而不同。 

 

2. 不封閉膜 
(1) 在四個柱體間各交線形成兩節點。 

(2) 節點不穩定，形成形狀大致類似。 

(3) 延伸之交線交角均為 °120 。 

(4) 不確定是否同一模型所形成之費瑪點為

唯一解。 

(5) 擾動後，圖形樣式不變。 

 

(三) 正五邊形 
1. 封閉膜 

(1) 於五個柱體內部形成一封閉圖形。 

(2) 中央氣室間所連接之薄膜，隨邊數增加其

曲度減少。 
(3) 擾動後較不易受擾動影響但易破裂。 

 

2. 不封閉膜 
(1) 在五個柱體中形成三節點。 

(2) 形成之圖形較特殊，可能與其數學性質有

關。 

(3) 節點間交線夾角皆為 120o，滿足等權三鎮
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情形﹝於《柒、討論》中再述﹞。 

註：重複實驗，得知三、四、五邊形模型形成之圖形為唯一解。 

 

(四) 正六邊形 
1. 封閉膜 

(1) 形成六個節點之封閉狀態，且節點連線為

正六邊形。 

(2) 節點交線交角為 120o，可知薄膜交會點之

交角皆為 120o。 

 

2. 不封閉膜 
(1) 有三種不同圖形 

        

 
(2) 圖一：中心對稱，薄膜間距皆相等。 

(3) 圖二及圖三：將圖一加以擾動，可形成另兩種圖形。 

a. 圖二類似封閉，是以柱子為主體的貫軸形狀。 

b. 圖三是以中心為旋轉對稱的圖形。 

 

圖形種類 中心對稱 

（圖一） 

貫軸形 

（圖二） 

旋轉對稱形 

（圖三） 

節點數 4 0 4 
表一 

圖二﹝貫軸形﹞ 

圖三﹝旋轉對稱形﹞ 

圖一﹝中心對稱形﹞ 
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(五) 正八邊形 
1. 封閉膜 

(1) 有八個節點且形成八邊形。 

(2) 因八邊形內角＞120o，因此八邊形封閉膜

會內曲，以滿足交角 120o。 

 

2. 不封閉膜 
(1) 共有五種不同圖形 

        
 

        
圖四﹝中軸對稱形 II﹞ 圖三﹝無對稱性形﹞ 

圖二﹝中軸對稱形 I﹞ 

0.0%
10.0%
20.0%
30.0%
40.0%
50.0%
60.0%
70.0%
80.0%
90.0%

100.0%

中心 貫軸 旋轉

中心

貫軸

旋轉

《附圖說明：我們將作實驗次數統計，上表為各圖形出現的機率。》 

圖一﹝貫軸形﹞ 
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(2) 圖一：與六邊形不封閉貫軸形類似，無節點生成，出現次數高且最穩定。 

(3) 圖二〜五：擾動後可形成另四種圖形，但較不穩定。 

(4) 各圖形節點數之比較如下： 

 

 

 

 

 

0.0%
10.0%
20.0%
30.0%
40.0%
50.0%
60.0%
70.0%
80.0%
90.0%

100.0%

中I 貫 旋 中II 無

中軸對稱I

貫軸

旋轉對稱

中軸對稱II

無對稱性

上圖說明：我們將作實驗次數統計之後用百分比表示。由圖可知，在八

邊形中仍是以貫軸形為主要圖形，但是圖形樣式增為五種。 

圖五﹝旋轉對稱形﹞ 

貫軸形 
中軸對稱

形﹝I﹞ 
無對稱性形 

中軸對稱

形﹝II﹞ 
旋轉對稱形 圖

形

種

類 （圖一） （圖二） （圖三） （圖四） （圖五） 

節

點

數 
0 6 4 2 4 

表二 節點數 
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二、 薄膜移動觀察 
錄影記錄後，擷取部分影像如下圖： 

 

 

 

 

 

六邊形： 五邊形： 
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三、 任意多邊形模型 

(一) 三邊形 

1. 柱子圍成的三角形之內角皆≦120°時，會形成一節點。

 

2. 當其中一角＞120°時，雖會形成節點，但因受力不平衡，節點向角度大之方

向移動而連上柱體。 

 

(二) 四邊形 

在不同形狀的四邊形柱體間恆形成類似的圖形。 

      

(三) 五邊形及六邊形： 
在五邊形及六邊形柱體間形成的圖形，不易分類。 
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柒、 討論 

一、 總論 
(一) 表面張力 

1. 在液面上之分子受到內部分子之吸引力，因受力不平

衡，有一向內之淨力，使液體表面收縮成最小，此即

表面張力。 

2. 表面張力大小：在液面邊緣處，單位長度所受垂直之

拉力。 

⇒因薄膜受表面張力作用且大小相等，薄膜於節點所形

成的交角必為 120o。 

 

(二) 費瑪定理 
1. 等權三鎮： 

如右圖，以三角形 ABC∆ 三邊，分別向外做正三角

形如圖一，這三個正三角形的外接圓相交於點 P 

則 min=++ PCPBPA 。 
2. 證明： 

在三角形中任取一點 E， EP ≠  

則 ECEBEAPCPBPA ++≤++ 。 
我們知道 PAGB為一凸四邊形，根據 Ptolemy定理： 

ABEGAGEBBGEA ⋅≥⋅+⋅  
且 BGAGAB == ， EGEBEA ≥+  

等式再加EC ⇒ GCECEGECEBEA ≥+≥++  

即 ECEBEAPCPBPA ++≤++  
前一個等號代表 EAGB共圓，後ㄧ等號代表 G,P,C共線 

故當 E=P時，會有極值產生。 

 

(三) 最小表面積 
進行實驗時，發現在三角形中所形成的節點符合數學中費馬點的特徵，即由此

點與各頂點間的連線總長最小，以下是我們利用類推的方式提出解釋。 

1. 在表面張力和內聚力的作用下，薄膜表面積會呈現最小狀態，由此可解釋實

驗所得的現象。 



 11 

2. 在四邊形中會形成兩個節點而各成為等權三鎮，不是一個等權四鎮(在一個四

邊形中尋找一個點(兩對角線的交點)，此點與各頂點的距離總和為最小)，且

四邊以上的圖形都只會形成三鎮。 

3. 利用最小表面積的想法解釋： 

例如， 

邊長為1的正方形中 

其等權四鎮所得之總長為 22  

而等權三鎮的兩個節點所得之總長為 

31)
32

1
2
1(2

3
4

+=−×+ ＜ 22  

⇒在正方形中符合我們的想法 

由此可推論多邊形亦是如此。 

 

二、 物理推論 
（一） 正 N邊形以上多邊圖形分析 

1. 封閉膜 
(1) 封閉膜的形成： 

將模型從溶液取出時使空氣進入，再作適當調整即可形成氣室。 

(2) 形成條件： 

a. 薄膜於節點所形成的交角必為 120o。 

b. 氣室內空氣的壓力作用力大小＝大氣壓力之總力＋薄膜向內的收縮力。 

(3) 正三角形： 

三角形內部出現氣室時，薄膜外曲。由條件(1)，膜之間夾角需為 120o方

能達到淨力平衡，測量後，角度大約在 118.5~120.5左右，符合我們的假

設。 

(4) 正四邊形： 

正四邊形之氣室與三角形相似，膜的曲度比三角形封閉圖形小，薄膜於節

點所形成的交角皆近似於 120o。 

(5) 正五邊形： 

三四邊形類似，但其曲度更小，由此可推論，當邊數為六時曲度為 0，若

小於六會向外凸，大於六則向內凹。 

(6) 正六邊形： 

正六邊形的內角皆為 120o，因此收縮後薄膜間的角度剛好

是 120o，薄膜不會彎曲。 

 

 A 

B 

C 

D 

1 

2
2  

P 
S T 
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(7) 正七邊形： 

預估圖形如右，因角度特殊較難精確實驗操作，僅作圖預

估。 

(8) 正八邊形： 

正八邊形的內角為 135°，因此收縮時薄膜會內凹，使薄膜

夾角互為 120o。為符合條件(1)&(2)，會形成右圖之形狀。 

※由以上推論，我們認為，在內部空氣為定值下，所形成的

圖形為唯一解。 

(9) 正 n邊形(推測)： 

由以上推論可知，邊數越多，其內角越大，薄膜彎曲情況

會更明顯。 

 
2. 封閉圖形最短距離探討 
實驗發現封閉情況中，薄膜為保持力平衡而彎曲。另

由總論(二)，可證明封閉膜形成的路徑比未封閉的還

長。證明如下： 

(1) 三角形： 

如圖一，因曲線比直線長，且由總論(二)可得 

GFGEDGEDFEDF ++>++  
所以封閉膜的路徑較長。 

(2) 四邊形： 

四邊形和三角形的證法相同，如圖二，先考慮膜

為直線即可。 

(3) 六邊形： 

如右圖三，設  BH//PM ⇒ MHPB =  
又△AMP為正三角形 

⇒ MHAMPBAPAB +=+=  
所以黑色線條總長＝紅色線條總長。 

(4) 六邊以上圖形： 

因膜會彎曲，可知其總長不是最短路徑。 

由此可知，當圖形為封閉時，最短路徑不存在 

 

3. 不封閉膜 
(1) 正三角形 

薄膜形成時，因大氣壓力作用，薄膜會向內塌縮（如下頁圖），節點所受

合力向內，因此會聚向中心點。 

圖一 

圖二 

圖三 
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(2) 正四邊形 

a. 如下頁圖左，理想的狀態下，正方形薄膜四面塌縮的速率相等，所以

會先往中心聚成一點，但稍受擾動後，即會再尋找更穩定的狀態。 

b. 任意四邊形之邊長不等，塌縮速率不盡相同，節點不會先聚在中心，

而是直接形成最穩定狀態(如下頁圖右)。 

c. 實驗時，因無法做到理想狀態，會看到正方形亦會直接形成最穩定狀

態。 

 
(3) 正五邊形 

根據實驗結果，三角形形成一個節點，而四邊形形

成兩個，五邊形形成三個，因此可歸類三到五邊形

為同一種形成方式。 

無空氣 
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(4) 正六邊形 

六邊形所形成之圖形共有三種，每一種圖形都有其獨立之對稱性。可細

分以下幾種圖形： 

a. 中心對稱：兼備點與線之對稱，且各節點之連接膜夾角均為 120o。 

b. 貫軸形：貫串各柱體所形成的圖形，其出現次數為最多。 

c. 旋轉對稱形：以中心為旋轉中心對稱之圖形。 

以上三種若加以擾動，則會互相變動。 

(5) 正八邊形 

八邊形共有五種不封閉型，不一定有對稱性。當八邊形為貫軸形時，不

容易改變其狀態。當節點移動尋求平衡時，可能以系統總能量為最小之趨勢

形成圖形。因此我們將試著去預測節點位置，尋找共通性。 

 
（二） 力與節點之相互關係 

 
1. 表面能量與力之關係 

設有一節點 A，受到三力作用而產生位移到平衡點 B。假設，在能量低

點的節點(即 B點)位能為零，則 A點的位能大小為淨力對 A移至 B所作之

功，也就是表面能量相對大小。 

如右圖，節點 A由淨力作功，產生位移後(至 B

點)達力平衡。由此即可得此點之相對位能。 

 
註：此力與路徑有關，且三力所夾之角會隨節點位置

而改變。 

 
(1) 推導： 

設某節點受三力影響，三力大小相等，合力與一力

夾角θ，而其中一力又與另一力夾角φ，如圖： 

可得 θ++=+= 2cosF2FFFFF 222
2

k  

則總力大小 

)cos(FF2FFFF)x(F k
22

k

2

k ϕ+θ++=+=總  

展開後得到： 

)cos(F)2cos1(2F22cosF2F3)x(F 22 ϕ+θ⋅θ++θ+=總  

若因總力作用節點位移 dS，則所做的功為： 
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dW＝F 總(x) •dS 

則 ∫ ⋅ϕ+θ⋅θ++θ+==
c

1

X

X

22 dS)]cos(F)2cos1(2F22cosF2F3[W)s(U  

其中 X1和 XC分別為起始位置和淨力平衡位置。 

 
(2) 結論： 

a. 當受力不平衡時，節點向夾角小之方向位移。 

b. 推導出之位能式，可表示出力與表面能量的相對關係，但不易量化。 

c. 若知道角度，即可預測節點確實的運動方式及位置。 

 
2. 多重作用力分析 (Multiple Forces Analysis，MFA) 

若考慮正三角形的情況，穩定時，中間會產生一個節點，這節點在各方

向的受力如下： 

 

 

上圖的點為三角形的三節點，L為任取的過圓心線段，與較粗的弧線交點

至圓心的距離即為節點在 L方向的受力大小。 

圖一橫軸是角度、縱軸是力量，可發現有六個方向的受力最大，而且最大

的力為 2F (薄膜有兩面)，且此狀況較穩定。 

但是在分析正方形時發現，若在中間形成一個點，雖可形成力平衡，但與

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2 

圖二 

L 

1 2 3 4 5 6
degrees

1.75

1.8

1.85

1.9

1.95

force 

圖一：角度為 rad.，縱軸為力的大小 
 (令表面張力的大小為 1) 
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實驗結果不符。深入研究後發現，若此節點存在，則該點的受力應該如下圖三，

在各個方向的受力都大於等於 2F。若考慮一個點最大只能承受 2F的力，超過

後會在承受最大力的方向分裂成兩個點的話，就可以解決此問題。 

 

數學證明： 

設線段 L之四單位向量分別為 V1、V2、V3、V4 

假設此四向量在任意方向的投影和必小於 2 

若取 V1(0,1)  V2(1,0)  V3(0,-1)  V4(-1,0) 

L為 X軸，而各向量在 L上投影總和為 2，與假設不合。 

根據反證法，可得任意四個長度為 1的向量在任意方向的投影和至少

有兩個方向會大於等於 2。 

 
上述方法在四個力以上也會成立，由此可知由薄膜所會而成的點只能分出

3個膜，因此可利用下列程序來預測薄膜的行為： 

(1) 在多邊形中找出一個點，使該點連接各頂點的向量和為零。 

(2) 分析各向量在各個方向的投影長度。 

(3) 向最大值存在的方向分出節點。 

(4) 將各節點移動至受力平衡的位置。 

(5) 檢查一點所連接的薄膜數。 

(6) 若薄膜數超過三個，則重複步驟(2)~(5)直到符合所有條件為止。 

 
※以正五邊型為例： 

(1) 在正中間取一點 

 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

圖三 
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(2) 分析各力： 

如下圖，由正五邊形在 5個方向皆對稱，所以只需要找一種情況討論。

剛開始以綠色虛線將正五邊形分成兩部份，左半邊向左邊拉，右半邊向

右邊拉。 

 

(3) 於左下方分出節點並調整至力平衡 

 

(4) 當分出的節點達到穩定狀態時，右邊的點受力仍大於 2F，故右邊的點可

分成兩點，但因在兩個方向受的力相同所以會任選一邊分裂。最後產生

的圖形如下圖，與實驗結果相符。 

 
 

※以正六邊形為例： 

(1) 在正中間取一點 
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(2) 受力產生節點並移動至達到力平衡 

 

(3) 因為兩點分裂的方向不同，有以下兩種可能 

      
(4) 最後的情況變成 

     

(5) 但六邊形有另一種可能，在第一個階段直接在三個最大的受力方向直接

分裂而形成，如下圖。 

 
※以上所提方法在所有形狀都適用，均可預測薄膜的形狀，甚至可解決最短

路徑問題。 

 

圖 B’ 圖 A’ 

圖 B：分裂的方向為 ＼ ／ 圖 A：兩點分裂的方向為／／ 

【上圖為這時左邊的點和右邊的點的受力情況】 
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3. 薄膜移動觀察實驗結果： 

(1) 薄膜移動情形與推測之圖形相仿，即MFA能預測節點位置和圖形。 

(2) 不受外力干擾時，薄膜向合力作用方向移動，且每邊膜承受力不超過一定

值。 

(3) 以上實驗證明了MFA理論正確性，可用以嘗試以下的多邊形之預測。 

 
4. 任意多邊形節點預測： 

(1) 任意三邊形： 

我們利用Methematica 寫程式分析力圖，得到將各方向向量合大小相加所

得之力圖如下： 

 

a. 任意三角形其中一角大於 120o時，不會有節點產生（如下圖一），最短

路徑即為柱體間連線；反之，則節點形成於圖型內部（如下圖二）。 

b. 實驗結果符合我們的推論。 

        
 

 

圖二 

-2 -1 1

-5

-4

-3

-2

-1

1

此點為三力作用平

衡點，其餘三小點則

為柱體位置。 

在向量合大於 2F情況下，肥皂膜恆

走最大受力方向，如圖所示，其肥

皂膜在圖形中達淨力平衡點。 

1 2 3 4 5 6

1.75

1.8

1.85

1.9

1.95

【力與角度關係圖】 

圖一 
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(2) 任意四邊形： 

分析力圖如下 

 
 

a. 任意邊形的情況無法有系統的整理每種角度和形狀，但是在力圖中，我

們能利用程式找尋一開始的淨力平衡點，此點的找尋成了程式模擬最大

的困難，因此在模擬節點位置時便要思考的更加完備。 

b. 比較下兩圖，可得知MFA在四邊形的實驗中亦成立。

      

 

 

 

 

 

-2 2 4 6

-4

-2

2

4

6

8

於四邊形內找尋向量平衡

點，分析其點於四頂點所作用

之力大小，其肥皂膜會以最大

受力方向分裂【MFA】 

Note：此向量平衡點為單位向

量平衡點。 

膜的分裂方向可能依

此兩方向分開 

1 2 3 4 5 6

2.2

2.4

2.6

2.8

3

【四邊形力與角度關係圖】 
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(3) 任意五邊形及六邊形： 

a. 在MFA中，要先找一點，此點與各頂點所形成的

膜必須要保持力平衡，但在廣義MFA中卻不容易

尋找這個點，不易以程式模擬最後的形狀，且六邊

形以上圖形在實驗中會產生不同但穩定的形狀，更

加深了運用程式模擬的困難。 

b. 下圖為初步之實驗結果。 

      
 

(4) 任意邊形的研究難處： 

a. 無規律性： 

任意邊形無論邊長和角度皆有多種可能，在有限的資料難以完善。 

b. 程式模擬困難： 

程式製作能力尚不足，且包含多種變數，在理論上有難以完備的缺陷。 

c. 最初受力平衡點： 

此點與各頂點所形成的單位向量合必須為零，但尚缺足夠的數學工具

來做預測。 
 

（三） 數量化及能量觀點 
在先前的討論中我們做了簡單的解釋及預測，但是六邊形以上形成了非唯

一解的情形，到底是否每種情形都為最短距離呢？還是只有一種才是最短距

離？以下將更深入探討。 

 
1. 實驗次數分析及統計 

(1) 以六邊形為例： 

a. 下頁圖為六邊形主要圖形的統計，貫軸型出現次數最多，因此可推測

貫軸型為系統總位能最低，總長度最短。 
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b. 實際測量各圖形之總長並分析如下圖，符合以上的推論。 

 
(2) 以八邊形為例： 

a. 下圖為八邊形主要圖形的統計結果，貫軸亦為出現次數較多之圖形。 

 
b. 測量各圖形之總長並分析如下頁圖，在五個主要圖形中只有一種是最

短路徑，其餘的並不符合。 

 
 

0.0%
10.0%
20.0%
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中I 貫 旋 中II 無

中軸對稱I
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旋轉對稱

中軸對秤II

無對稱性

【上圖為實驗時各圖形的出現機率】 
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【上圖表縱軸表示長度(以邊長為單位長)，橫軸為測量次數。】 
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【上圖為實驗時各圖形的出現機率】 
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【上圖表縱軸表示長度(以邊長為單位長)，橫軸為測量次數。】 
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2. 能量觀點 

由實驗分析可知，最短距離恆只有一解，也可由數學方法證明得知。

之所以會出現多種圖形，其原因應該是位能高低所造成。我們猜測，由於

位能不同而有所謂「位能障」﹝Energy gaps﹞產生，當節點達淨力平衡時，

即為位能之相對低點，此時節點位能遠小於附近位能高低而產生障礙，我

們可藉由測量長度來證實這想法。當節點已達位能低點但非系統最低點，

此節點處於不穩定平衡或暫時性平衡。若加以擾動，節點得到的能量超越

位能障時，將會達到另一穩定狀態，但是我們並無法很準確的實驗出系統

之位能障產生，故我們認為以圖形出現百分比來間接的證實我們的想法。 

各邊形所產生之位能障高低並不會一樣，我們無法找到確切的共通

性，不過確定的是，長度與面積會改變其位能高低，包括許多種不同因素

我們認為整體系統物理方法分析是非常複雜的。 

 

（四） 程式模擬 
※Mathematica 

以正三角形為例分析： 

1. 如右圖，假設 P為動點，則 P到 ABC三點的

距離總和 L為 

L＝ 22 yx + ＋
22 y)1x( +− ＋

22

2
3y

2
1x 








−+






 − -------(1) 

因表面張力大小和膜的長度無關，所以位能和總長只差一個常數，因此我

們只要分析總長就可以了。 

 
2. 將公式(1)以Mathematica軟體繪圖。 

Plot3D[ 22 yx + ＋
22 y)1x( +− ＋

22

2
3y

2
1x 








−+






 − , {x,0,1}, {y,0,1}, 

AxesLabel→{“x”,”y”.”Length”}, Mesh→False] 

 
 

 

 

 

圖 A 
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(圖 B圖 C圖 D為相同但不同視角的圖形) 

 
其中 L為座標中的 Z軸，由圖 C和圖 D中可知 L在 x>0.5和 y>0.57時，

隨著 x,y增加而增加，且 L只有一個最低點，此結果與幾何推導相符合。

根據Mathematica計算的結果，此點與三頂點之夾角均為 120o，符合費馬

點之特徵。 

 

圖 B 

L 

圖 C 

L 

L 

圖 D 
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捌、 結論 
在柱子間的肥皂膜形成的情形有封閉膜與非封閉膜兩大類情形， 

一、 封閉膜的結果如下 

       

    

1. 形成封閉膜時，薄膜易破裂，且隨著所給與氣室空氣的多寡，氣室大小也不同。 

2. 三點及四點時，較不穩定，五點以上不易受擾動影響。且經計算得知，當薄膜形

成封閉圖形時，其圖形之長總度非最短。 

 
二、 非封閉膜的結果如下 

          

       

   

六點 六點 六點 

五點 四點 

八點 八點 八點 八點 八點 

五點 

六點 八點 

四點 三點 

三點 
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1. 正 N邊形〔N≦5〕之不封閉圖形，經過多次實驗，發現僅有唯一解，不容易破

壞其平衡，加以擾動後，發現圖形的樣式不會改變。 

2. 正 N邊形〔N≧6〕之不封閉圖形，其圖形非唯一解，加以擾動後，會從原先的

穩定狀態轉換成其他圖形。 

 
以力平衡討論時，當薄膜形成節點時，不論薄膜是什麼圖形，每一節點旁必有三條

線，且此三線相互的夾角為 120o，此為最穩定狀態。由推論得知，若知道分力夾角，就

能夠預測節點在圖形內的運動方式。在多力作用的分析中，能夠推測平面圖形中的最短

路徑。若以能量觀點解釋，路徑越短，表面能量越小。 

 

※未來展望： 
費瑪提出最短路徑問題後，困擾了數學家和物理學家許久，黃光明教授在貝爾實驗室提

出 Gilbert-Pollak猜想的証明後，這些問題在某些層面上已獲得解決。但在處理這種問題時難

免要運用拓樸等高深數學，而此次實驗我們覺得可以用物理實驗的方法提出一個較簡單的方

法來找出最短的路徑，甚至可以用程式進行模擬。但是因為數學和程式設計的能力問題還無

法完全推廣到任意邊形，所以未來我們打算尋找其他工具來進行模擬。我們雖然用肥皂膜來

找出最短路徑，但在數學上並未嚴謹證明薄膜實驗結果與拓墣方法所得結果相同，所以我們

未來將運用廣義費瑪定理來完備我們的想法。另外在這次實驗中，因製作的器材所取的點數

不多，可再延伸多幾個點，或許可以找出較完整的規則。另外也可利用靜力平衡的實驗裝置

進行實驗，作對照比較。 
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評    語 

040104  表面張力與最短路徑探討 

本件作品以在兩壓克力板間，製作各種多軸性對稱來限制其 

間薄膜的連接線經，並能以所連接路徑的長度，來討論幾何 

圖像。所發展的工具簡單，但能用以討論後產生的路徑圖像， 

具有創意性。 
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