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壹壹壹壹、、、、摘要摘要摘要摘要 

根據投影的定義(地面上方之不透明物體受一垂直地面光線之照射，在地面上的陰

影部分的長度或面積)。根據投影的定義，由線和面的投影延伸到立體之投影。我們以

各種正多角錐和角柱為例，固定光源方向，分別改變角錐和角柱的控制變因和傾角，其

投影面積是否有規律性變化？欲求出一條投影面積與傾斜角度的通式，由最簡易的三角

錐、三角柱至繁複的多角錐、多角柱，分別計算其投影面積並傾斜其中心軸，並列出其

傾斜角度與投影面積的關係式，從中找出不同角錐與不同角柱的各項關係式的規律。 

 

貳貳貳貳、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機 

看過影子嗎？我們一般可見，在一天中的日出到日落，路旁的樹、行走的路人、電

線桿等，影子都有週期性的變化，這些影子稱作此物的投影量，然而不同形狀所造成的

投影面積不相同，光線照射的角度也有影響，我們觀察此投影的改變現象，是否能找出

它們之間的關係？我們想到以一般的正角錐和正角柱為例，模擬日常生活中太陽的光線

投影，並假想角錐與角柱中存在著一條中心軸，視日常生活中的每樣物體也存在著使其

約略對稱的中心軸，觀察太陽光線照射角度的改變，我們想到已改變物體中心軸的傾斜

角度來代替太陽光線照射的角度變化，來進行我們的實驗。 

參參參參、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的 

藉由立體圖形-正角錐、正角柱，以固定光源方向的方式，改變正角錐和正角柱的

傾角，並控制其控制變因(如：固定一端點、面、邊) ，觀察、計算並記錄所求得之投

影面積，找出其和角度之關係並推廣至不等邊之多面體，以求出其特別關係式。 

肆肆肆肆、、、、研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材 

紙、筆、圓規、量角器 

 

伍伍伍伍、、、、研究過程或方法研究過程或方法研究過程或方法研究過程或方法 

一、空間中的線段投影(設線段長為  ) l
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先以基本的線段作討論，討論其投影長和傾斜角度的關係：(如圖) 

水平時之投影長→其投影長為 

 

 

                   線段與水平面傾斜  時之投影長度→  

                   其投影長之  餘弦值，  

 

 

 

當線段垂直於水平面時，其投影長度→其投影長為零，所見投影為  

一點(如右圖) 

 

二、空間中的面投影 

以每邊長為 ，再加以計算面的面積(目前以正多邊形計算) 

(一)正三角形 

其面和水平面平行時的投影面積：(三角形面積) 

 

 

          其面和水平面夾θ角時的投影面積：(三角形面積) 

 

 

三、空間中的立體投影 

(一)正角錐 

設光源皆垂直地面照射，且重複的投影面積不再重複計算 

1.固定其底面一邊為旋轉軸，以底面平行地面為 ，順時針為 

正，逆時針為負(如例圖一)。旋轉底面使其與地面夾角 ， 

l
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求出不同角度的投影面積。 

2.固定其頂點為支點，並從頂點對底面作一垂直線(即是此角錐的高)， 

以高和地面垂直為  基準線，順時針為正，逆時針為負(例圖二)。 

傾斜此角錐的高使其與基準線夾角 ，求出不同角度的投影面積。 

但後來為了方便計算，改為以底面一點作旋轉＝＞ 

(先對底面一邊作旋轉，再沿著底面對一點作旋轉)。 

 

               (二)正角柱 

               設光源皆垂直地面照射，且重複的投影面積不再重複計算固定其側面 

               一邊為旋轉軸，以底面平行地面為  ，順時針為正，逆時針為負(如例 

               圖三)。旋轉底面使其與地面夾角 ，求出不同角度的投影面積。 

例：正六角柱 

設邊長為 ，以固定側面的高之一邊做不同角度之傾斜求投影面積  

側面的夾角 

 

令與地面的傾斜角度為 (側視圖一和側視圖二) 

→正六邊形的對角連線與地面垂直即此正六邊形左右與地面夾角皆為 

→此時的投影面積 
 

當正六邊形的對角連線與地面夾      時， 

→此時的投影面積                                 ，如側視圖二。 

 

 

 

(三)圓 

半徑為 r的球體，其投影面積為→ 

且無論如何傾斜轉動，其投影面積始終為定值。 

(四)橢圓體(x=0之縱切面為圓時) 

橢圓體與水平面成水平時，設其表達式為              ，即將其放於 x-y平面上 
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由此可知其交在 x-y平面上的橢圓之半長軸為 ，半短軸為 

現假若橢圓對著 y軸做逆時針旋轉  角，計算其投影於 x-y平面之面積。 

     時，投影面積為   。 

      時，投影面積為   。 

     時，首先可知投影長軸為 y=0的縱切面與 

橢圓體的交面投影於 x-y平面上的長度。 

(這是因為與橢圓長軸平行的弦中最長的即是它自己) 

所以長軸的長度即為將橢圓對 x軸逆時針旋轉  角後 

投影於 x軸的長度。因而由右圖知我們需要尋找的是 

          的第二象限中的點      的切線與 x軸夾        的 

由於 在      上的切線方程式為            因此可知            

又我們要計算的長軸為                    ，  為原點 o到   對 x軸的夾角 

由           知                   而          ，因此 

也得知                     

                        。另外，                   ，因而 

 

                                          

為                   。總結而知，當橢圓體旋轉  角時， 

其在 x-y平面上的投影面積為                    。 

 

 

 

 

 

 

 

(五)圓柱(設高為   ) 

          當圓柱橫放與水平面平行，其投影面積為一截面長方形面積→ 

 

 

              與水平面垂直時，其投影面積為一圓，即圓柱側面之圓面積→ 
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              傾斜 角時，投影面積→最大截面長方形之面積之 

              餘弦值+側圓面積投影的部分面積→ 

 

既然有了圓柱，那角柱呢？我們可以發現的是圓柱與角柱都有一個很特殊的特性，

那就是其側面與底面平行。這個特性雖顯而易見，然而卻能避免了許多繁瑣的計算，例

如：一旦底面對於投影面的夾角確定，相對的，所有的側面也確定了與底面的夾角了。

因此，首先，我們先觀察一些角柱的公式，並且為了化簡，先由對側面一邊為旋轉軸開

始討論起。 

 (六)正角柱(以側面一邊為基準)因此投影面積皆以矩形的投影面積計算。 

 (一)正三角柱(側面夾角  ) 

 

 

 

 

傾斜角度                 ，可得左右兩塊投影面積。(不超過  時，則為      ) 

因此可計算左右側之投影面積 A和 B相當於各自側面面積之餘弦值 

 

故傾斜  時，可得投影面積之公式為 

(二)正四角柱(側面夾角  ) 

同理之左右投影面積相加得 

 

(三)正五角柱(側面夾角                            ) 

當                   時， 

投影面積為 

而           時， 

投影面積為 

最後當           時， 

投影面積為 

由此可知，角度對於投影面積的影響佔很大的分量。 
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(四)正六角柱(側面夾角                           ) 

當     時，由圖可知其投影面積可視為右邊兩個側面投影加上左邊兩個投影 

因此，投影面積為 

 若     ，如圖 2，可知其投影面積可視為 

 左邊兩個側面投影加上右邊兩個投影 

 因此，投影面積為 

 可以發現，上下兩式可總和而成 

 

 

 

 

由此，我們可知，雖然各個角柱的投影公式不盡相同。 

然而，我們所用的計算方式卻是都是計算一個正多邊形投影到一個邊上的長度，再乘與

其寬度(側面的高)所得的結果。由此可知，在二維平面上的投影是非常重要的。如今若

我假設正多邊形投影到直線上的長度為 X。首先，我們能用這個已知量解決之前的角柱

對於側面一邊的投影面積公式，其為 X×x(x 為側面之高)。另外，我們還可把這個觀念

推廣到角柱的點旋轉上，值得注意的是，點旋轉基本上可視為角柱對於底面一邊作旋

轉，再以底面其中一點對底面作旋轉。 
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角柱最後的方法(點旋轉)的證明 

以一個角柱來說，角柱的底面假設在  此平面上，並將 x-y 平面設成  (角柱高 h,

底面面積為 A)。 

現若  與  夾  角(把此當成先作對邊旋轉)，因為對點旋轉時平面還是不變，不妨

設此角柱的底面為多邊形          ，且是對  旋轉。此時我先把角柱對著底面平

移到  在  與  的交線上，設此交線為 L，假設底面投影到直線 L 的長度為 X。 

現我要證明此角柱投影到 x-y 平面上的面積為              。 

首先，把通過 L 且垂直於  的平面假設為  。 

假若作一平面      且將角柱切成多邊形              (對應於           )，

設  與  交於  並且假設              投影到  的點為            (注意：因

為   在  上，所以可知   即為   )。 

另外，對   作多邊形                (   即為  ，此多邊形即為過   作與  平

行的面交的全等多邊形)。 

現將                投影在  得               (   即為   )。 

由三垂線定理得知，                ，               (        在同一條高

上)               ，但是             ，                 。 

即              投影到  的長度為 X。因此，角柱在 x-y 平面上的投影相當於 

 

因而，此角柱投影到 x-y 平面上的面積為              。 
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 由上述的公式推導，我們可知現在只需算出 X 的值即可。然而，要如何才能有效

得算出 X 的值呢？我們利用一個觀念，一個封閉圖形投影到一直線上的長度即為將此

圖形的所有邊投影到此直線後加總再除與 2。因此，此時利用設座標求解會是個不錯的

選擇。首先，由下圖的座標設法可知， 

 

 

 

 

 

 

那要如何計算上述的和呢？首先可知，         。又唯有當               時，cos

的值才是負的。因此，我們將 n 分成幾個 cases 來討論。 

  

  

又由於         ，代表我可以假設                。 

如此可知               。 
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(三) 

 

 

 

 

 

 

(四) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由(一)、(二)、(三)、(四)可得出 X的結論。並以 X解出角柱的點旋轉公式。至此，

角柱全部解決。 

同樣的，角錐呢？首先，我們必須知道的是角錐的側面並不垂直於底面。因此，角

錐的推導方法勢必比較麻煩。同樣的，角錐我們也採設座標的方式解決，不過，我

們先來看一些例子。 

 

一、正角錐(以底面一邊為基準) 

(一)正三角錐(示範推導過程) 

一面與水平面平行時之投影面積→ 

 

 

 

一邊固定做傾斜(傾角不大於            )，其投影面積 
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傾角大於時            ，其投影面積出現兩個三角形之 

 

面積→  

 

 

(二)正四角錐 

 正四邊形就開始有點麻煩了。首先我們得證明當以任何一邊為基準作旋轉時，可直

接以底面的正四邊形和基準邊所對應的側面作投影即可(如果傾斜到不能只算底面的投

影時)。 

 Proof： 

當我們以任何一個垂直於底面的面切此斜正四面體時，其所切出來的切面為一等腰

梯形(如右圖)。 

 因為此為正四角錐，代表水平切出來的正四邊形是 

越接近頂點越小。因而，代表其等腰梯形較長的底邊 

是此平面與基準邊的側面切出來的底邊。也就是說，其 

另外三條邊的投影到底面時的長度其實就是最長底邊的長度。 

因此，我們可得，一正四角錐對於底面一邊作旋轉時，其投影面積即為底面的正四

邊形和基準邊所對應的側面分別作投影之和。證畢。 

 

現我們便可計算正四角錐對於底邊作旋轉時的公式。 

 假設正四角錐的底面與投影面成  角。 

 則     時， 

 投影面積為  。 

               時， 

 投影面積為      。 

            時， 

 投影面積為                            。 

原本，我們打算依此算出多角錐的投影面積與角度關係，並試圖找出角錐之間的規

律性。然而卻發現當面數增加時，連帶的是角度需要討論更多種情形。因此，我們決定

用設座標的方式解決此問題，而此時也直接做對點旋轉即可涵蓋所有情形。 
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(角錐對點旋轉的公式之推導)： 

同樣的，我們以設座標的方法解。首先，我們可知投影面積即為把所有的面皆投影

後相加除與 2。由於我們現在設的是三維座標，因此，為了能方便計算，我們改成

是投影面在旋轉。如下圖，我們將正多邊形設座標並假設高為 h。 

 

 

 

 

 

 

我們先計算此正多邊形的中心 G，如下： 

 

而其中任何一點的座標為 

 

 

 

現在，為了方便計算，我們改以投影面對 x 軸作旋轉並假設投影面為          ，

而  為底面與投影面的夾角。如此任何一個側面投影到投影面上的面積即為此側面

之面積乘上側面與投影面夾角的 cos 值再取絕對值。而要計算此 cos 值，將分別垂

直兩個面的兩個單位向量內積起來即可。所以可得： 

 

 

 

 

上述結論即為一個側面投影到投影面的面積。 

因此可知，當一個正角錐與投影面夾  角時(已把點旋轉考慮進去)，其投影面積為： 

 

 

 

雖然我們的確寫出了投影面積公式，但目前卻無法有效的化簡裡面的絕對值。 

因此，未來還需要更進一步的方法來解決上述的結果。 
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柒柒柒柒、、、、結論結論結論結論 

 現在讓我們對之前所討論的公式做一個整理： 

一、空間中的線段投影＝＞ 

二、空間中的面投影＝＞ 

三、球體的投影＝＞ 

四、橢圓體(x=0 之縱切面為圓)＝＞ 

五、圓柱＝＞ 

六、正 n 角柱(對點旋轉，涵蓋所有情形) 

 ＝＞ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

七、正 n 角錐(對點旋轉，涵蓋所有情形)＝＞ 
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捌捌捌捌、、、、討論討論討論討論 

由起初線段的投影長的討論中，我們可以得到線段的投影長隨傾斜角度而變，及其

原長的餘弦值。而衍伸至面時也得到了相同的結果，加以推論至立體投影時，由最簡單

的球體討論，由與我們以限制光線的照射方向及其並非點光源，求得球體的任意擺放傾

斜並不影響其投影面積而橢圓以及圓柱橫放時的任意傾斜也不影響其投影面積，但垂直

放置時的傾斜卻會影響面積，我們得到一結論：一物體若有一截面為圓形，則依此截面

的圓的圓周轉動(即通過此圓圓心假如有一條固定的中心軸與此圓截面平行，此中先軸

任意傾斜)此物體的投影面積恆不變。任意改變其傾斜角度三角錐至四角錐所計算出的

諸項列式中，我們找出共同的規律，但目前尚無法找出公式簡捷表示方法，以致於無法

求得通式。而角柱的推論當中，由三角柱至六角柱列式中，我們發現其中的規律，推導

出一通式，期望下次有機會可以更深入推導長、寬、高長度不同時的結果，以及多面體

的深入探討！ 

玖玖玖玖、、、、結論結論結論結論 

因時間限制，目前尚未求出正 n角錐的通式，接下來將以此為目標。並希望能藉由

求出等邊多面體的經驗，找出可以表示一物體的參數式，進而推得可預測估計出任一物

體之投影面積約略多少的關係式，然後推廣到光源之轉移角度也適用此式。 

拾拾拾拾、、、、參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他 

一、宋兆全/投影幾何學/臺北市/文京圖書/1996 

二、馬德潤, 陳廣鐸編著/投影幾何/臺南市/中華/1974 

三、陳春錦/投影幾何例解/臺南市/復文/1974 

四、關永山/投影幾何學/臺九版/臺北市/正中/1973 



評    語 

040409  真是太過影了 

1. 口頭報告十分穩健。內容雖然平實，整體看合乎科學發展的

實做精神。 

2. 投影幾何乃是科展及數學實驗的重要題材。投影變換可以維

持線性關係而無法維持面積及夾角。作者挑選到投影變換不能

夠維持的幾何量來研究。
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