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壹、 摘要: 

   有關研究平分(或 N 等分)多邊形面積的題材,在全國科展中,屢見不鮮;但其所討論的範圍,大多只是
涉及平分(或N等分)多邊形面積的作法,然對平分(或N等分)多邊形面積的分割線數之多寡以及所分割
成的圖狀皆未曾討論。而本作品「孔明復生,天下三分計」,除了對三等分面積提出具體的作法外,也針
對了“最佳分割線”(即兩條分割線)與“圖狀”作了討論與研究。 
    其次本作品的特色有： 

1. 分割線過一基準(即一定點 P),且分成定點位於多邊形的頂點、邊上、內部、外部等四部分加
以討論 

2. 所分割的面積不但相等且為完整圖形(即不被分離的圖形) 
3. 探討過定點 P的“最佳分割線”的分法及組數 
4. 研究“最佳分割線”所分割成的圖狀，並導出定點 P 位於 N 邊形各個位置所分割成圖狀種類
數量的公式 

貳、 研究的動機: 

   上學期,在“三角形內心、外心與重心”的單元中,老師曾出了一道題目:「已知:∆ABC,求作:  
在∆ABC內部取一點 P,使得∆ABP面積=∆BCP面積=∆ACP面積」;在大家討論後,幾乎都是找出重 

心 P後, 再與三頂點連線。我在想:如果不限制分割線一定要通過頂點的話(即 ),, CPBPAP ,是否還

有其他過定點 P三等分面積的分割法呢？又需如何才能使分割線為最少(即“最佳分割線”)？為了
解決這些問題,於是我就找了幾位志同道合的同學,展開了以下的研究。遇有問題就隨時請教老師。 

參、 研究的目的: 

(一) 企圖從三角形的頂點、邊上、內部、外部的任一點找出三等分面積的方法 
(二) 企圖從四邊形的頂點、邊上、內部、外部的任一點找出三等分面積的方法 
(三) 企圖從 N邊形的頂點、邊上、內部、外部的任一點找出三等分面積的方法 
(四) 探討過在各個位置的“最佳分割線”組數 
(五) 研究“最佳分割線”所能分割成所有圖狀的種類 

肆、研究的器材: 圓規、三角板、方格紙、GSP軟體 

伍、名詞解釋: 

(一) 最佳分割線:就是等分面積的最少直線(或線段)。例如:面積三等分的“最佳分割線”有兩條 
    (二) 次佳分割線:就是比“最佳分割線”多一條直線(或線段)。例如:面積三等分的“次佳分割線”

為三條 

    (三) 圖狀:各種N邊形的形狀。在此專指 “最佳分割線” 三等分面積後的各種圖形 

陸、預備的定理:(証明見[附件一]) 

[預備定理]:(共角定理)若兩三角形有一角相等,則此兩三角形的面積比等於夾此角的兩邊乘積之
比。 
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柒、研究的過程: 

【第一部分】:三角形 
  (一)、 :的頂點時為 ABCP ∆  

即為所求則連使得點上取在作法

面積三等分「等底同高」的觀念將

就可利用即找出對邊的三等分點只要找出對邊三等分的頂點時為若分析
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最佳分割線且只有一組之圖狀為三個三角形

所以此時」的觀念將面積三等分點就可利用「等底同高由於找出對邊的三等分小結
 

  (二)、 :邊上之一點時為 ABCP ∆ (〈方法一(外分法)〉〈方法二(內分法)〉的[分析][作法][証明] 
見[附件二]  )  
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即為所求。則連

於交作過連中點取

連於交作過連

取上在作法
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合於所求故三等分將即面積面積

面積四邊形面積面積四邊形面積故四邊形

中點為且
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形區區或兩三角形區一四邊且其圖狀為三個三角形最佳分割線因而只可作得一組

都具唯一性三角形的頂點或是是視為轉換後之等面積因為不論定點

法為佳

則以「共角定理」在三角形內部或外部即點不再為梯形的頂點時但若而求得的

「右面積」的特性產生「左面積」點時都利用了定點為梯形頂方法二方法一又

較佳方法三方法二故以二附件見比至頂點線段長與邊長之

往往受限於定點方法一但最佳分割線邊上定點找出一組以上三種方法雖都可過小結
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(三)、 :內部之一點時為 ABCP ∆ 〈共角定理法〉  
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取

則

且及於、交而內部在若分析

二等分點將剩下的多邊形面積其次再過

的使其面積等於原三角形形從原三角形分出一三角作出一直線如若能過定點想法
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之內部點落於且使作為一邊以

連取連作法
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即為所求。則連中點取作連

於交連於交三點、、作一圓過於交作
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角形否則就無法造成相似三點作為分點且要選擇點點與如才可

有交點產生之邊的原所作得相似三角形中之圖一如

準三角形一定得使外接圓與以基時於原三角形面積的出的三角形面積可於等

所分割相似性質法與及三角形的共角定理我們發現要使用仔細觀察上述之法註一
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我們展開了以下的討論解決此一問題

為了如右圖那就無法使用此一方法角平分線上或為內心時

點恰在而且萬一原三角形面積的的三角形面積可以等於

出甚至有時無法找出分割後才得到的不過它往往是嘗試數次

方法點三等分三角形面積的雖然可以找出過內部一用此方法註二

P  

【討論一】: 

的包絡線圖形下圖二得到了的繪圖因而我們藉助了線

的分割點而作得的上方仍有過區域內定左側及但依共角定理的觀念在

如下圖二形面積的三角形面積等於原三角條分割線都可分出一個此等六條
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原想法不符

如此就與四邊形而非三角形就是分割成含角形面積的三角形的面積不足原三

之右側而形成所分割含分線點之分割線不是全在三即四邊形過
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而此三種圖形也都與之圖形不含的四邊形含原三角形面積必大於

其三角形面積之三角形含有點所分割之圖形有三中之即區域

區點或中之即區域區點、中之即區域區分割線過
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一三角形區兩四邊形區一四邊形區

兩三角形區三個三角形區故其圖狀有區或兩四邊形區或一三角形區一四邊形

又可平分成兩三角形區而剩餘的四邊形區中等六區六、五、四、三、二、一中之

圖六如分割線原三角形面積區之最佳頂角的即只能作出一組含某一單一區
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即為所求。則連取
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PBKPPCTPPCPBPP

RPPPRBAAPRP

PBCPP

PABDEP

DAEBCPDAPMABEAB

MPACAMAP

=

=

∆∆

=

 

 

 

 

 

【小結一】: 的作法」形內部一點三等分面積我們已可確立「過三角綜合上述討論,  

分配餘四邊形作適當的比例對所分出之三角形及剩

三角形作出是何種面積比值的分割線確定定點是對何頂角作

線以及包絡線區作三角形各邊之三等分

).3(
??).2(

).1(
 

【小結二】: :,整理如下及圖狀成的最佳分割線的組數將過三角形內部定點所  

三分點 B2 

(圖六) 

B 

T1:造成△AQ1Q2<△ACA2 A 

(甲) 

(丙) 

(乙) 

(中) 

P3 

Q2 

Q1 

P4 
● 

T2:造成四邊形 AQ3Q4C2 

T3:造成△BC1M2<△BQ5Q6 

<四邊形AC M2C1 

Q6 

Q5 

Q4 

Q3 

● ● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

C

(A) 
(F) 

(E) 
(D) 

(C) 

(B) 

三分點A1 

(一) 
(二) 

(三) 
(四) 

(五) (六) 

三分點A2 

三分點 B1 
三分點C1 

三分點C2 

中點M2 

中點M1 

中點M3 

 

P 
M 

C 

B 

P1 D 

2 

1 

E 3 

4 

5 

P2 

P3 

T 

R 

K 
P4 

● 
● 

● 

● 
● 
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兩個四邊形區

一個三角形區

一個四邊形區

兩個三角形區

兩個四邊形區

一個三角形區

一個四邊形區

兩個三角形區

三個三角形區

兩個四邊形區

一個三角形區

一個四邊形區

兩個三角形區

三個三角形區

圖狀

無最佳分割線

區中註二組
二組一組

線之組數

最佳分割
中

丙乙甲

空白區重疊區

六五四

三二一

單一區

)(

)(

)(

)(
)(

)(

)(
)(

)
)(:(

))(
))()(((

)))()((
))()(((

)))()((
))()(((

ii

i

iii

ii
i

iii

ii
i

FED
CBA

 

【討論(二)】:若定點位於角平分線上時: 

而找得分割點。三點的圓、、

如此即無法作出過點相交於就不會與此時作

三點共線、、若但不為內心時的平分線上在若討論

,
,,//

,,,).(:][

DPE
EADACPE

PDABACPia ∠

 

中藍色圖七如

為頂點作或以而得

形頂點所作得的相似三角中紅色虛線為以圖七如

為頂點作此時我們可將作法改以

)((~
3
1

),)((
~).(

11

22

22

CADCPM

CABCQBP

B
BADBPMBii

∆∆

∆=∆

∆∆

 

ABCQCPC ∆=∆
3
1), 11而得形頂點所作得的相似三角虛線為以  

來確知分割點的位置段作圖

項或平行線截比例線此時我們可利用比例中

。圓二點可作得無限個外接、即過

置而無法確知分割點的位與原三角形邊相交

無法或所作的外接圓都無法使得外接圓固定

為基準或或不論是以法作圖共角定理依

此時若且為內心時的平分線上在若討論

,
).(

)(
),

,(
,,][

,,).(:][

ii
DP

CBA
BACPib ∠

 

),(
2
1),(

2
1

,.2

,,
2
1

,,.1:][

)()(][:][:

12

1212

12

12

BCACABrABCAPAPr

APPPAPPAPrBCACABP

BCACABPP
ABC

PAP
ABCPPP

P

++=∆+=

∆+∆=∆

∴=
∆
∆

∆

><

面積又因

面積面積面積則的距離為、、至若設

等距離。、、至為內心又
面積

面積
則

二等分的直線且將在為過若分析

但已無最佳分割線區為例中之討論一位於以內心註比例中項法

Q  

)(
2
1,

)(
2
1

)(
2
1

2
1

12

1
12 BCACABAPAP

BCACABr

APAQr

ABC
PAP

++=+
++

+
==

∆
∆

∴ 故
面積

面積  

(圖七) 

P 

C B Q2 

D 

◦ ◦ 
A 

● 
M1 M2 

● 
D1 

D2 
P2 

Q1 

P1 

● 

● 
● 

● 

P 

C B 

D 
◦ 
◦ 

A 

● 

M 

● 

**
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ACABasa
ACAB

asa
ACAB
APAP

ABC
PAP

asAPsBCACABaAP

×=−×∴=
×
−×

=
×
×

=

∆
∆

−==++=

2
1)(,

2
1)()(

,,)(
2
1,.3

12

12
12

共角定理

面積

面積
又因則設

 

12
22 ,)(,

2
1,)(

,
2
1)(,

2
1)(.4

APAPyasaACAByy

ACABasaACABasa

及而得再逆推先得作圖故可由比例中項

由於

=−××=

×=−×∴×=−×
 

OL

sCABCABH

HLGHG

IF

ACGIABFGIGFL

於畫弧交

即為半徑為圓心以

交半圓於作過

作一半圓為直徑以

使三點、、上取在作法

),
2
1()(

4
1,.3

.2

,

,
2
1,,.1:][

++

⊥

==

 

,
2
1

2
2,

4
)2(

4
44

)(
4
1,,,

2
1,)((

,,,,,.4

222

22222

asasGOasaass

asasGOGOGHOHLGHsOHasaGH

asGSaGRSRLOHO

−=
−

=∴
−

=
+−

=

−−=+=∴⊥=−=

−==

故且

則兩點於作半圓交為半徑為圓心以

Q  

    

即為所求則四邊形四邊形

作邊上之一點及四邊形為仿照

即為所求則連上取在中

且而

212121

21112121

121212

,,
3
1

,
3
1,.6

,,,,.5

)
2
12,)

2
1(

2
1

PQPQPCBPCQPP

PAPQPPPCBPPAPP

PPPPasAPaAPABABC

asasGRRSGSaassOGORGR

=

∆=∆∆

−==∆

−=−⋅=−==−−=−=

 

ABCPAP

ACAB

ACAB

ACAB
APAP

ABC
PAP

ACABasaAPAPasAPaAP

∆=∆∴

=
⋅

⋅
=

⋅
×

=
∆
∆

⋅=−=×∴−==

2
1

2
12

1

,

2
1)(,,,.1:][

12

1212

1212

得故依共角定理

由作圖中知証明

 

     

)(
2
1)(

2
1,,

)(
2
1,

,,.2

1212

12

BCACABAPAPBCACABsasAPaAP

BCACABrABCrPKPJP

KACACPKJABABPJPPP

++=+∴++=−==

++=∆==∴

⊥⊥

Q

Q

又

且為內心

於交於交作點時不過假設

 

A 

P 
r 

C 
B 

P1 

Q1 

r 
r 

a 
(s-a) 

●

P2 

Q2 

A 

P r 

C B 

P1 

P2 
r 

r 

a 
(s-a) 

A 

P r 

C B 

P1 

P2 r 

a (s-a) 
J 

K
● 

O 

H 

I G 
F 

S 
R L 

y 

AB1/2 AC  

a  )( as −
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二等分將過即上點必落在故

則

故

ABCPPPPPPABCABC

APPPAPPAPPPPABCBCACABr

BCACABrAPAPrAPrAPrAPPPAP

∆=∆−∆=

∆+∆−∆=∆∆=++=

++=+=⋅+⋅=∆+∆

1212

121212

121212

,0
2
1

2
1

)(
2
1)](

2
1[

2
1

)](
2
1[

2
1)(

2
1

2
1

2
1

 

合於所求故四邊形四邊形

又四邊形四邊形

四邊形且四邊形四邊形

122212121

11222112

122112212111

,,
3
1)(

3
1

,
3
1

2
1

3
2

3
2

,
3
1,

3
1.3

PQPQPPABCPCBPPAPCQPP

QPPPQBPABCABCPAPPQAP

PCBPPAPPCBPCQPPPAPQPP

∆=+∆=+

∆=∆=∆⋅=∆=∴

=∆=∆=∆Q

 

  (四)、 :外部之一點時為 ABCP ∆  

ACAMABACAPAQ

ACAB
APAQ

ABC
QAPPQACABPPABCP

3
1,

3
1.2

3
1,,.1:][

1

11
11

=∴×=×

=
×
×

=
∆
∆

∆

取

則及於、交而外部在若分析

Q

 

      

。即可得

若再作得

設法作得

ABACAPAQAPAQABAM

APAQADAP
AD
AQ

AP
APPAPADQ

ADAPABAM
AB
AD

AP
AMAPMABD

×=××=×

×=×⇒=⇒∆∆

×=×⇒=⇒∆∆

3
1,

,~.4

~.3

11

1
1

1  

即為所求則平分四邊形作仿上述作法

連取連於且交連

於交三點、、作一圓過作

之外部點落於且使

作為一邊以

連取連作法

111

1111

,,,.6

,
2
1,,.5

,.4//.3

,~,.2

,
3
1,.1:][

PQPQQBCPPQ

PMCPCMCPPACPQ

QABDEPACPE

ABCD
APMABDAB

MPACAMAP

=

∆
∆∆

=

 

APADAPAQ
AP
AD

AP
AQPAPADQ

PAPEPQPAPEPQACPE

QDEPAPMABD

×=×=∴∆∆

∠=∠°=∠+∠=∠+∠∴

∠=∠∴∆∆

1
1

1

11

,,~

3,1803,//

,21,~.1:][

故即

故且

四點共圓、、、又証明

Q

QQ

 

ABAC

AMABAPAQAPADAMAB
AD
AM

AB
APAPMABD

×=

×=××=×=∴∆∆

3
1

,,,~.2 1故即Q
 

A 

P 

M 

C B 

P1 
Q 

D 

● 

2 

M1

1 

3 

● 
P 

C B 

A 

M 

D 
P1 

Q 

E 

B1 E1 

D1 

Q1 

P2 
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面積面積

面積五邊形面積面積平分四邊形同理

即

ABCABC

PQBQPPCQQBCPPQ

ABCQAP
ABAC

ABAC

ABAC
APAQ

ABC
AQPBACBAC

∆=∆⋅=

=∆∴

∆=∆=
×

×
=

×
×

=
∆
∆

∴∠=∠

3
1

3
2

2
1

,.4

3
1,

3
13

1

.3

2112111

1
11

Q

Q

 

等分再將剩餘四邊形面積二次之點之區過的分割線面積三分之一的三角形

角且分割出為原三角形都只可作得一條含某頂

六區而、

點之區甲過、點之區一如過

之一的分割線又為原三角形面積三分

且含某頂角六區都作得兩條過定點

等丙乙甲三二一其中

等區丙乙

甲三二一計有分成三類區

而將三角形外部等六條

計有與三分點連線

即頂點的分割線面積等於原三角形

能使其分割我們仍然先找出固定且首先討論

,);)((

,))()()()()(();
)(,)((

))()()()()((
,))()()()()()()((

))()()((:
;,,

,,,,,

,
3
1

,:][

21

21

NRVI

VIVIVIIIIIIMM
QLLP

P

VIVIVIIIIII

CECD

BHBIAGAF

a

 

區兩四邊形區一四邊形區或一三角形且其圖狀為兩三角形區分割線

最佳都只可作得一組面積分割線頂角的能作得一條或兩條含某不論過外部定點討論

,"

",
3
1:][ Pb

 

【第二部分】:四邊形 
(一)、 :)( CPABCDP =即之頂點時為四邊形   

即為所求。與則連中點取

、於、交作過

連於交作取連作法

面積三等分即可將等的三角形可得與原四邊形面積相

面積互調將「左」面積與「右」「右」面積的觀念積再利用梯形中「左」面

形將四邊形分成兩個三角先利用對角線為三角形頂點的作法可仿照分析

21112

22

,,.4

//.3

,,//.2
3
1,,.1:][

.3)(
,,.2

)(,.1:][

PPPPPPPTP

RPBCABACRPO

CTTBAACDTBDBOBDAC

CBTCBT

ACP

=

∆∆
=

 

面積四邊形面積面積面積面積故

面積面積面積面積中點証明

ABCDBDABCDBOACOB

BDABOABCDCOBBDBO

3
1)(

3
1

3
1,

3
1,

3
1.1:][

=∆+∆=∆+∆

∆=∆∆=∆∴=Q

 

面積面積面積面積 ASTCDSKAPCOKDTACRP ∆=∆∆=∆∴ ,////.2 22Q  

(P) 

A 

D 

B P2 

O 

R 

K ● 

P1 
T ● 

C 

● 

S 

(三) 

A 

G 
C 

B 

P 

I D 

(III) 

(VI) 

(IV) 

(II) 

(I) 

(V) E 
H 

● 

● 

● 

F 

● 

● 

● 

(丙) 

(乙) 

(甲) 

(一) 

(二) 

● 

L1 

Q ● 

● R 

N 

M1 

M2 

L2 
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面積四邊形面積

面積面積四邊形面積面積面積

面積面積又面積面積

面積四邊形面積面積四邊形面積故四邊形

ABCDCBP

KOPKOBPCOBBOACOB
KAPCOKBCTAST

CSABCDSCSABBCDA

3
1

,,

2

2

2

=∆=

∆++∆=∆+∆∴
∆=∆∆=∆+

=∆+=
Q

  

面積四邊形面積面積面積

面積面積面積面積中點為

ABCDBCTBCTBCT

CBPBCTCTPPCPTPP

3
1

3
1)

3
1(

2
1

)(
2
1

2
1,.3 222121

=∆=∆−∆=

∆−∆=∆=∆∴Q

 

):(*
2121

亦可或或若已知條件改成同理

合於所求與面積三等分四邊形與即

DPBPAP
PPPPABCDPPPP

===
∴  

)("",

,
3
2

,,:][

即兩條分割線最佳分割線且只有一組一四邊形區

區或兩三角形區故其圖狀為三個三角形等分四邊形面積的三角形兩再將

分成兩個三角形先利用對角線將四邊形為三角形頂點的作法因為仿照小結 P

 

(二)、 :邊上之一點時為四邊形ABCDP   

「右」面積來替換。「左」面積四面積中的「左」、「右」

「上」、「下」、所分割的梯形兩對角線

可利用面積面積要使四邊形

再連三等分點只須取面積時

面積且在四邊形如的頂點

另一三角形視為可將邊上之一點時為四邊形若分析

=

∆=

∆=∆

,
,.2

,,,,

),(
,.1:][

2121

TPVABCD
PPPPPPTV

TPVABCDTPV
PABCDP

 

即為所求。則連三等分點取

、於分別交、作作、過連作法

212121 ,,,,,.2

,////,,.1:][

PPPPPPPPPPTV

VTABBPCVAPDTDCBPAP
 

合於所求即三等分將

故四邊形四邊形

四邊形四邊形

上的三等分點為

証明

21

212

21

221121

,,

,,,

,,.2

,,,//,//.1:][

PPPPABC

PPPPAPDTPCBP

PKCPKBPPSDPSAP
VPPPPPPTPTVPP

BKVKCPATSDSPCVBPTDAP

∆

==

∆+=∆+=
∆=∆=∆∴

∆=∆∆=∆∴

Q

Q

 

:
,,

,,1][:.]1[

21

如下三等分此時可改變作法

面積而無法將上都不落於之三等分點

上則有可能使上時不在若中步驟作法在上述討論

ABCDADQQ

TVCDP

 

11111

111

,//,.2

,
3
1.1:][

PPPABAPPQQAP

QBCABCDBAQAQ

連於交作過連

於交面積四邊形面積分出作分割線作法 =∆
 

 P 

A 

D 

B P2 V 

K 

P1 

T ● 

C 

●
S 

 ● 

C 

 P 
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B 

Q

V 

K 

Q
S 

 ● 

T 

V C 

●

 P 

A 

D 

B 

Q

P2 QS 

 ● 

P1 

●
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)])([(
,,.3 2112

三附件作法、証明、討論見

即為所求。則面積平分五邊形作 PPPPPCDAPPP  

。如下圖二、圖三、圖四邊上的範圍點落於四邊形也都可以找出、、

分別作各邊的三等分線。同理之三等分線作得過「右」面積利用梯形「左」面積

都可的腰上時點若落於兩個最大梯形而如下圖一所作的兩個最大梯形為鄰邊的一部分

亦有可能二鄰邊為腰可得以線時三等分線為梯形的對角若以從上述的討論中發現

的面積呢？四邊形一直線來取得

點的作過、、、都可利用三等分線邊上任一點、、、為是否

「右」面積互調而得的「左」面積

都是利用梯形等分線過四邊形邊上所作的三我們得知討論與作法綜合上述討論

)(,

:,

,),()
(,,

3
1

,,.2

,:],[][.1:]2[

ABCDPDUCTBS

PQP

P
BADAR

ABCD

PDUCTBSARDACDBCABP

=

∠

=

 

 
  

 
 
 
 
       (藍色{為 AR平分線時,P點所落之範圍)  (紅色{為 BS平分線時,P點所落之範圍) 
                      (圖一)                              (圖二) 
 
 
 
 
 
 
       (綠色{為 CT平分線時,P點所落之範圍)  (棕色{為 DU平分線時,P點所落之範圍) 
                      (圖三)                              (圖四) 
      綜合以上四圖得知: 

(i)不管 P為四邊形 ABCD邊上的任意點,都可利用 AR,BS,CT,DU 

等三等分線,作過 P點的一直線,取得
3
1 ABCD的面積。 

(如右圖)再將剩餘之面積二等分即可 
(ii)位於四邊形 ABCD邊上的定點 P,都只可作出一組三等分線。(如右上圖) 

且只有一組區或一三角形區兩四邊形兩三角形區一四邊形區圖狀為三個三角形區或

故其兩等分四邊形面積的四邊形區再將為一三角形或一四邊形面積

取得等三等分線都可利用邊上之任意點為四邊形因為不論小結
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將四邊形面積三等分最佳分割線得兩組因而此些重疊區都可作

形相對區的重疊區其餘區域都是兩組三角外剩餘區域除了三角形相對區外的

積三等分可得三直線將四邊形面而與三角形討論同就改作面積的等分線。

之定點即包絡線區而位於剩餘的區域面積的直線

四邊形或則可得分割出位於上述相對區域內當定點

與與與

與與與

與可得三角形相對區分、、

、、、、、三分線分別作出過頂點的八條

的結論討論的討論一中之定點我們比照過三角形內部

的內部一點時為四邊形、若三
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               ))()(;)()(( dcba −−−− 六與圖六圖六與圖六如圖  
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,,,
加以討論我們就依此二種情形

因此下列相交也可能與四邊形的對邊交可能與四邊形的鄰邊相直線中又因穿過其相對區域的
 

視為三角形的二邊形二鄰邊相交的邊可將面積三分線與四邊

又與四邊形二鄰邊相交面積三分線過相對區域分析

交域又與四邊形二鄰邊相且面積三分線過相對區位於四邊形內部若

,
.1:][
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∴
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面積三分線的作法再過內部定點作三角形面積轉換成相等面積的將四邊形 ,.2 1BCAABCD ∆

    

即為所求。則平分五邊形點作過

於交連

作三分線的方法仿過三角形內部一點連於交作作法

積二等分即可過五邊形邊上一點將面四附件仿再將剩餘之五邊形
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合於所求面積平分五邊形

面積四邊形面積五邊形面積五邊形面積故
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二四邊形區一五邊形區三個四邊形區

二三角形區一四邊形區一三角形區兩四邊形區

因此其圖狀有一五邊形區四邊形區或一四邊形區而五邊形區可平分成兩區

一四邊形四邊形區或一三角形區又四邊形區可平分成兩形區為一四邊形區或一五邊

而所剩餘區域故可得一三角形區交又與四邊形的二鄰邊相由於三分線過相對區域討論
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即為所求。則平分四邊形作過於分別交連

相交於且面積四邊形得分別作過作法

將面積二等分即可。邊上定點互調，再仿過四邊形與將

面積。面積

面積

面積
可得定理中面積比對頂角相等利用等角

面積面積利用面積的重疊關係

相對區域的三角形

相交對區域又與四邊形對邊對邊平行且三分線過相分析

相交時對區域又與四邊形對邊對邊平行且平分線過相

況討論因此又分為下列兩種情也可能不平行

因為對邊可能平行與四邊形對邊相交時且平分線過相對區域又位於四邊形內部若
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合於所求即面積四邊形面積四邊形

面積五邊形面積平分四邊形
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再利用共角定理作得得、可延長面積面積要使

面積四邊形面積如此就可得四邊形點且使過只要使

面積四邊形面積點可作得若過分析

又與四邊形對邊相交時區相對區域對邊不平行且平分線過
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面積即可平分四邊形再作

面積四邊形面積面積而得四邊形
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省略証明

即為所求。則

五附件作法見面積平分四邊形作過

於交連於三點交、、作一圓過

於交作過作

於面積交四邊形使作過

連交於、延長作法
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QADPPPP

PCDQPQABTRP

TGRGCPTPGCPGRS
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二三角形區一四邊形區三個四邊形區其圖狀有

因此一四邊形區四邊形區或一三角形區又四邊形區可平分成兩而剩餘一四邊形區

故可得一四邊形區又與四邊形的對邊相交由於三分線過相對區域之綜合小結
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最佳分割線都只有一組不論位於何區

四邊形外部定點註加以討論兩種情況

相交等平分線與四邊形的對邊相交

平分線與四邊形的鄰邊我們仍須分

的內部一點時所述為四邊形理由仍如

的外部一點時為四邊形若四

P

B
A

ABCDP
ABCDP

 

邊形面積即可。再用過外部一點平分五面積轉換成相等面積的將四邊形

視為三角形的二邊鄰邊相交的邊可將平分線與四邊形二

四邊形二鄰邊相交三分線過相對區域又與分析

時又與四邊形二鄰邊相交

且三分線過相對區域位於四邊形外部若
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合於所求面積平分五邊形

面積四邊形面積五邊形面積五邊形故
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二四邊形區一五邊形區三個四邊形區

二三角形區一四邊形區一三角形區兩四邊形區

因此其圖狀有一五邊形區四邊形區或一四邊形區而五邊形區可平分成兩區

一四邊形四邊形區或一三角形區又四邊形區可平分成兩形區為一四邊形區或一五邊

而所剩餘區域故可得一三角形區交又與四邊形的二鄰邊相由於三分線過相對區域討論
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故省略對邊相交時過相對區域又與四邊形

且平分線位於四邊形內部亦都同與証明作法分析

相交時對區域又與四邊形對邊對邊平行且平分線過相

情況討論因此仍可分為下列兩種可能不平行也因為對邊可能平行也

與四邊形對邊相交時且平分線過相對區域又位於四邊形外部若
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面積。平分四邊形進而作

再利用共角定理作得得、可延長面積面積要使

面積。四邊形面積面積四邊形

如此就可得面積

面積點且使過只要使

的對邊四邊形

必過分的分割線點且將四邊形面積三等其過

區時且落於外部之一點為四邊形若分析

又與四邊形對邊相交時區相對區域對邊不平行且平分線過
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面積三等分將四邊形故
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二三角形區一四邊形區三個四邊形區

因此其圖狀有一四邊形區四邊形區或一三角形區又四邊形區可平分成兩一四邊形區

而剩餘故可得一四邊形區又與四邊形的對邊相交由於三分線過相對區域討論
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三等分四邊形面積。最佳分割線組而不重複區只可作得一三等分四邊形面積

最佳分割線都可作得兩組若落於重複區域四邊形外部一點得知的討論綜合小結一
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【小結二】: :,整理如下及圖狀成的最佳分割線的組數將過四邊形外部定點所  

一個四邊形區

兩個三角形區

三個四邊形區

二四邊形區一五邊形區

三個三角形區

二三角形區一四邊形區

一三角形區兩四邊形區

圖狀

一組一組
之組數線

最佳分割
形對邊相交

相對區且與四邊

三分線過三角形

形二鄰邊相交

相對區且與四邊

三分線過三角形
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iii
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i

 

【第三部分】:N邊形  ([作法]及[証明]均如前,故省略) 
(一)、 :)()( APNP =即之頂點時以七邊形為例邊形為   

等分將多邊形剩餘的面積二多邊形面積取得頂點的作法或三角形再利用過四邊形

或三角形點的四邊形先將七邊形轉成含有定頂點的作法或三角形為四邊形可仿照分析

.3
3
1,)(.2

)(,)(.1:][ P
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][;,:][ 表一而其所有可能圖狀列於仍只有一組最佳分割線邊形之頂點時為推論 NP  
(二)、 :)( 邊上之一點時以七邊形為例邊形為NP   

等分即可將多邊形剩餘的面積二

多邊形面積取得邊上一點的作法或三角形再利用過四邊形

或三角形點的四邊形先將七邊形轉成含有定邊上一點的作法或三角形為四邊形可仿照分析

.3
3
1,)(.2

)(,)(.1:][ P

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
)]()][([,:][ 六見附件二表而其圖狀列於仍只有一組最佳分割線討論   

(三)、 :)( 內部之一點時以七邊形為例邊形為NP   

等分即可將多邊形剩餘的面積二多邊形面積作得比照過四邊形內部一點

對邊是過四邊形的鄰邊還是

決定出三等分線的作法三第二部分即分割區域的研判法利用過四邊形內部一點

如此較易作得三等分線的四邊形

或次長邊七邊形中最長邊先將七邊形轉成含有原法為四邊形內部一點的作可仿照分析
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)]()][([,,:][ 七見附件三表其圖狀列於仍有兩組最佳分割線邊形內部定點過仿四邊形內部討論 PN  
(四)、 :)( 外部之一點時以七邊形為例邊形為NP   

)(,.1:][ 或次長邊七邊形中最長邊先將七邊形轉成含有原法為四邊形外部一點的作可仿照分析 P  

等分即可將多邊形剩餘的面積二多邊形面積作得比照過四邊形內部一點

對邊是過四邊形的鄰邊還是

決定出三等分線的作法四第二部分即分割區域的研判法利用過四邊形外部一點

如此較易作得三等分線的四邊形

.4
3
1,.3

),)]([(.2
)(

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

)]()][([,"",:][ 八見附件四表其圖狀列於最佳分割線仍只有一組邊形外部定點過仿四邊形外部討論 PN
 
【第四部分】:N邊形之圖狀: 
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(七邊形 ABCDEFH →轉換 五邊形 A1BC1EF →轉換 四邊形 BC1EF1) 
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  由【第一部分】【第二部分】【第三部分】的討論研究中,我們發現了三等分 N邊形圖狀種類的規律: 
(A).P位於 N邊形頂點時: 

(i).分割圖狀之總邊數為 N+4~N+6:其因是為分割線恰過頂點時,分割線恰為二圖狀之公共邊,因
而分割圖狀之總邊數至少比 N邊形的邊數多 4,直至分割點全落於同一邊上,如何仍有分割線
為二圖狀之公共邊,再加上 N邊形中的某一邊為三圖狀之共用邊,因此分割圖狀之總邊數至多
比 N邊形的邊數多 6。然而三等分面積之總邊數為最少的圖形必為三個三角形,因此三等分
三角形面積之總邊數必為 9,而三等分四邊形面積之總邊數為 9~10 

(ii).將N邊形所形成的三種圖狀以(a邊形邊數-- b邊形邊數--c邊形邊數)排列之,其中 a≤b≤c, a≥3,
可得[下表(一)]: 
定點 P位於 N邊形頂點:[表(一)] 
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(iii).由[表(一)]中得知:三等分 N邊形所形成的三種圖狀具有如下的規律: 
    (a).     三角形 →  九邊形 →  十五邊形   →   二十一邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   1      15+1=16    33+15+1=49     51+33+15+1=100  ⋯⋯ 
    (b).     四邊形 →  十邊形 →  十六邊形   →   二十二邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   2      18+2=20    36+18+2=56     54+36+18+2=110  ⋯⋯ 
    (c).     五邊形 → 十一邊形 →  十七邊形   →   二十三邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   4      21+4=25    39+21+4=64     57+39+21+4=121  ⋯⋯ 
    (d).     六邊形 → 十二邊形 →  十八邊形   →   二十四邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   6      24+6=30    42+24+6=72     60+42+24+6=132  ⋯⋯ 
    (e).     七邊形 → 十三邊形 →  十九邊形   →   二十五邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   9      27+9=36    45+27+9=81     63+45+27+9=144  ⋯⋯ 
    (f).     八邊形 → 十四邊形 →  二十邊形   →   二十六邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]  12      30+12=42   48+30+12=90    66+48+30+12=156  ⋯⋯ 
    再將此規律,加以公式化,可得如下公式: 

(a).N邊形中:(N=6(k-1)+3) )( 為正整數k  
求級數 1+16+49+100+169+256+⋯⋯之第 k項 

[解]:將級數之各項依次列出,得 
                               1     16     49      100      169       256 ⋯⋯⋯⋯ 
               第一階差           15     33      51      69        87 ⋯⋯⋯⋯ 
               第二階差              18     18       18       18 ⋯⋯⋯⋯  
               第三階差                  0       0        0  ⋯⋯⋯⋯ 
               則因 ,0,18,15,1 1111 ==== dcba  

               故由階差之第k項公式: 

)(
!

)()3)(2)(1(
!3

)3)(2)(1(
!2

)2)(1()1( 1111

階差之首項為級數第其中 rdd
r

rkkkk

dkkkckkbkaa

rr

k

−−−−
+

+
−−−

+
−−

+−+=

L

LLL

 

                得: 

)
6

3(
4

)1(

4129)2)(1(9)1(151
!2

)2)(1(18)1(151

2

2

+
=

−
=

+−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(b).N邊形中:(N=6(k-1)+4) )( 為正整數k  
求級數 2+20+56+110+182+272+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

2(
4

2

299)2)(1(9)1(182
!2

)2)(1(18)1(182

2

2

+
=

−
=

+−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkNN

kkkkkkkkak

Q

 

(c).N邊形中:(N=6(k-1)+5) )( 為正整數k  
求級數 4+25+64+110+182+272+⋯⋯之第 k項,得: 
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)
6

1(
4

)1(

169)2)(1(9)1(214
!2

)2)1(18)1(214

2

2

+
=

−
=

+−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(d).N邊形中: (N=6(k-1)+6) )( 為正整數k  
求級數 6+30+72+132+210+306+⋯⋯之第 k項,得: 

 

)
6

(
4

2

39)2)(1(9)1(246
!2

)2)(1(18)1(246

2

2

NkNN

kkkkkkkkak

=
−

=

−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

Q

  

(e).N邊形中: (N=6(k-1)+7) )( 為正整數k  
求級數 9+36+72+132+210+306+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

1(
4

)1(

9)2)(1(9)1(279
!2

)2)(1(18)1(279

2

2

−
=

−
=

=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkak

Q

  

(f).N邊形中: (N=6(k-1)+8) )( 為正整數k  
求級數 12+42+90+156+240+342+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

2(
4

2

39)2)(1(9)1(3012
!2

)2)(1(18)1(3012

2

2

−
=

−
=

+=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkNN

kkkkkkkkak

Q

 

(B).P位於 N邊形邊上一點時:(由[表(二)]知) 
(i).分割圖狀之總邊數為(N+5)~(N+7):其因是為分割線恰過對邊二端點時,分割線為二圖狀之公
共邊,且定點所居之邊亦為二圖狀之共用邊,故其所分割圖狀之總邊數至少比 N邊形的邊數多
5,直至分割點全落於同一邊上,如此仍有分割線為二圖狀之公共邊,再加上 N邊形中的某一邊
為三圖狀之共用邊,因此分割圖狀之總邊數至多比 N邊形的邊數多 7。 

(ii).將N邊形所形成的三種圖狀以(a邊形邊數-- b邊形邊數--c邊形邊數)排列之,其中 a≤b≤c, a≥3,
可得[表(二)](見[附件(六)]) 

(iii).由[表(二)]中得知:三等分 N邊形所形成的三種圖狀具有如下的規律: 
    (a).     三角形 →  九邊形 →  十五邊形   →   二十一邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   2      18+2=20    36+18+2=56     54+36+18+2=110  ⋯⋯ 
    (b).     四邊形 →  十邊形 →  十六邊形   →   二十二邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   4      21+4=25    39+21+4=64     57+39+22+3=121  ⋯⋯ 
    (c).     五邊形 → 十一邊形 →  十七邊形  →   二十三邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   6      24+6=30    42+24+6=72     60+42+24+6=132  ⋯⋯ 
    (d).     六邊形 → 十二邊形 →  十八邊形  →   二十四邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   9      27+9=36    45+27+9=81     63+45+27+9=144  ⋯⋯ 
    (e).     七邊形 → 十三邊形 →  十九邊形  →   二十五邊形  →⋯⋯ 
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[圖狀總類數]  12      30+12=42   48+30+12=90    66+48+30+12=156  ⋯⋯ 
    (f).     八邊形 → 十四邊形 →  二十邊形  →    二十六邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]  16     33+16=49    51+33+16=100   69=51+33+16=169  ⋯⋯ 
  再將此規律,利用階差數列公式加以公式化,可得如下公式: 

(a).N邊形中:(N=6(k-1)+3) )( 為正整數k  
求級數 2+20+56+110+182+272+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

3(
4

1

299)2)(1(9)1182
!2

)2)(1(18)1(182

2

2

+
=

−
=

+−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(b).N邊形中:(N=6(k-1)+4) )( 為正整數k  
求級數 4+25+64+110+182+272+⋯⋯之第 k項,得: 

         

)
6

2(
4

169)2)(1(9)1(214
!2

)2)(1(18)1(214

2

2

+
==

+−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(c).N邊形中: (N=6(k-1)+5) )( 為正整數k  
求級數 6+30+72+132+210+306+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

1(
4

1

39)2)(1(9)1(246
!2

)2)(1(18)1(246

2

2

+
=

−
=

−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

  

(d).N邊形中: (N=6(k-1)+6) )( 為正整數k  
求級數 9+36+81+144+225+324+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

(
4

9)2)(1(9)1(279
!2

)2)(1(18)1(279

2

2

NkN

kkkkkkkak

==

=−−+−+=
−−

⋅+−+=

Q

  

(e).N邊形中: (N=6(k-1)+7) )( 為正整數k  
求級數 12+42+90+156+240+342+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

1(
4

1

39)2)(1(9)1(3012
!2

)2)(1(18)1(3012

2

2

−
=

−
=

+=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(f).N邊形中:(N=6(k-1)+8) )( 為正整數k  
求級數 16+49+100+169+256+361+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

2(
4

169)2)(1(9)1(3316
!2

)2)(1(18)1(3316

2

2

−
==

++=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q
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(C).P位於 N邊形內部之一點時: (由[表(三)]知) 
(i).分割圖狀之總邊數為(N+6)~(N+8):其因是兩分割線恰過二端點時,則一分割線為三圖狀之公
共邊,而另一分割線為二圖狀之共用邊,且 N邊形的某一邊亦為二圖狀之共用邊,故其所分割
圖狀之總邊數至少比 N邊形的邊數多 6,直至分割點全落於同一邊上,如此仍有分割線為二圖
狀之公共邊,再加上N邊形中的某一邊為三圖狀之共用邊,以及N邊形的某一邊為二圖狀之共
用邊,因此分割圖狀之總邊數至多比 N邊形的邊數多 8。 

(ii).仿[表(二)]將 N邊形所形成的三種圖狀以(a邊形邊數-- b邊形邊數--c邊形邊數)排列之,其中
a≤b≤c, a≥3,(見[附件(七)]) 

(iii).得知:三等分 N邊形所形成的三種圖狀具有如下的規律: 
    (a).     三角形 →  九邊形 →  十五邊形   →   二十一邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   4      21+4=25    39+21+4=64     57+39+22+3=121  ⋯⋯ 
    (b).     四邊形 →  十邊形 →  十六邊形   →   二十二邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   6      24+6=30    42+24+6=72     60+42+24+6=132  ⋯⋯ 
    (c).     五邊形 → 十一邊形 →  十七邊形  →   二十三邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]   9      27+9=36    45+27+9=81     63+45+27+9=144  ⋯⋯ 
    (d).     六邊形 → 十二邊形 →  十八邊形  →   二十四邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]  12      30+12=42   48+30+12=90    66+48+30+12=156  ⋯⋯ 
    (e).     七邊形 → 十三邊形 →  十九邊形  →   二十五邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]  16     33+16=49    51+33+16=100   69+51+33+16=169  ⋯⋯ 
    (f).     八邊形 → 十四邊形 →  二十邊形  →    二十六邊形  →⋯⋯ 
[圖狀總類數]  20    36+20=56     54+36+20=110   72+54+36+20=182  ⋯⋯ 
  再將此規律,利用階差數列公式加以公式化,可得如下公式: 

(a).N邊形中:(N=6(k-1)+3) )( 為正整數k  
求級數 4+25+64+110+182+272+⋯⋯之第 k項,得: 

         

)
6

3(
4

)1(

169)2)(1(9)1214
!2

)2)(1(18)1(214

2

2

+
=

+
=

+−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(b).N邊形中: (N=6(k-1)+4) )( 為正整數k : 
求級數 6+30+72+132+210+306+⋯⋯之第 k項,得 

)
6

2(
4

2

39)2)(1(9)1(246
!2

)2)(1(18)1(246

2

2

+
=

+
=

−=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NknN

kkkkkkkkak

Q

  

(c).N邊形中: (N=6(k-1)+5) )( 為正整數k  
求級數 9+36+81+144+225+324+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

1(
4

)1(

9)2)1(9)1(279
!2

)2)(1(18)1(279

2

2

+
=

+
=

=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkak

Q
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(d).N邊形中: (N=6(k-1)+6) )( 為正整數k  
求級數 12+42+90+156+240+342+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

(
4

2

39)2)(1(9)1(3012
!2

)2)(1(18)1(3012

2

2

NkNN

kkkkkkkkak

=
+

=

+=−−+−+=
−−

⋅+−+=

Q

 

(e).N邊形中:(N=6(k-1)+7) )( 為正整數k  
求級數 16+49+100+169+256+361+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

1(
4

)1(

169)2)(1(9)13316
!2

)2)(1(18)1(3316

2

2

−
=

+
=

++=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkN

kkkkkkkkak

Q

 

(f).N邊形中:(N=6(k-1)+8) )( 為正整數k  
求級數 20+56+110+182+272+380+⋯⋯之第 k項,得: 

)
6

2(
4

2

299)2)(1(9)1(3620
!2

)2)(1(18)1(3620

2

2

−
=

+
=

++=−−+−+=
−−

⋅+−+=

NkNN

kkkkkkkkak

Q

 

(D).P位於 N邊形外部之一點時: (由[表(四)]知) 
(i).分割圖狀之總邊數為(N+5)~(N+8):其因是兩分割線恰過二頂點時,則兩分割線分別為相鄰二
圖狀之公共邊,而N邊形的某一邊亦為二圖狀之共用邊,故其所分割圖狀之總邊數至少比N邊
形的邊數多 5,直至分割點落於 N邊形之對邊上(且皆不過頂點),如此仍有分割線為二圖狀之
公共邊,再加上N邊形中的四邊為三圖狀之共用邊,因此分割圖狀之總邊數至多比N邊形的邊
數多 8。 

(ii).仿[表(二)]將 N邊形所形成的三種圖狀以(a邊形邊數-- b邊形邊數--c邊形邊數)排列之,其中
a≤b≤c, a≥3(見[附件(八)]) 

(iii).得知:三等分 N邊形所形成的三種圖狀具有如下的規律: 
    三角形 →  四邊形 →  五邊形   →   六邊形   →    七邊形 

[圖狀總類數]   2+1     3+2+1=6   4·1+3+2+1      4·2+3+2+1    4·2+3+1+4·1+2+1  
=8+2          =10+4        =12+6+1 

 →        八邊形      →      九邊形        →         十邊形            
[圖狀總類數]    4·3+2+4·1+3+2+1    4·3+3+1+4·2+3+2+1       4·4+2+4·2+3+1+4·1+2+1 

=14+8+2            =16+10+4               =18+12+6+1 
→         十一邊形                  →        十二邊形        

[圖狀總類數]  4·4+3+1+4·3+2+4·1+3+2+1            5·4+2+4·3+3+1+4·2+3+2+1       
=20+14+8+2                        =22+16+10+4 

→             十三邊形                  →        十四邊形        
[圖狀總類數]  5·4+3+1+4·4+2+4·2+3+1+4·1+2+1         6·4+2+4·4+3+1+4·3+2+4·1+3+2+1      

=24+18+12+6+1                        =26+20+14+8+2  
→             十五邊形                  →⋯⋯⋯⋯     →   N邊形        
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[圖狀總類數]  6·4+3+1+5·4+2+4·3+3+1+4·2+3+2+1            
=28+22+16+10+4                       ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯  

     再將此規律,利用等差級數公式加以公式化,可得如下公式: 
(a).N邊形中:(N=3k+2) )( 為正整數k  

求級數 44444 344444 21 LL

項
3

1

3226201482
+

++++++=
N

Na   

得: 
33

)1(]3)1
3

1(2[
3

1
2

]6)1
3

1(22[
3

1
2 NNNNNN

NN

aN
+

=
+

=⋅−
+

+⋅
+

=
⋅−

+
+⋅⋅

+

=  

(b).N邊形中:(N=3k+3) )( 為正整數k  

求級數 444444 3444444 21 LL

項
3

34282216104
N

Na ++++++=   

得: 
33

)1(]3)1
3

(2[
32

]6)1
3

(42[
3 2 NNNNNN

NN

aN
−

=
−

=⋅−+⋅=
⋅−+⋅⋅

=  

(c).N邊形中:(N=3k+4) )( 為正整數k  

求級數 44444 344444 21 LL

項
3

1

363024181261
−

+++++++=
N

Na   

得: 
3

11]3)1
3

1(6[
3

11
2

]6)1
3

1(62[
3

1
2 ++

=+⋅−
−

+⋅
−

=+
⋅−

−
+⋅⋅

−

=
NNNN

NN

aN  

)6,4;4,3:( 43 ==== aNaN註  
其次,再將定點 P位於 N邊形各位置時,所得圖狀種類數量公式,整理如下:  

 
      形式 

位置 

N= 2k+1  (k為正整數) 
 

N= 2k+2   (k為正整數) 
 

P位於頂點 
4

)1( 2−N  
4

22 NN −  

P位於邊上 
4

12 −N  
4

2N  

P位於內部 
4

)1( 2+N            
4

22 NN +   

      形式 

位置 

 N= 3k+2  (k為正整數) 
 

N= 3k+3  (k為正整數) 
 

N= 3k+4  (k為正整數) 
 

3

2 NN +         
3

2 NN −  
3

12 ++ NN  
P位於外部 
 

)6,4;4,3:( 43 ==== aNaN註  
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捌、研究的心得與結論: 

 (一).過 N邊形邊上(含頂點)之定點,都只有一組“最佳分割線” 
 

(二).採共角定理法可作過三角形內部之定點的三等分面積線, 又依三邊之三分點及中點, 可將三角 
    形分成以下三類區域: 

區六、五、四、三、二、一如下圖中之最佳分割線能作出一組單一區 )()()()()()(,"":).(i  

::).(
)()()()()()("":).(

分成空白區

區、、、、、如下圖中之。最佳分割線能作出兩組重疊區

iii
FEDCBAii

 

""),()(:
2
1)(

"",)()()(:
3
2)(

次佳分割線只會作出包絡線區區中如下圖之原三角形面積區能作出分割出

最佳分割線能作出二組區丙、乙、甲如下圖之原三角形面積區能作出分割出
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(三).過 N邊形內部一點三等分面積的具體作法: 

分配餘四邊形作適當的比例對所分出之三角形及剩

三角形作出是何種面積比值的分割線確定定點是對何頂角作

及包絡線區邊形各邊之三等分線以作
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(四).過 N邊形內部之定點(除包絡線區外)三等分面積,都有兩組“最佳分割線” 
 
(五).過 N邊形外部一點三等分面積,都有一組“最佳分割線” 
 
(六).過 N邊形之定點,不論其位於邊上、內部或外部,都可先將 N邊形轉換成三角形或四邊形,再依 
三角形或四邊形三等分面積的作法,作得 N邊形的三等分面積線(含“次佳分割線”) 
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(七).定點 P位於 N邊形各位置時,所形成各種圖形及圖狀種類數量公式如下： 
 

      形式 

位置 

N= 2k+1  (k為正整數) 
 

N= 2k+2   (k為正整數) 
 

4
)1( 2−N  

4
22 NN −  

P位於頂點 

  其圖狀之所有圖形介於三角形與 N邊形之間 

4
12 −N  

4

2N  
P位於邊上 

其圖狀之所有圖形介於三角形與(N+1)邊形之間 

4
)1( 2+N            

4
22 NN +   

P位於內部 

其圖狀之所有圖形介於三角形與(N+2)邊形之間 

      形式 

位置 

 N= 3k+2  (k為正整數) 
 

N= 3k+3  (k為正整數) 
 

N= 3k+4  (k為正整數) 
 

3

2 NN +         
3

2 NN −  
3

12 ++ NN  

)6,4;4,3:( 43 ==== aNaN註  

P位於外部 
 

其圖狀之所有圖形介於三角形與(N+2)邊形之間 
 

玖、問題的討論與展望: 

      能夠如期完成此篇報告,首先要感謝老師的指導。然而美中不足的是:(1).對於各位置“最佳分割

線”的組數只能說明,而無法証明(2).對於N≧4時的“包絡線區”,而無法完整繪出(3).對於三等

分凹多邊形面積,無法完全突破。此三問題,還請教授予以指導！(現將所研究之三等分凹多邊形

面積置於[附件(九)] 

柒、參考資料: 

      中華民國第四十二屆數學科展(高中組) 
 

 

 
 

 
 

 
 

 



評    語 

030419  孔明復生，天下三分計 

本作品討論自任一個三角形頂點、邊上、內部、外部任一點

將三角形分割成三個等面積的完整圖形，並將結果推廣至四

邊形及任意多邊形。內容豐富，由淺入深，說理清楚。篇幅

太多，版面擁擠，可精簡突出要點。 
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