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作品名稱：趣談多邊形點數之關係 

摘要： 
            當任意多邊形每邊點數不斷增加時，總和點數應該是多少?其變化之方式又

是為何呢?當圖形由平面改成立體時，其總和點數之變化是否又與平面時的變化

有何關聯呢?本篇文章主要是探討多邊形在每邊點數不斷增加時，總和點數之變

化情形，進而探討在三角錐、四角錐…至 m 角錐之總和點數，循序漸進的去找

出數與形之規律。 

 

 

壹、研究動機 

            在數與形之關係中，我們曾研究一個題目：在每邊點數不同時，五邊形點總點

數之變化，如下圖所示。 
 

 
 
 
 
 

我們可找出每邊點數為 4 時之總點數變化關係，但這並不足以滿足我們求知的

欲望。因此我們想深入瞭解在每邊點數為 n 時之總點數的變化為何？甚至當它為任

意多邊形且每邊點數為 n 時，總點數應為何？我們試著去找出其規律，進而探討在

三維立體圖形時點數之變化情形。 

貳、研究目的 

       尋找出多邊形在二維平面及三維立體空間時，數的規律與其變化情形 

參、研究設備及器材 

    個人電腦、數位相機、不同顏色黏土、牙籤、VISO2002、WORD2003 軟體 
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肆、研究過程及方法 

一、二維平面多邊形之點數變化： 

(一)、三角形點數之變化: 
1、每邊點數為 2 時：三角形之總點數為：1+2=3；如圖(1) 

 
圖(1) 

2、每邊點數為 3 時：三角形之總點數為 1+2 + 3 = 6；如圖(2) 

         
     
   

 
圖(2) 

3、每邊點數為 4 時： 三角形之總點數為：1+ 2 +3 +4 = 10；如圖(3) 

 
 
 
 
 

 
                                      

圖(3) 

4、每邊點數為 5 時： 三角形之總點數為：1 + 2 +3 +4 +5= 15；如圖(4) 

 
 
 

 
 
 
 
 

圖(4) 

1           2           3         4
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5、每邊點數為 n 時： 
三角形在每邊點數為 n 時，其總點數為：1 + 2 + 3 + 4 +…+n 
討論：由上述，從三角形中，可發現點數由 1，2，…n 依序增加，

在小學六年級時我們曾經學過 1，2 …到 10 加總中曾經有提

到其計算方式如下： 

S10 = 2
10)101( ×+  ........................ (1) 

故也可推出在三角形，每邊點數為 n 時之關係為： 

( )
2

1
),3(

nnS np
×+

= ........................... (2) 

[註：Sp(3,n) 3 是三角形，每邊點數為 n，p 是指二維平面之圖形] 

      (二)、四邊形點數之變化 
1、每邊點數為 2 時：四邊形之總點數為：1+3=4；如圖(5) 

 
 

 

圖(5) 

2、每邊點數為 3 時：四邊形之總點數為：1+ 3+ 5= 9；如圖(6) 
 
 
 
 
 

圖(6) 

3、每邊點數為 4 時： 四邊形之總點數為：1+3+5+7=16；如圖(7) 

 
 
 
 
 
 

 
圖(7) 
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4、每邊點數為 5 時： 四邊形之總點數為：1+3+5+7+9=25；如圖(8) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖(8) 

5、每邊點數為 n 時之總點數： 
四邊形每邊點數為 n 時總點數推導如下：從這個變化中，我們想

利用剛才所用總和的公式試著去做做看。 
 

想法：在我們計算任意多邊形角度總和中，曾學過計算角度時，可

以把任意多邊形分割成數個三角形。所以，在這裡我們試著

將四邊形分割成 2 個三角形如圖(9)，並找出他們之間的關

係。計算時我們如果用 2 個三角形去計算點數的話，可得到

的式子如下： 
 

 
 
 
 
 

 
圖(9) 

                 
( ) 2

2
1

×
×+

=
nnSn ( )1+×= nn ................................. (3) 

但是，這樣的結果並不正確。在計算過程中，我們發現有一邊被

重複計算過了。經過討論，我們發現此式必須將重複邊的點數扣除，

且重複邊之點數為 n；修正的式子如下： 
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( ) nnnS np −+×= 1),4(  

                             
2

2

n
nnn

=

−+=
..................................... (4) 

                      [註：Sp(4,n) 4 是四邊形，每邊點數為 n，p 是指二維平面之圖形] 

        (三)、五邊形點數之變化 
1、每邊點數為 2 時： 五邊形之總點數為 1+4 = 5 如圖(10) 

 
圖(10) 

2、每邊點數為 3 時：五邊形之總點數為 1+4+7=12 圖(11) 

    
  圖(11) 

3、每邊點數為 4 時：五邊形之總點數為 1+4+7+10=22 如圖(12) 

 
圖(12) 

4、每邊點數為 5 時：五邊形之總點數為 1+ 4+ 7+ 10+ 13= 35 如圖(13) 
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圖(13) 

5、每邊點數為 n 時之總點數： 
五邊形每邊點數為n時之總點數，推導如下：我們試著再用前面(第

2 頁)所提到計算三角形的點數的方式，並將五邊形做簡單的分割。將

五邊形分割成 3 個三角形如圖(14)。且有 2 個邊被重複計算過了，重

複邊之點數為 n，故其總點數公式推導如下： 
 
 
 
 
 
 
 

 
圖(14) 

 

nnnS np 23
2
)1(

),5( −×
×+

=  

         nnn 2
2
3

2
3 2 −+=  

nn
2
1

2
3 2 −= ................................................... (5) 

[註：Sp(5,n) 5 是五邊形，每邊點數為 n，p 是指二維平面之圖形] 
 

(四)、六邊形點數之變化 
1、每邊點數為 2 時：六邊形之總點數為 1 +5= 6 如圖(15) 
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圖(15) 

2、每邊點數為 3 時：六邊形之總點數為 1+5+9=15 如圖(16) 

 
圖(16) 

3、每邊點數為 4 時：六邊形之總點數為 1+5+9+13=28 如圖(17) 

 
圖(17) 

 
4、每邊點數為 5 時：六邊形之總點數為 1+5+9+13+17=45 如圖(18) 

       
   圖(18) 
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5、六邊形中每邊點數為 n 時之總點數推論如下： 
經由上述討論結果，於六邊形時每邊點數為 n 總點數之關係。我

們可順利將其公式推導出如下：首先將六邊形分割成四個三角形如圖

(19)所示，我們發現，有三個邊被重複計算，此時重複邊之點數為 n。
故修正後六邊形在每邊點數為 n 時，其總點數之推導如下： 

nnnS np 34
2
)1(

),6( −×
×+

=  

( )
nnn

nnn
322

32
2

2

−+=

−×+=  

nn −= 22 ................................................... (6) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  圖(19) 
(五)、任意多邊形點數之變化 

  
                      經由了三角形到六邊點數的推導過程中所獲得的經驗，我們可進一

步探討任意多邊形中每邊點數為 n 時其總點數變化。 
1、m 邊形可將其切割成 m-2 個三角形 
2、此 m-2 個三角形中，被重複計算之邊數有 m-3 個 

其總點數之 Sp(m,n)之關係推導如下；其中 m 代表任意多邊形邊

數，n 代表每邊之點數。(如 Sp(4,3)表示為四邊形圖形，且每邊點數為

3，p 是指二維平面之圖形) 
 

                         ( ) nmmnnS nmp ×−−−×
×+

= )3()2(
2
)1(

,  
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2
6222

3
2

)2()(

22

2

nmnnnmnmn

nmnmnn

+−−−+
=

+−
−×+

=
 

                              
2

42 22 nnmnmn +−−
= ..................... (7) 

         故我們可以獲得在平面圖形中：任意 m邊形，每邊點數為 n時，

總點數之通式
2

42 22

),(
nnmnmnS nmp

+−−
= 。接下來我們欲討論於三

維立體圖形時其點數之變化。此乃以之前推導二維平面點數之變化

為基礎，更進一步探討在三角錐，四角錐…到 m 邊角錐點每邊點數

為 n時總點數之變化。 

 
二、三維立體多邊形角錐之點數變化： 
        建構三維立體圖形，此乃以二維維平面組合成立體角錐之圖形。如三角錐

中每邊點數為 2 時，是以  + 所建構而成，如圖(19)所示。對於角錐點數

之探討，可以將我們的視野從平面拉到立體的圖形中。 
             (一)、三角錐之點數變化： 

                   1、每邊點數為 2時，如圖(19)，三角錐之總點數為；SL(3,2)=1+ Sp(3,2) =1+3。 

                      [註：SL(3,2) 為三角形，且每邊點數為 2； 
P 是指二維平面圖形；L 是指三維立體圖形] 

 

圖(19) 

                   2、每邊點數為 3 時，如圖(20)，三角錐之總點數為 

SL(3,2) =1+ Sp(3,2) +Sp(3,3) 

  =1+3+6 

               =1+(1+2)+(1+2+3) 

SP(3,2)

+

1

1
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圖(20) 

3、每邊點數為 4時，如圖(21)三角錐之總點數為： 

SL(3,2) =1+ SP(3,2) +SP(3,3) +SP(3,4)  

= 1+3+6+10 

              = 1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4) 

 
       圖(21) 

由上述中我們可觀察出這是由(4 個 1)、(3 個 2)、(2 個 3)及(1

個 4)所組成，我們可將這些數字排列成三角形如圖(22)所示，再將

三角形旋轉兩次所得如圖(23)、(24)所示，最後將此三個三角形相同

位置之值相加後，所得之數值均為 6如圖(25)所示。故我們可發現

1+SP(3,2)+SP(3,3)+SP(3,4)總和可以很容易被求出來，其總和為 6×10
3
1

× 故我

們可將式子改寫如下： 

SL(3,4) =1+ SP(3,2) +SP(3,3) +SP(3,4)  

=1+3+6+10 

             =1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4) 

             =
3
110)24( ××+                         

           [註：SP(3,4)-SP(3,3)=4] 

+

+
SP(3,2)

SP(3,3)
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圖(22)      圖(23)      圖(24)       圖(25) 

            

4、每邊點數為 n時，三角錐之總點數推導如下：由上述每邊點為 4時之

推導過程中，我們可找出每邊點數為 n時之總數關係。 

SL(3,n) =1+SP(3,2)+SP(3,3)+SP(3,4) +…+SP(3,n)  

=1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)+… [ ]n...321 +++   

=
3
1

2
12 ×
×+

×+
nnn )()(  

= 
6

)1()2( nnn ×+×+
............. (8) 

[註：SL(3,n) 為三角形；且每邊點數為 n；L 是指三維立體圖形] 
                 

   (二)、四角錐之點數變化： 

                      1、每邊點數為 2時，如圖(27)，四角錐之總點數為 1+ SP(4,2) =1+4 

                          [註 SL(4,2) 為四邊形，每邊點數為 2，L 是指三維立體圖形]  

 

圖(27) 

                      2、每邊點數為 3時，如圖(28)，四角錐之總點數為 

SL(4,3)=1 + SP(4,2) + SP(4,3)  

=1+4+9 

                 =1+(1+3)+(1+3+5) 

 

圖(28) 

＋ 

＋ 

＋

1

SP(4,2)

1

SP(4,2) 

Sp(4,3) 



 12

+ =
+ + =

                      3、每邊點數為 4時，如圖(29)，四角錐之總點數為 

SL(4,4) =1+ SP(4,2) +SP(4,3) +SP(4,4)  

=1+4+9+16 

                      =1+(1+3)+(1+3+5)+(1+3+5+7) 

 

圖(29) 

由上述中我們可觀察出這是由(4 個 1)、(3 個 3)、(2 個 5)及

(1 個 7)所組成。我們將這些數字排成三角形如圖(30)所示，再將

三角形旋轉兩次所得如圖(31)、(32)所示，最後將此三個三角形相

同位置之值相加，所得之數值均為 9，如圖(33)所示。故我們可發

現1+SP (4,2)+SP (4,3)+SP(4,4)總和可以很容易被求出來，其總和為9×10
3
1

×

故我們可將式子改寫如下： 

SL(4,4)=1+ SP(4,2) +SP(4,3) +SP(4,4) 

 =1+4+9+16 

                              =1 + (1+3) + (1+3+5) + (1+3+5+7) 

                         =
3
110)27( ××+  

               [註：SP(4,4)-SP(4,3)=7] 

                      

圖(30)         圖(31)        圖(32)        圖(33)    

               4、每邊點數為 n時，四角錐之總點數推導如下： 

                      由上述每邊點為 4時之推導過程中，我們可找進一步找出

每邊點數為 n時之總數關係。 

SL(4,n)=1+ Sp(4,2) +Sp(4,3) +Sp(4,4) + …+Sp(4,n)  
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= 1+(1+3)+(1+3+5)+(1+3+5+7)+…[ ( ))1,4(),4(...531 −−++++ npnp SS ]  

= 1+(1+3)+(1+3+5)+(1+3+5+7)+… [ ]22 )1(...(531 −−+++ nn  

=  
3
1

2
)1()12( ×
×+

×+−
nnn 2  

= 
6

112 nnn ×+×+ )()(
............... (9) 

[註：SL(4,n) 為四邊形；且每邊點數為 n；L 是指三維立體圖形] 
 

(三)、五角錐之點數變化： 

                      1、每邊點數為2時，如圖(34)，五角錐之總點數為SL(5,3)=1+ SP(5,2) =1+5 

                          [註：SL(5,2)為五邊形，且每邊點數為 2，L 是指三維立體圖形]  

        
       圖(34) 

                      2、每邊點數為 3時，如圖(35)(36)，5 角錐之總點數為： 

SL(5,3)=1+ SP(5,2) +SP(5,3)  

= 1+5+12 

                     = 1+(1+4)+(1+4+7) 

    
                         圖(35)                       圖(36) 

                      3、每邊點數為 4時，如圖(37)(38)，五角錐之總點數為 

SL(5,4)=1+ SP(5,2) +SP(5,3) +SP(5,4)  

=1+5+12+22 

                       =1+(1+4)+(1+4+7)+(1+4+7+10) 
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                                圖(37)                       圖(38) 

 

由上述中我們可觀察出這是由(4 個 1)、(3 個 4)、(2 個 7)

及(1 個 10)所組成。我們將這些數字排成三角形如圖(39)所

示，再將三角形旋轉兩次所得如圖(40)、(41)所示，最後將此

三個三角形相同位置之值相加，所得之數值均為 12 如圖(42)

所示。故我們可發現 1+SP(5,2)+SP(5,3)+SP(5,4)總和可以很容易被求出

來，其總和為 12×10
3
1

× 故我們可將式子改寫如下： 

SL(5,4)=1+ SP(5,2) +SP(5,3) +SP(5,4)  

= 1+5+12+22 

                      = 1+(1+4)+(1+4+7)+(1+4+7+10) 

                  =
3
110)210( ××+  

[註：小括號中的 10 為 SP(5,4)-SP(5,3)=10 中可得] 

     

圖(39)       圖(40)        圖(41)         圖(42) 

 

4、每邊點數為 n時，五角錐之總點數推導如下： 

    由上述每邊點為 4時之推導過程中，我們可找進一步找出

每邊點數為 n時之總數關係。 

                SL(5,n)=1+SP(5,2) +SP(5,3) +SP(5,4) + …+SP(5,n) 

                             =1+(1+4)+(1+4+7)+(1+4+7+10) 

=1+(1+4)+(1+4+7)+(1+4+7+10)+…[1+4+7+10+…+(SP(5,n)- SP(5,n-1))] 

=1+(1+4)+(1+4+7)+(1+4+7+10)+… [ ])23(...10741 −++++ n  

= 

3
1

2
1223 ×
×+

×+−
nnn )()(  
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= 
6

13 nnn ×+× )(
 

= 
2

12 )( +× nn
........................ (10) 

[註：SL(5,n) 為五邊形；且每邊點數為 n；L 是指三維立體圖形] 
(四)、六角錐之點數變化： 

      1、每邊點數為 2時，如圖(43)六角錐之總點數為 SL(6,2)=1+ Sp(6,2) =1+6 

    [註：SL(6,2) 6 是指六邊形，而 2指每邊點數為 2，L 是指三維立體圖形]  

 
圖(43) 

                      2、每邊點數為 3時，如圖(44)，六角錐之總點數為： 

 

圖(44) 
SL(6,3)=1+ SP(6,2) +SP(6,3)  

= 1+6+15 

                    = 1+(1+5)+(1+5+9) 

                     3、每邊點數為 4時，六角錐之總點數為： 

SL(6,4)=1+ SP(6,2) +SP(6,3) +SP(6,4)  

= 1+6+15+28 

                   = 1+(1+5)+(1+5+9)+(1+5+9+13) 

由上述中我們可觀察出這是由(4 個 1)、(3 個 5)、(2 個 9)

及(1 個 13)所組成。我們將這些數字排成三角形如圖(45)所示，再

將三角形旋轉兩次所得如圖(46)、(47)所示，最後將此三個三角形

相同位置之值相加，所得之數值均為 15 如圖(46)所示。故我們可

發現 1+SP(6,2)+SP(6,3)+SP(6,4)總和可以很容易被求出來，其總和為
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+ + =

15×10
3
1

× 故我們可將式子改寫如下： 

SL(6,4)=1+ SP(6,2) +SP(6,3) +SP(6,4) = 1+6+15+28 

                                = 1+(1+5)+(1+5+9)+(1+5+9+13) 

                                 = 
3
110)213( ××+  

                                  [註：Sp(6,4)-Sp(6,3)=13] 

                   
圖(45)       圖(46)        圖(47)         圖(48) 

 

4、每邊點數為 n時，六角錐之總點數推導如下： 

    由上述每邊點為 4時之推導過程中，我們可找進一步找出

每邊點數為 n時之總數關係。 

SL(6,n)=1+ SP(6,2) +SP(6,3) +SP(6,4) +SP(6,4)+…SP(6,n) 

                 = 1+(1+5)+(1+5+9)+(1+5+9+13)+… [1+5+9+13+…(Sp(6,n)- Sp(6,n))] 

                                  = 1+(1+5)+(1+5+9)+(1+5+9+13)+… [ ])...( 34951 −+++ n  

=  
3
1

2
1234 ×
×+

×+−
nnn )()(  

= 
6

114 nnn ×+− ))((
................. (11) 

[註：SL(6,n) 為六邊形；且每邊點數為 n；L 是指三維立體圖形] 
 

(五) m 角錐點數之變化 
在 m角錐每邊點數為 n時之總和點數之探討中，我們將利用前述所

得之經驗去探討其總和 

SL(m,n)=1+ SP(m,2) +SP(m,3) +SP(m,4) …+SP(m,n) 

                    = [ ]
3
1

2
)1(2)1,(),( ×
×+

×+− −
nnSS nmpnmp  

                  Θ
2

42 22

),(
nnmnmnS nmp

+−−
=  

                     
2

)1(4)1(2)1()1( 22

)1,(
−+−−−−−

=−
nnnmnmS nmp  

                  ∴ 32)1,(),( +−−=− − nmmnSS nmpnmp  

SL(m,n)=1+ SP(m,2) +SP(m,3) +SP(m,4) …+SP(m,n) 
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                    = [ ]
3
1

2
)1(2)1,(),( ×
×+

×+− −
nnSS nmpnmp  

                    = ( )
3
1

2
)1(232 ×
×+

×++−−
nnnmmn  

                    =
6

)1)(52( nnnmmn ×++−−
............... (12) 

伍、研究結果 
    一、二維平面點數為之探討 

(一)、 三角形：
( )

2
1

),3(
nnS np

×+
=  

(二)、 四邊形：
2

),4( nS np =  

(三)、 五邊形： nnS np 2
1

2
3 2

),5( −=  

(四)、 六邊形： nnS np −= 2
),6( 2  

(五)、 m 邊形：
2

42 22

),(
nnmnmnS nmp

+−−
=  

二、三維立體角錐點數之探討 

    (一)、三角錐：SL(3,n)= 6
)1()2( nnn ×+×+  

    (二)、四角錐：SL(4,n)= 6
112 nnn ×+×+ )()(  

    (三)、五角錐：SL(5,n)= 2
12 )( +× nn  

    (四)、六角錐：SL(6,n)= 6
114 nnn ×+− ))((  

    (五)、m 角錐：SL(m,n)= 6
)1)(52( nnnmmn ×++−−  

 
陸、結論： 
        在本篇「趣談多邊形點數」我們發現想找出點數與邊數之間的關係並不難，而

且也不一定要死記公式。經由邊數與點數的探討過程中，從一點兩點，從平面到立

體圖形循序漸進的找出其規則，讓我們深刻體會出學習數與形這一章的精神所在。

回想起在國文課本中沈復在「兒時記趣」中所提到：余憶童稚時，能張目對日，明

察秋毫，見藐小微物，必細察其紋理，故時有物外之趣。在這次科展中，讓我們瞭

解到日常生活中有很多東西，如果仔細去觀察必然也會有很多收穫，這就是這次科

展中我們覺得最有樂趣的地方。 
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評    語 

030411  趣談多邊形點數之關係 

參賽同學利用級數的概念來計算多邊形點的個數，因此得到

一個不錯的公式。然而，處理的對象容易計算，深度不夠是

最大的缺憾。 
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