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滾滾紅成 
摘要： 

從澳洲 AMC 競賽題出發，嘗試探討一正 n 邊形中的一點在單位圓內滾動，及一正 n

邊形的繞一正 n 邊形滾動軌跡，發現該軌跡均會產生奇妙的循環規律。 

接下來推廣探討圓形其他的規律，發現若將一單位圓去繞另一單位圓或其他由單位圓

組成的幾何圖形，探討其滾動軌跡，並探討在何種情況該單位圓繞回原出發點時會和原圖

相同，從研究中得知所繞全等圓圖形與旋轉圈數和邊長所需個數的關係，如：『邊長為 3

的全等圓正方形』其旋轉圈數是 2＋
4(3 1)

3
−

＝
3

14
圈，此時和原圖不同，而回到原點且和原

圖相同邊長所需個數則為 3k＋1（k N∈ ）等。 

另外，『繞一間隔大小等於圓直徑的全等圓圖形』是指從第一個圓開始逆時針滾動，

若接觸到另一個圓時則往反方向繼續繞圖形滾動，依此類推，探討圓心所繞的軌跡型態及

長度繞一間隔全等圓圖形，發現其圓心軌跡型態存在著規律性，且圓必繞回原點。最驚人

的是，應用我們的研究結果於許多商業用途，並創造出寓數學於遊戲的「多功能滾滾樂尺」。 

壹、研究動機： 

在澳洲 AMC 競賽題中出現一個題目：『如圖，一邊長為 1 米正方形置於一半徑為一米

的圓內，該正方形以如下的方式在圓內運動：繞點 R 順時針旋轉直到點 S 接觸到圓，繞點

S 順時針旋轉直到點 P 接觸到圓，以此類推，直到正方形有 2 個點到達最初 Q、R 所在的

位置，求 P 點的軌跡長？』結果發現 P 點滾動軌跡有一規律性，嘗試將圓內正方形推廣至

正 n 邊形加以討論，這使我對圓形及多邊形的滾動產生好奇心，進而想利用圓的性質（仁

林版第二冊單元三－3）深入研究探討其他滾動和圖形、角度、大小的關係。 

貳、研究目的： 

一、探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中的一點在單位圓內滾動的軌跡。 

二、探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正 n 邊形（邊長為 m 單位）的滾動軌跡。 

三、探討一單位圓繞邊長為 n 的全等圓圖形的滾動軌跡。 

参、解釋名詞： 
全等圓圖形：由數個單位圓所組合而成的幾何圖形。  

肆、研究過程： 

一、探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中的一點在單位圓內滾動的軌跡 

規則：將一邊長為 1 的正多邊形置入半徑為 1 的圓中，沿圓周滾動一週（直到又有兩頂點達

到最初圖形頂點的位置） 

我們依照規則滾動正多邊形，嘗試探討一正 n 邊形的『頂點』、『中心點』、『內
部任一點』滾動後之軌跡圖形及其長度。 
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（一）探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）的『頂點』在單位圓內滾動的軌跡

及其旋轉長度 

1.探討一正三角形（邊長為 1 單位）的『頂點』在單位圓內滾動的軌跡及其旋轉長度 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步

驟
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑

旋轉長
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發現：1.正三角形（邊長為 1 單位）的『頂點』在單位圓內滾動的軌

跡如圖所示。 

2.由於正三角形的旋轉角度為 120－60＝60 度，以 P 點計算其軌

跡長度，軌跡長度總和＝ π
3
4

 

2.探討一正方形（邊長為 1 單位）的頂點在單位圓內滾動的軌跡及其旋轉長度 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步

驟
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度
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發現：1.正方形（邊長為 1 單位）的『頂點』在單位圓內滾動的軌跡如圖。 

2.由於正方形的旋轉角度為 120－90＝30°度，以 P 點計算其軌跡長

度，軌跡長度總和＝ π)
2
1

3
2( +  

 

3.探討一正五邊形（邊長為 1 單位）的頂點在單位圓內滾動的軌跡及其旋轉長度 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步

驟
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度
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 發現：1.正五邊形（邊長為 1 單位）的『頂點』在單位圓內滾動的

軌跡如圖所示。 

2.由於正五邊形的旋轉角度為 120－108＝12°，以 P 點計算其

軌跡長度，軌跡長度總和＝ π)
10

5
30
7( +  

 

4.探討一正六邊形（邊長為 1 單位）的頂點在單位圓內滾動的軌跡及其旋轉長度 

發現：由於正六邊形的旋轉角度為 120－120＝0°，故正六邊形（邊長

為 1 單位）在單位圓內無法滾動，軌跡長度為 0，如圖所示。 

 

※註：以下因為正六邊形（邊長為 1 單位）無法在單位圓內滾動，

故不再加以討論。 
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（二）探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）的中心點在單位圓內滾動的軌跡 

1.探討一正三角形（邊長為 1 單位）的中心點在單位圓內滾動的軌跡 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步

驟
圖形軌跡變化分解圖 

旋
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旋轉半徑 旋轉長度
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發現：1.正△（邊長為 1 單位）的『中心點』在單位圓內滾動的軌跡如圖。 

2.由於正△的旋轉角度為 60 度，以 P 點計算其軌跡長度，軌跡長度總

和＝
2 3

3
π  

2.探討一正方形（邊長為 1 單位）的中心點在單位圓內滾動的軌跡 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步

驟
圖形軌跡變化分解圖 
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發現：1.正方形（邊長為 1 單位）的『中心點』在單位圓內滾動的軌跡如圖所示。 

2.由於正方形的旋轉角度為 30 度，以 P 點計算其軌跡長度，

軌跡長度總和＝ π
2
2

 

 

3.探討一正五邊形（邊長為 1 單位）的中心點在單位圓內滾動的軌跡 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度 

步

驟
圖形軌跡變化分解圖 
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發現：1.正五邊形（邊長為 1 單位）的『中心點』在單位圓內滾動的軌跡如圖所示。 

2.由於正五邊形的旋轉角度為 12 度，以 P 點計算其軌跡長度，軌跡長度總和＝

π
52105

8

−
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（三）探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）的內部任一點在單位圓內滾動的軌跡 

1.探討一正三角形（邊長為 1 單位）的內部任一點在單位圓內滾動的軌跡 

由於探討的是內部任一點，半徑未特定， 

故不失一般性地假設點 P 至 A 點的半徑為 a， 

點 P 至 B 點的半徑為 b， 

點 P 至 C 點的半徑為 c（如圖所示） 

 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步

驟
圖形軌跡變化分解圖
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發現：1.正三角形（邊長為 1 單位）的『內部任一點』在單位圓內

滾動的軌跡如圖所示。 

2.由於正三角形的旋轉角度為 60 度，以 P 點計算其軌跡長度，

軌跡長度總和＝
( )

3
2 πcba ++

 

 

2.探討一正方形（邊長為 1 單位）的內部任一點在單位圓內滾動的軌跡 

由於探討的是內部任一點，半徑未特定， 

故不失一般性地假設點 P 至 A 點的半徑為 a， 

點 P 至 B 點的半徑為 b， 

點 P 至 C 點的半徑為 c 

點 P 至 D 點的半徑為 d（如圖所示） 
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步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步
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圖形軌跡變化分解圖 
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旋轉半徑 旋轉長度
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發現：1.正方形（邊長為 1 單位）的『內部任一點』在單位圓內滾動

的軌跡如圖所示。 

2.由於正方形的旋轉角度為 30 度，以 P 點計算其軌跡長度，

軌跡長度總和＝
( )

2
πdcba +++

 

3.探討一正五邊形（邊長為 1 單位）的『內部任一點』在單位圓內滾

動的軌跡 

以下分解步驟圖共有 30 步驟，故僅列出分解總圖表示 
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結論：一正 n 邊形（n=3,4,5）置於圓內滾動直到圖形中任一點回到原位置所

滾動的軌跡皆形成一個循環，而圖形中任一點回到原位置所滾動的

圈數=

[ ]
6
6,n

圈 
說明：在正 n 邊形內任取一點,此點至圖形頂點的連線共有 n

條，令其長度分別為 a，b，c…，因重回原點代表那一

點至同一頂點的長度相等，所以當線段 a 連接初始頂

點，或線段 b 連接初始頂點時即重回原點，因此若將正

n 邊形的 n 條線段分別與正六邊形一一對應，則利用最

小公倍數關係可求出其線段重新連接原起點所經過的

頂點數，也就是將結果除以 6 可得圖形滾動圈數。 

例：右圖，以 d 點為準，當 d 點重新接到4時所走過的線段除以 6 即為滾動圈數：
[ ]

6
6,4

=2 圈 

二、探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正 n 邊形（邊長為 m

單位）的滾動軌跡及其長度。 

(一) 探討一正三角形（邊長為 1 單位）中心點繞一正三角形（邊長為 m

單位）的滾動軌跡及其長度。 
首先，探討一正三角形（邊長為 1 單位）中心點在一正三角形（邊

長為 1 單位）外滾動的軌跡，發現軌跡長度: 
4 3

3
π 單位長 

 

 

1.探討一小正三角形（邊長為 1 單位）中心點在一大正三角形（邊長為 2 單位）外滾動的軌跡 

步

驟 
圖形軌跡變化分解圖 

旋

轉 
旋轉半徑 旋轉長度

步
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圖形軌跡變化分解圖
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發現：軌跡如右，長度: π32 單位長 

推廣發現：一小正三角形（邊長為 1 單位）中心點在一大正三角

形（邊長為 m 單位）外滾動的軌跡長度:   

( )2 3 1
3

m π+  單位長 

 

(二) 探討一正方形（邊長為 1 單位）中心點繞一正方形（邊長為 m 單位）的滾動軌跡及

其長度。 

1.探討一正方形（邊長為 1 單位）中心點在一正方形（邊長為 1 單

位）外滾動的軌跡 

發現：軌跡如右，長度: 2 2π 單位長 

2.探討一小正方形（邊長為 1 單位）中心點在一大正方形（邊長為

2 單位）外滾動的軌跡 

發現：軌跡如右，長度: π23 單位長 

推廣發現：探討一小正方形（邊長為 1 單位）中心點在一大正方

形（邊長為 m 單位）外滾動的軌跡長度: ( )1 2m π+
單位長 

(三) 探討一正五邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正五邊形（邊長為 m 單位）的滾動軌

跡及其長度。 

1.探討一正五邊形（邊長為 1 單位）中心點在一正五邊形（邊長

為 1 單位）外滾動的軌跡 

發現：軌跡如右，長度: 
16

10 2 5
π

−
單位長 

2.探討一小正五邊形（邊長為 1 單位）中心點在一大正五邊形（邊長為 2 單位）外滾

動的軌跡 

發現：軌跡如右，長度: π
5210

24

−
單位長 

推廣發現：一小正五邊形（邊長為 1 單位）中心點在一大正

五邊形（邊長為 m 單位）外滾動的軌跡長度: 

( )8 1

10 2 5

m
π

+

−
單位長 

(四) 探討一正六邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正六邊形（邊長為 m 單

位）的滾動軌跡及其長度。 

1.探討一正六邊形（邊長為 1 單位）中心點在一正六邊形（邊長為 1 單

位）外滾動的軌跡 

發現：軌跡如右，長度: 4π 單位長 
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2.探討一小正六邊形（邊長為 1 單位）中心點在一大正六邊形（邊長為 2 單位）外

滾動的軌跡 

發現：軌跡如右，長度: π6 單位長 

推廣發現：一小正六邊形（邊長為 1 單位）中心點在一大正六

邊形（邊長為 m 單位）外滾動的軌跡長度: 

( )2 1mπ + 單位長 

 

 

(五) 探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正 n 邊形（邊長為 m 單位）的滾動軌

跡及其長度。 

設正 n 邊形的重心至頂點的長度為 k 

正 n 邊形之內角為
( )
n
n 2180 −

 

如圖，

( )

360

2180180
2 n

n

ka

−
−

×= π 共 n(m-1)個 

∴全部的 ( )
( )

( )
180 2

180
2 1 2 1

360

n
na k n m k mπ π

−
−

= × − × = −  

( )

360

2360360
2 n

n

kb

−
−

×= π 共 n 個 

∴全部的

( )
ππ kn

n

nkb 4
360

2360360
2 =

−
−

××=  

總長= ( ) ( )12412 +=+− mkkmk πππ  

 

正 n 邊形的重心至頂點的長度 k 之算法 

   如圖，
( )

nn
n 1809022180

−=÷
−

=θ  

    
kk 2

12
1

cos ==θ ， 1cos2 =θk ，
θcos2

1
=k  

 

 

結論： 若 n
18090 −=θ

(θ 是正 n 邊形之內角的一半) 

一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正 n 邊形（邊長為 m 單位）

的滾動軌跡總長：
( ) ( )

θ
π

θ
π

cos
1

cos2
112 +

=×+
mm

。 

 

備註：另外探討一正 n 邊形（邊長為 1 單位）頂點繞一正 n 邊形（邊長為 m

單位）的滾動軌跡及其長度詳見附件一說明。 
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三、探討一單位圓繞全等圓圖形的滾動軌跡。 

  (一)探討一個單位圓繞一字形單位圓時滾動的圈數 

1.探討一個單位圓繞另一個單位圓時滾動的圈數： 

發現滾動圈數為 2 圈 

證明：設單位圓的半徑為 r 

a 圓周長＝2πr（圖 1） 

a 圓心軌道＝4πr（圖 2） 

a 滾動圈數＝
r
r
π
π

2
4

＝2 圈               

結論：一個圓繞另一全等圓滾動其滾動圈數必為二圈。 

2.探討繞一字形 2 個單位圓滾動的圈數： 

設圓半徑皆為 r，有 2 個圓成一字形 

圖中紅色部分為 2 個單位圓的圓心軌道，發現滾動圈數為 3
8

圈 

證明：  

 

 

 

 

 

 

 

 

                        
以此類推… 

結論：設圓半徑皆為 r，有 n 個圓成一行，發現單位圓滾動圈數為 3
42 +n

圈 

證明：  

 



 12

    



 13

 

∴  

∴x 



 14



 15



 16
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推廣至繞一全等圓正 n 邊形邊長為 m 個單位圓 

結論：滾動圈數：
( )1 6

3
n m − +

圈 

證明：全 a 段長: ( )2
2
14 −× mnrπ  

      全 b 段長: ( )1
3
14 −× mnrπ  

      全 c 段長:
( )
360

21804 −
×

nrπ  

      圓心軌道長：總長-全 a-全 b-全 c 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )180 2 1 61 14 1 4 2 4 1 4 4
2 3 360 6

n n m
r n m r n m r n m r rπ π π π π

− − +
× − − × − − × − − × = ×  

故單位圓滾動圈數=

( )
( )

3
61

2
6

614 +−
=

+−
× mn

r

mnr

π

π
 

 

伍、討論： 

一、探討一正 m 邊形（邊長為 1 單位）中的一點在正 n 邊形（邊長為 1 單位）

滾動的軌跡及長度，其中 m＜n。 

(一) 探討一正三角形（邊長為 1 單位）的一點在正 n 邊形（邊長為 1

單位）內滾動的軌跡 

 

1.正三角形（邊長為 1 單位）的『頂點』在正方形（邊長為 1 單

位）內滾動的軌跡長度為 π
3
4

單位長，軌跡如右。 

 

 

 

2.正三角形（邊長為 1 單位）的『中心點』在正方形（邊長為 1 單

位）內滾動的軌跡長度:
π

9
32

單位長，軌跡如右。 

 

 

3.正三角形（邊長為 1 單位）的『內部任一點』在正方形（邊長為

1 單位）內滾動的軌跡如右 

設任一點至三頂點分別為 a,b,c，則軌跡長度:

( )
3

2 πcba ++

單位長 
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4.正三角形（邊長為 1 單位）的『頂點』在正五邊形（邊長為 1 單

位）內滾動的軌跡長度為 π
3
4

單位長，軌跡如右。 

 

5.正三角形（邊長為 1 單位）的『中心點』在正五邊形（邊長為 1

單位）內滾動的軌跡長度:
π

9
32

單位長，軌跡如右。 

 

 

6.正三角形（邊長為 1 單位）的『內部任一點』在正五邊形（邊長

為 1 單位）內滾動的軌跡如右 

設任一點至三頂點分別為 a,b,c，則軌跡長度:

( )
3

2 πcba ++

單位長 

 

(二) 探討一正方形（邊長為 1 單位）的一點在正 n 邊形（邊長為 1 單位）內滾動的軌跡 

 

1.正方形（邊長為 1 單位）的『頂點』在正五邊形（邊長為 1 單

位）內滾動的軌跡長度:

π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
21

單位長，其軌跡如右。 

 

 

 

2.正方形（邊長為 1 單位）的『中心點』在正五邊形（邊長為 1 單

位）內滾動的軌跡長度:
π

4
2

單位長，其軌跡如右。 

 

 

 

3.正方形（邊長為 1 單位）的『內部任一點』在正五邊形（邊長為

1 單位）內滾動的軌跡 

設任一點至三頂點分別為 a,b,c,d，軌跡長度:

( )
2

πdcba +++

單位

長 

 

結論：根據上述圖形觀察，所形成的軌跡圖形邊數為[m，n]

（即 m,n 的最小公倍數），以圖形中的各點(中心點、頂

點、其他位置的點)所畫出的軌跡圖形都不同。 

備註：我們利用上述結論製作了「多功能滾滾樂尺」，詳見柒、

應用。 

如：1. 正方形的內部任一點在正七邊形內滾動軌跡，邊數為[4，7]=28 

2. 正五邊形的內部任一點在正八邊形內滾動軌跡，邊數為[5，8]=40 
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二、探討繞一字形 n 個間隔全等圓滾動的圓心軌跡型態及長度： 

如果去繞沒有連接在一起的硬幣，也就是被繞的硬幣與硬幣之間間隔為一
個硬幣的寬度時（如圖所示），會怎樣呢？ 

 

 

（一）首先探討繞一字型 2 個間隔全等圓滾動的圓心軌跡型態及長度： 

設圓半徑皆為 r，有 2 個圓成一字型 

圖中紅色部分為 2 個全等圓的圓心軌道，發現滾動圈數為 4 圈 

證明：整個一字型圓心軌道長為 rr ππ 82)4( =×  

∴單位圓滾動圈數＝ 4)2(8 =÷ rr ππ 圈 

        

結論：繞一字型 n 個間隔全等圓滾動圈數＝ n2 圈 

 

 

 

 

（二）探討繞邊長 m×n 長方形間隔全等圓滾動的圓心軌跡型態及長度： 

1.探討繞一邊長 2×n 長方形間隔全等圓的圓心軌跡 

(1)邊長 2×2 長方形的軌跡 

                                          

 

 

 

(2)邊長 2×3 長方形的軌跡 

 

                                               

  

 

共 n 個
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(3)邊長 2×4 長方形的軌跡 

 

 

 

 

 

(4)邊長 2×5 長方形的軌跡 

 

 

 

 

 

 

(5)邊長 2×6 長方形的軌跡 

 

 

 

 

 

 

(6)邊長 2×7 長方形的軌跡 

                                                                                          

                                                                                

                                                                                 

                                                                               

                                                                                     

                                                                               

2.探討繞一邊長 2×n 長方形間隔全等圓的滾動圈數 

邊長 2×n 長方形間隔全等圓，邊長數與轉圈數關係如下： 

 
 

3.探討繞一邊長 3×n 長方形間隔全等圓的軌跡 

（1）邊長 3×2 長方形的軌跡 

 

 

 

 

 

（2）邊長 3×3 長方形的軌跡           
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（3）邊長 3×4 長方形的軌跡 

                                                                           

 

 

 

 

 

（4）邊長 3×5 長方形的軌跡 

 

 

 

 

                                            

 

 

（5）邊長 3×6 長方形的軌跡                                                  

 

 

 

 

 

4.探討繞一邊長 3×n 長方形間隔全等圓的滾動圈數 

邊長 3×n 長方形間隔全等圓，邊長數與轉圈數關係如下： 

 

5.探討繞一邊長 4×n 長方形間隔全等圓的軌跡 

（1）邊長 4×2 長方形軌跡 

                                          

 

 

 

 

 

 

（2）邊長 4×3 長方形軌跡 

 

 

 

 

 

   

                                                    

（3）邊長 4×4 長方形軌跡 

 

 

 

 

                        

                        

 

（4）邊長 4×5 長方形的軌跡 

 

 

        

                                                              

                                                                             

（5）邊長 4×6 長方形的軌跡 
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6.探討繞一邊長 4×n 長方形間隔全等圓的滾動圈數 

邊長 4×n 長方形間隔全等圓，邊長數與轉圈數關係如下： 

 
7.探討繞一邊長 m×n 長方形間隔全等圓的滾動圈數 

邊長 m×n 長方形間隔全等圓，邊長數與轉圈數關係如下： 

 

 

三、探討繞一邊長 m×n 長方形間隔全等圓的必回到原出發點的原因 

 

陸、結論： 

一、一正 n 邊形（n=3,4,5）置於圓內滾動直到圖形中任一點回到原位置所滾動

的軌跡皆形成一個循環，而圖形中任一點回到原位置所滾動的圈數=

[ ]
6
6,n

圈 

 

二、一正 n 邊形（邊長為 1 單位）中心點繞一正 n 邊形（邊長為 m 單位）的滾

動軌跡總長為 ( ) ( )112 1
2cos cos

m
m

π
π

θ θ
+

+ × = （其中θ 是正 n 邊形的內角度數） 
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三、所繞全等圓圖形與旋轉圈數和邊長所需個數的關係 

 

四、繞一邊長 m×n 長方形間隔全等圓的滾動圈數 

 

柒、應用： 

應用一 
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（多功能滾滾樂尺設計圖）           （多功能滾滾樂尺使用方法） 

 

 
（行政院經濟部智慧財產局申請收據） 

 

 
（多功能滾滾樂尺實品） 
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應用二 

 

 



 27

捌、參考資料： 

一、參考書目： 

 

 

二、參考網站： 

 



評    語 

030424  滾滾紅成 

1. 本作品研發創意精神可佳，團隊表現亦佳。 

2. 學術性的探討似乎欠缺說服力，例如:軌跡的參數方程式

的討論 
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