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作品名稱：柏拉圖的天空─正多面體展開圖之研究 

 

摘要 
 

柏拉圖時代就被發現的五個正多面體，一直吸引著人們的好奇心。它們經常出現在國小

的教科書以及一般補充教材上，不過通常都是利用它們來介紹尤拉公式，對於另一個令人感

到興趣的問題 ─“展開圖＂的介紹卻不是很詳盡。在我們的研究中，對於正六面體與正八面

體，我們找出了一組簡單、易記的模式，來判斷某個平面圖是否為正六面體或正八面體的展

開圖，同時我們也找出了一個利用基本模式，就能產生所有正六面體與正八面體的展開圖的

方法。 

 

 

壹、 研究動機 

有一次數學課時，老師要求我們用卡紙試著製作出一個骰子，我們發現，如果要折出骰子，

必須先畫出正六面體的展開圖，有趣的是，每個同學所畫出來的展開圖都不太一樣，我們必

須用紙剪出各自畫出的展開圖，才能判斷是否可以折成正六面體。在五年級數學課本的「柱

體與錐體」單元中，我們學過立體圖形與平面展開圖的關係。我們希望能找出方法，不必靠

實際剪出展開圖，就能判斷什麼才是正六面體的正確展開圖，並試著找出所有正六面體的展

開圖。同時，嘗試將這套方法延伸到正八面體展開圖的研究上。 
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貳、 研究目的 

一、尋找正六面體的基本拆解模式。 
二、利用基本拆解模式來測試所有可能的正六面體展開圖 ─“三十五個六連方＂，我們

發現僅有十一個“六連方＂能組成正六面體，這個結果與舊的研究一樣。 
三、根據正六面體的研究結果，我們嘗試將本方法運用在正八面體展開圖的研究上，並

獲得相當良好的結果。 
 

 

參、 研究設備及器材 

正方形智慧片、正三角形智慧片。 

  

 
 

 
 
 

 
 
 

 

肆、 研究過程或方法 

一、正多面體的特徵： 

本研究的第一個課題是正多面體有哪些共同的特性？ 

第一項共同的特性就是我們所知道的尤拉公式： 

頂點的數目 + 面的數目 – 邊的數目 =  2 

 不過這個特性對於展開圖的研究並沒有太大的幫助。 

 第二個共同的特性就是除了正四面體之外，每一個面在空間上都有一個與它自己平行的

面，我們簡稱為『對面』。正六面體有三組對面，正八面體、正十二面體、正二十面體分

別具有四、六、十組的『對面』。『對面』的概念是 

我們這個研究的基礎，利用『對面』在展開圖上的相關位置，我們找出了 

正六面體與正八面體的基本「拆解模式」。 
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二、正六面體的拆解模式： 

在這個實驗中，我們希望了解正六面體的某一組『對面』在展開圖上的相對位置。我們

利用六個正方形的智慧片組成一個正六面體來作為研究的輔助工具。 

首先先選定某一組對面，我們發現要將這組對面從正六面體上拆解下來 

的方法共有以下四種模式： 

(一)、模式一：『對面』之間隔著另一個面。 

(二)、模式二：『對面』之間隔著另兩個連續的面。 

(三)、模式三：『對面』之間隔著另三個連續的面。 

(四)、模式四：『對面』之間隔著另四個連續的面。 

 

這四種模式在展開圖中的相對關係如圖 1-1a ~ 1-1d 所示： 

 

模式一：                 模式二： 

 

 

 

 

               圖 1-1a                    圖 1-1b 

 

模式三：                  模式四：               

 

 

 

 

               圖 1-1c                    圖 1-1d 

 

其中兩個實心的方形   代表同一組對面，空心的方形   代表正六面體上 

的其他的面。我們稱以上的四組模式為正六面體的四個基本『拆解模式』。 

由於正六面體有三組對面，因此在一個正六面體的展開圖中，應該剛好可以找到三個基

本『拆解模式』，否則該圖將無法組成正六面體。 

 

三、六連方的測試 
 我們知道，正六面體的展開圖必定是由六連方(六個相連的正方形)所組成， 

根據參考資料四所得到的結果，我們發現六連方共有三十五個，而正六面 

體的展開圖一定包含在這些六連方中，於是我們試著利用模式測試的方法來 

檢驗六連方是否能組成正六面體，測試方式如下： 
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 例一：圖 3-1 是否能形成正六面體 

 

 

 

 圖 3-1 

    測試過程： 

(一)在這個六連方中，我們發現到它存在基本模式一的對面，我們先將這組正方形塗上

同一種顏色，如圖 3-2 所示 

 

 

 

                         圖 3-2 

 

(二)接著，我們又發現剩下的四個正方形也存在一個基本模式一的對面，我們再將這組

正方形塗上另一種顏色，如圖 3-3 所示 

  

 

 

圖 3-3 

(三)這時我們發現剩下的兩個正方形不符合任何模式，所以圖 3-1 不是正六面體的展開

圖。 

 

例二：圖 3-4 是否能形成正六面體 

 

 

 

  

 圖 3-4 

 

    測試過程： 

(一)在這個連方中，我們找到一個基本模式二的圖形，我們先將這組正方形塗上同一種

顏色，如圖 3-5 所示 

 

 

 

 

                         圖 3-5 

 

(二)接著，我們又在剩下的四個正方形中找到一個基本模式一的圖形，我們再將這組正

方形塗上另一種顏色，如圖 3-6 所示 
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圖 3-6 

 

(三)剩下的兩個正方形是模式二，我們將它們塗上另一種顏色，如圖 3-7 所示。 

 

 

 

 

圖 3-7 

 

(四)根據前面的測試結果，圖 3-4 擁有 3組基本的模式，因此我們確定它是一個正六面

體的展開圖。 

 

根據這個測試方法，我們開始做所有六連方的測試，測試結果如下圖所示： 
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34 

╳ 

 

 

 

 

 

35 

╳ 
 

 
 

  

 在本測試中，我們發現三十五個六連方中僅有編號為 10、13、14、18、21、22、23、24、

25、26、29 的連方能夠通過我們的測試，也就是說只有這十一個連方才能組成正六面體。這

個實驗的結果與參考資料四所得到的結果一致，這也證明了我們的想法是可行的。 

 

四、利用基本模式找出所有正六面體的展開圖 

 在這個小節中，我們將介紹如何利用已知的四種基本模式，來產生所有正六 

面體展開圖的方法。 

 

(一)、展開圖的『基本模式表示法』 

在本報告中，我們利用一組數字來當作展開圖的表示法，這幾個數字分別代表著在展

開圖中所找到的基本模式，同時為了強調基本模式表示法的唯一性質，我們必須將這

些數字由大到小依序排列。例如：在編號 14 的六連方中存在基本模式 1、2、3，因

此編號 14 號的連方的基本模式表示法就是(3,2,1)；而編號 10 的連方的基本模式表

示法是(2,2,1)。 

 

六連方 基本模式表示法 

 10 

 

 

 

 

(2,2,1) 

 14 

 

 

 

 

(3,2,1) 

 

 

(二)、展開圖的模式產生原理 

由於構成基本模式的連方數目≤展開圖的連方數目，因此我們只要小心 

的在基本模式上增加正方形，就可以找到所有由基本模式組合而成的展開圖。 

以下我們將以正六面體為例，來介紹如何利用基本模式產生所有的展開圖。 
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1. 模式四： 

由於模式四已經擁有六個正方形，因此模式四所產生成的展開圖只有(4,1,1)這一

種型式。  

 

 

 

 

   

 

 

2.模式三： 

模式三有五個正方形，這五個正方形包含了模式一與模式三，另一個模式還不知

道，因此我們將這個展開圖的模式表示法暫定為 (3,X,1)，其中，X介於 1與 3

之間。 

 

 

 

 

 

                圖 2-1       圖 2-2 

 

(1) 當 X= 3 時無解。 

(2) 當 X = 2 時，我們發現模式三可以生成以下兩個展開圖，不過，我們發現

這兩個展開圖經過旋轉後會重疊在一起，因此應當視為同一種展開圖。 

 

 

 

 

 

   其中以虛線表示的方形      ，代表被附加上去的正方形。 

    

(3) 當 X =1 時，可以得到以下這兩個展開圖，經過旋轉後，這兩個連方也會

重疊在一起，因此它們也應該視為同一種展開圖。 
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因此模式三會產生 (3,2,1) 及 (3,1,1) 這兩類展開圖，而產生的展開圖總數

為 2。 

所有包含模式三以上的展開圖應該在本階段全部產生完畢。 

 

3.模式二：  

模式二有四個正方形，這四個正方形僅含有模式二，另兩個模式還不知道，因

此我們將這個展開圖的模式表示法暫定為 (2,X,Y)，其中，X 介於 1 與 2 之間，

Y必須小於或等於 X。因此由模式二所產生的展開圖只有(2,2,2)、(2,2,1)及

(2,1,1)等三類基本模式表示法。 

 

    

(1) 基本模式表示法為(2,2,2)的展開圖只有一種，如下圖所示 

 

 

 

 

 

 

(2) 基本模式表示法為(2,2,1)的展開圖，如下圖所示，由於這兩個圖經過旋轉

後會重疊在一起，因此應被視為同一種展開圖。 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 基本模式表示法為(2,1,1)的展開圖，在扣除掉旋轉後相同的六連方後，一

共有四種不同的展開圖 
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因此模式二會生成(2,2,2)、(2,2,1)、(2,1,1)這三類共六個不同的展開

圖，在這個階段中，所有包含模式二以上的展開圖都已經被找出來了。 

 

4.模式一：  

基本模式一由三個正方形所組成，不能再包含其他模式，另兩個 

模式未定，但根據我們的展開圖產生原則，包含模式二以上的展 

開圖都已經在前面的階段中產生完畢，因此在這個階段中我們僅 

需考慮(1,1,1)的展開圖模式即可。 

經過簡單的推理，我們發現模式(1,1,1)的展開圖僅有以下兩個 

 

 

 

 

  

 利用本節所介紹的展開圖模式產生原理，我們從四個基本模式推演出 11 個展開

圖，所得到的結果與第三節的結果互相符合，證明了這個展開圖模式產生原理的

實用性。在下節中我們將應用這個展開圖模式產生原理來找出正八面體的所有展

開圖。 

 

 

五、正八面體的展開圖研究 
 在研究完正六面體展開圖的特性之後，我們發現可以利用類似的方法來找出正八面體所

有的展開圖，以下是我們的研究步驟。 

 

(一)、正八面體的特性 

 正八面體共有八個面，每一個面都是由大小相同的正三角形所組成，共有四組兩兩

互相平行的『對面』。 

 

(二)、尋找正八面體的基本模式： 

 在三角形智慧片的輔助之下，我們發現要將某組對面從正八面體上拆解 

下來的方法只有以下三種模式： 

1. 模式一：『對面』之間隔著另兩個連續的面。 

2. 模式二：『對面』之間隔著另四個連續的面。 

3. 模式三：『對面』之間隔著另六個連續的面。 
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這四種模式在展開圖中的相對關係如圖 5-1a ~ 5-1c 所示： 
模式一：            模式二：           模式三：  

 

 

 

 

    圖 5-1a   圖 5-1b    圖 5-1c 

 

(二)如何利用基本模式來測試圖形是否為正八面體的展開圖 

判斷一個圖形是否為正八面體的展開圖僅需兩個基本原則 

1. 所有的圖形必須含有八個大小相同的正三角形，且每一個三角形至少需與另一個

三角形相鄰(包含一個共同的邊)。 

2. 能夠從這八個正三角形中找出四個正八面體的基本模式。 

 

以下我們將以兩個例子來說明正八面體展開圖的測試原則 

 

例一：判斷圖 5-2 是否為正八面體的展開圖 

 

 

 

 

       圖 5-2 

 

測試步驟： 

1. 圖 5-2 符合基本原則 1 

2. 尋找模式，並在可符合模式的三角形上塗上相同的顏色，過程如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 我們發現只能從圖 5-2 找出三個基本模式，因此圖 5-2 不是正八面體的展開圖 

 

 

模式二 模式一

模式一
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例二：判斷圖 5-3 是否為正八面體的展開圖 

 

 

 

 

       圖 5-3 

 

測試步驟： 

 1.圖 5-3 符合基本原則 1 

 2.尋找模式，並在可符合模式的三角形上塗上相圖的顏色，過程如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.我們發現可以從圖 5-3 找出四個基本模式，因此圖 5-3 是正八面體的展開圖，

而且它的基本模式表示法為(2,2,1,1) 

 

(三)利用基本模式來產生展開圖 

接下來，我們將運用正六面體的模式產生法來找出所有的正八面體展開圖。產生的

原則是從變化最少的模式開始。 

 

1. 模式三： 

模式三已經擁有八個正三角形，而且都已經被定位了，因此它只能產生下列的展

開圖 

 

 

  

          圖 5-4 

這個展開圖的基本模式表示法為(3,1,1,1)，所有包含模式三的展開圖都會在這

個階段產生完畢。 

 

 

模式二 模式二

模式一

模式一
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2. 模式二 

模式二擁有六個正三角形，因此我們可以適當的安排另兩個三角形的位置而形成

一個正八面體的展開圖，由於包含模式三的展開圖已經在上個階段產生完畢，因

此模式二所能產生的展開圖，其基本模式表示法僅有以下幾種 (2,2,2,2)、

(2,2,2,1)、(2,2,1,1)、(2,1,1,1)，詳述如下： 

 

(1) 基本模式表示法為(2,2,2,2)型者：無解 

(2) 基本模式表示法為(2,2,2,1)型者：無解 

(3) 基本模式表示法為(2,2,1,1)型者，僅包含圖 5-5 這一種展開 

  圖 

 

 

 

 

 

       圖 5-5 

 

 

 

 

(4) 基本模式表示法為(2,1,1,1)型者，僅包含圖 5-6a ~ 5-6d 這 

四種展開圖 

 

 

 

  

 

圖 5-6a       圖 5-6b         圖 5-6c         圖 5-6d 

 

   

模式二共可產生(2,2,1,1)及(2,1,1,1)兩類共五種展開圖。 
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3. 模式一： 

模式一擁有四個正三角形，因此我們可以適當的安排另外四個三角形的位置而形

成一個正八面體的展開圖，由於包含模式二、三的展開圖已經在上個階段產生完

畢，因此模式一所能產生展開圖的基本模式表示法僅有(1,1,1,1)這個類型，經

過一些基本的推理並去除重疊的類型之後，我們得到了圖 5-7a ~ 圖 5-7e 的五

種展開圖 

 

 

 

 

 

 

 

           圖 5-7a              圖 5-7b             圖 5-7c 

            

 

 

 

 

            圖 5-7d             圖 5-7e 

 

 

 

  因此，正八面體恰有 11 種展開圖。 
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伍、 研究結果 

一、我們發現正六面體的對面在展開圖的相對位置僅有以下四種，我們將它們稱為正六

面體展開圖的四種基本模式。 

      

模式一 模式二 模式三 模式四 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

二、我們分別利用模式測試法以及模式產生法找出了正六面體的十一種展開圖 

 

(4,1,1) (3,2,1) (3,1,1) (2,2,2) 

 

 

 

 

   

 

 

(2,2,1) (2,1,1) (2,1,1) (2,1,1) 

 

 

 

 

   

 

(2,1,1) (1,1,1) (1,1,1)  
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三、我們發現正八面體的對面在展開圖的相對位置僅有以下三種，我們將它們稱為正八

面體展開圖的三種基本模式。 

模式一 模式二 模式三 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

四、利用模式產生法，我們找出了正八面體的十一種展開圖，詳列如下： 

 

(3,1,1,1) (2,2,1,1) (2,1,1,1) (2,1,1,1) 

 

 

 

 

   

 

(2,1,1,1) (2,1,1,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1) 

 

 

 

 

   

 

(1,1,1,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1)  

 

 

 

 

   

 

陸、 討論 

一、是否可用相同的方法找出正四面體的基本拆解模式，並推演出所有展開圖？ 

不行。因為正四面體並沒有兩兩互相平行的『對面』關係，因此不適用基本模式法則。

而且正四面體的展開圖數目少，容易判斷，一眼就可以看出是否為正確的展開圖，因此

並不需要化簡為繁，再去發展基本模式。 
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二、在正六面體的基本模式中，為何兩個對面之間不能包含五個以上的正方形？ 

因為一組『對面』有兩個面，如果中間隔五個面的話，就必須要有七〈二加五〉個面，

但是正六面體只有六個面，所以對面之間不能相隔五個面。 

 

三、在正八面體的基本模式中，為何都是隔偶數個面？ 

如果兩個目標平面中間只隔一個面的話，那麼這兩個目標平面就會不平行，並且形成一

個三角錐，這樣就無法在空間上形成一組『對面』，如果隔兩個面的話，目標平面就會

互相平行，成為一組對面，以此類推，隔三個面或隔五個面，也都無法形成『對面』的

關係。只有隔二、四、六個面的話才能成為基本模式。 

 

柒、 結論 

在本研究中，我們找出了正六面體的四種基本拆解模式，根據這四種基本模式，我們可以很

輕易的判斷一個六連方是否可以組成正六面體。與參考資料四所提出的方法比較，我們的方

法具有以下的特點： 

 

一、簡易性： 

不需要繁複的轉換步驟，只需記憶四個簡單的基本模式就可以判斷一個六連

方是否為正六面體的展開圖。 

二、一般性： 

我們提出的基本拆解模式為除了正四面體以外、各個正多面體的基本特性，

因此這個研究方法可以套用在其他正多面體的分析上。在此次研究中，我們

將這種方法運用在正六面體與正八面體上，並獲得相當良好的成果，我們將

利用本方法，繼續從事正十二面體與正二十面體的研究。 

三、易敎易學： 

我們嘗試將基本拆解模式介紹給其他同學，由於簡單易懂，多數同學都能夠

在短時間內學會本方法，並具備判斷一個六連方是否為正六面體展開圖的能

力。因此，本研究報告對於正六面體展開圖的教學應可提供不少助益。 

 

同時，根據我們所作的網路文獻調查顯示，我們的研究是目前完整列舉出所有正八面體展開

圖的報告，因此，對於未來正八面體的研究或教學，本報告深具參考價值。 
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評    語 

080402 柏拉圖的天空-正多面體展開圖之研究 

本作品先從正六面體出發，發展出幾種基本模式。依此建構

出幾種基本表式法，結果很完整。依此經驗進而研究正八面

體圖的展開模式。同時正四面體也有詳盡的研究成果。 
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