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滿足 ,)(mod
1

mkn
ix

n

i ia ≡∑
=

( ) 1, =nm , k∀ 恆有解 ( )nxxx ,...,2,1 且

的數對mia <<0 ( )naaa ,...,2,1 之條件及組數 ( )mnf 的下界估計 

註：本篇文中所用之運算全為剩餘系中之運算，在未說明的情況下，

a,b,c,d,r,m,n,t表常數(為自然數)，p表質數，x,y表變數，xi,yi表數值，{ }n

p
ax b+

表示模p的n次剩餘系乘以常數a後，再加上常數b 

 

貳、研究動機 

因為讀數論的同餘方程時，看到許多一元二次同餘方程的解法 

，又在不定方程中遇到 這樣的題目，使我開始思考這

個問題。 

kbyax =+ 22

 

参、研究目的 

一 )(mod mkax ≡  k∀ 恆有解時\ 

 a需滿足的條件及 的個數 a
二 )(mod22 mkbyax ≡+  k∀ 恆有解時 

( ba, )需滿足的條件及 ( )ba, 的個數 

三 )(mod
1

mkxa n
i

n

i
i ≡∑

=

k∀ 恆有解時 

( naaa ,,, 21 " )需滿足的條件及 ( )naaa ,,, 21 " 的個數 

 

肆、符號解釋 

 一 ϕ (m)：表示小於 m且與 m互質的數的個數 

 二 { }nx ：表示模 p 的 n 次剩餘系 

 三 { }nax ：表示模 p 的 n 次剩餘系乘以常數 a 

 四 ( )mnf ：表示 )(mod
1

mkxa n
i

n

i
i ≡∑

=

k∀ 恆有解時 

數對 的個數 ( )naaa ,,, 21 "
 

伍、使用定理 

一 鴿籠原理：將 a+1 個數分為 a 組，必有兩個數同組 

二 中國剩餘定理：對任意數對 ( )n
nin pppccc ααα ,,,,,,, 21

221 ""  

      總存在唯一的  ∏
=

<≤
n

i
i

ipc
1

0 α

 滿足  )(mod i
ii pcc α≡

三 若 { }Β∈Α∈+=Β∈Α∈ yxyxC ,|,0,0 ，則 { }pC ,1min −Β+Α≥  

四 設 為多項式 ( )xf
    若 ( ) ( )( ) 1',),(mod' =≡= tfppkktf n ，則 ( ) )(mod 2nn pktapf ≡+  

  (定理三、四證明寫於附錄中) 



陸、研究內容 

一  )(mod mkax ≡
顯然 有解之條件為k∀ 1),( =ma  

所以 有a ( )mϕ 個 

即 ( ) ( )1f m mϕ=  

 

二  )(mod22 mkbyax ≡+
(一) pm =  

上式移項得  )(mod22 paxkby −≡

因 的二次剩餘系有p
2

1+p
個元素 

所以{ }2by { }2axk − 都有
2

1+p
個元素 

若 無解)(mod22 paxkby −≡ ( )yx,  

則 的完全剩餘系至少有p
2

1+p
+

2
1+p
= 1+p 個元素 

但 的完全剩餘系只有 個元素 矛盾 p p
所以 ba,∀  )(mod22 pkbyax ≡+ 恆有解 ( )yx,  

( ba, )有 ( )21−p 組 

( ) ( ) (2 2
2 1 )f p p pϕ= − =  

(二)  Ntpm t ∈= ,
若 1),( ≠pa  則 ppa =),(  

)(mod)(mod 2222 pkbyaxpkbyax t ≡+⇒≡+  

ppa =),(∵   恆有解 明顯矛盾 )(mod2 pkby ≡∴
1),(),( ==∴ pbpa  

若  )(mod)(mod)(mod22 ttt pyx或pyxpyx −≡≡⇔≡
設 1),(),( == pypx  

則{ }2x 有 1

2
1

2
)( −×

−
= t

t

pppψ
個元素 

)(mod)(mod 22 pkxpkx t ≡⇒≡∵  

p 的二次剩餘系扣掉 0 後有
2

1−p
個元素 

{ } { }1),(),(modcN,| 22 =≡∈+=∴ pppx ββαβα  

{ } { }1),(),(modcN,| 22 =≡∈+=∴ ppapax ββαβα  

)(mod22 tpkbyax ≡+∴ 恆有解 恆有解 )(mod22 pkbyax ≡+⇔
                         有非 的解 )(mod022 pbyax ≡+ )0,0(
又 有非 的解時 )(mod022 pbyax ≡+ )0,0(
可分為 和14 += kp 14 −= kp 來討論 

14 += kp 時 

)(mod022 pyx ≡+∵ 有解 



)(mod022 pbyax ≡+∴ 有解 { }2, xba ∈⇔ 或 { } { }2, xxba −∈  

14 −= kp 時 

)(mod022 pyx ≡+∵ 無解 

)(mod022 pbyax ≡+∴ 有解 { }2xa∈⇔ 且 { } { }2xxb −∈ 或反過來 

所以 )(mod22 tpkbyax ≡+ k∀ 恆有解的數對 ( )ba,  

設先取  a
有 種取法 1−− tt pp

接著 只有b
2

1−− tt pp
個數可取 

故 有( ba, )
2

)( 21−− tt pp
組 

( ) ( )
22

)( 221

2

ttt
t ppppf ϕ

=
−

=
−

 

  

(三)  Nm∈

設  ∏
=

=
n

i
i

ipm
1

α

易知 有解 有解 )(mod22 mkbyax ≡+ )(mod22 i
iii pkybxa α≡+⇒

又若 )(mod22 i
iii pkybxa α≡+ k∀ 恆有解 

從滿足條件的數對中任取一組 

則可得到一系列  ( )ii ba ,
由中國剩餘定理知可找到唯一一組 ( )ba, 滿足 

)(mod),(mod ii
iiii pbbpaa αα ≡≡ 且 mba << ,0  

又 系列有  ( ii ba , ) ( )∏
=

n

i
i

ipf
1

2
α

而此恰等於  ( )mf 2

故  ( ) ( )∏
=

=
n

i
i

ipfmf
1

2
α

若令  ∏∏
+==

=
n

kj
j

k

i
i

jppm
11

α
ji pp ≠  

則 ( ) ( )
kn

mmf −=
2

2

2
ϕ

 

 

三  )(mod
1

mkxa n
i

n

i
i ≡∑

=

(一)   Pm∈ ( ) 1, =nm
令 s 為 p的原根 

因此 p 的 n 次剩餘可寫為 ( ){ }npnn sss 12 ,, −"  

若� 

則 ( ){ }npnn sss 12 ,, −" 等於是 p 的完全剩餘系 



若  ( ) 1,1 ≠− np

則 ( ){ }npnn sss 12 ,, −" 有 ( )np
p

,1
1

−
−

個元素 

由定理三可得 ( ) ( ) pn
np

pnxa n
i

n

i
i ≥−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−

×≥
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∑

=

11
,1
1

1
 

故對任意  ( )naaa ,...,, 21

)(mod
1

pkxa n
i

n

i
i ≡∑

=

k∀ 恆有解 

又由以上引理 

可得
( )

)(mod
,1

1

pkxa n
i

np

i
i ≡∑

−

=

k∀ 恆有解 

因此 ( ) ( )n
nf p pϕ≥  

 

(二)  Ntpm t ∈= ,
由定理四 

令 ,  ( ) ∑
=

+=
n

i

n
ii

n xaxaxf
2

1 nxxx ≥≥≥ "21

( ) )(mod
1

1 pkxaxf
n

i

n
ii ≡= ∑

=

 

( ) 1
111' −= nxnaxf  

只要 有非零解 )(mod
1

pkxa n
i

n

i
i ≡∑

=

則  ( ) 0' 1
111 ≠= −nxnaxf

1.若 )(mod0 pk ≠  

明顯無全為零的解 

 

2.若 ( )pk mod0≡  

(1) pn >  

考慮  ( )nka
k

i
i "2,1

1

=∑
=

由鴿籠原理知必有兩個和相等 

設為 ,   ∑
=

j

i
ia

1
∑
=

l

i
ia

1

jl >

則  0
1

=∑
+=

l

ji
ia

故令
1,0 212121 ============ ++++ ljjnllj xxxxxxxxx """  

即可得一非零解 

(2)  pn <



因尚未處理完畢，故僅討論 ,1−= pn (n,p-1)=1 兩種情況 

a.  1−= pn
易見若 naaa === "21  

)(mod0
1

pxa n
i

n

i
i ≡∑

=

無非零解 

故 無解 )(mod
1

tn
i

n

i
i pkpxa ≡∑

=

( )Nmmpk n ∈≠ − ,1  

若 中有兩個以上不同 ia
設  nn aa ≠−1

考慮 ,   2,,2,1,
1

−=∑
=

nka
k

i
k " 1

2

1
−

−

=

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑ n

n

i
i aa

n

n

i
i aa +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
−

=

2

1
, 共 p 個數 nn

n

i
i aaa ++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−

=
∑ 1

2

1

若有一個等於 0 

設為  ∑
=

l

i
ia

1

則 0,1 2121 ======== ++ nlll xxxxxx "" 即為一非零解 

若無 

則必有兩式相等 

又  n

n

i
in

n

i
i aaaa +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≠+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑∑
−

=
−

−

=

2

1
1

2

1

故相等兩式可寫為 

∑∑
==

=
r

i
i

l

i
i aa

11

或  n

n

i
i

l

i
i aaa +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑

−

==

2

11

移項得 或  0
1

=∑
+=

l

ri
ia 0

2

1
=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑
−

+=
n

n

li
i aa

同 的方法取  ix
即可得一非零解 

    

          b.(n,p-1)=1  

因 p 的 n次剩餘系恰為 p的完全剩餘系 

故{ } { }xxn =  

)(mod0
1

pxa n
i

n

i
i ≡∑

=

等價於  )(mod0
1

pxa i

n

i
i ≡∑

=

又 一定有非零解 )(mod0
1

pxa i

n

i
i ≡∑

=

故 必有非零解 )(mod0
1

pxa n
i

n

i
i ≡∑

=

由上述可得 



當 時 pn >

( ) ( )nt t
nf p pϕ≥  

當 1−= pn 時 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
n nt t t

nf p p p pϕ ϕ= − − ≥ − pϕ  

當 2−= pn 時 

( ) ( )nt t
nf p pϕ≥  

 

(三)  Nm∈

設  ∏
=

=
s

i
i

ipm
1

α

njpkxamkxa j
j

n
i

n

i
i

n
i

n

i
i ",2,1),(mod)(mod

11

=≡⇔≡ ∑∑
==

α  

又由中國剩餘定理 

對任意一系列 ( )
jjj naaa ",, 21  

有且僅有一組 滿足 ( )naaa ",, 21

( )j

j jii paa αmod≡  sj ",2,1=∀ 成立 

而 ( )
jjj naaa ",, 21 系列有 ( )∏

=

s

i
jn

jpf
1

α 個 

故  ( ) ( )∏
=

=
s

i
jnn

jpfmf
1

α

又由上述 a.b. 

改令  ∏∏
+==

=
s

kj
j

k

i
i

jppm
11

α

可得以下結論： 

若 { } skkjpn j ",2,1,max ++=> 或 ( )( ), 1n mϕ =  

則 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

j j
k s k s nn n

n n k n j k j
i j k i j k

f m f p f p p p mα αϕ ϕ ϕ
= = + = = +

= ≥∏ ∏ ∏ ∏ =  

 

柒、結論 

(一) ( ) ( )mmf ψ=1  

 

(二)令  ∏∏
+==

=
n

kj
j

k

i
i

jppm
11

α
ji pp ≠  

則 ( ) ( )
kn

mmf −=
2

2

2
ϕ

 

(三)令  ∏∏
+==

=
s

kj
j

k

i
i

jppm
11

α

若 { } skkjpn j ",2,1,max ++=> 或 ( )( ), 1n mϕ =  



則 ( ) ( )n
nf m mϕ≥  

 

(四)在過程中 

 可看出 f為積性函數 

即  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∏∏

==

n

i
i

n

i
i

ii pfpf
11

αα

 

(五)當 時 1−= pn

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
n nt t t

nf p p p pϕ ϕ≥ − − = − pϕ  

當 時 ( ) 11, =−pn

      ( ) ( )nt t
nf p pϕ=  

 

捌、未來展望 

(一) 求出 ( )mfn 的數值 

(二) 恆有解的條件 )(mod
1

mkxa n
i

t

i
i ≡∑

=
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拾、附錄 

(一)定理三的證明： 

先令 { }naaa "21 ,0==Α  { }mbbb "21 ,0==Β  pnm <,  

(1)設  2=m
{ }2222121 ,,, bababaaaaC nn +++= ""  

若 Α=C  

則{ } Α=+++ 22221 , bababa n"  

( ) ∑∑∑
===

≡+=+
n

i
i

n

i
i

n

i
i anbaba

1
2

11
2  

)(mod02 pnb ≡  

02 ≠b∵   )(mod0 pn ≡∴ 不合 

11 −Β+Α=+Α≥∴ C 成立 

 

(2)設 時成立 km ≤
1+= km 時 

先考慮  2bai +

由上知必存在一  ia
使  Α∉+ 2bai



設為  2a
令 { }jba ++Α=Α 2'  { }Α∈+=Β jj bab 2|'  

由 取法知  2a Α>Α' Β<Β'  '' Β+Α=Β+Α  

且 ( ) ( ) Cbbabba jjjj ∈++=++ '' 22  

{ }','|'1''1 Β∈Α∈+=≤−Β+Α=−Β+Α∴ yxyxC  

{ } Cyxyx =Β∈Α∈+≤ ,|  

由數學歸納法知命題成立 

 

(二)定理四的證明： 

 因 為一多項式函數 )(xf
故可將 寫為 )(xf

( ) ( ) ( )( ) ( ) "2)(
1*2

''' axafaxafafxf −+−+=  

令  apx n += α
( ) )(mod)(')( 2nn ppafafxf α+≡  

( ) )(mod npcaf ≡∵  

( ) nrpcaf +=∴  

( ) ( ) )(mod)'()(')( 2nnn ppafrcpafafxf αα ++=+≡  

設  ( ) cxf ≡
得 ( ) )(mod0')(mod0))('( 2 nnn pafrppafr ≡+⇔≡+ αα  

又因  ( ) 1),'( =npaf
故滿足條件的 α存在 

命題成立 



中華民國第四十五屆中小學科學展覽會 

評    語 

 
 

高中組 數學科  

 

佳作  

 
040422 

 
臺北市立建國高級中學 

 

評語： 

1.數學能力頗具深度。 

2.標題應簡單明瞭，作品名稱有待改善。 

3.成功的科展作品，應增強其直觀性，並能兼

具幾何及代數之含意。 


