
中華民國第四十五屆中小學科學展覽會 

作品說明書 

 
 

高中組 數學科  

 

第一名  

 
040421 

哇！好多的 1、2、3！──外觀數列 

 

臺北市立第一女子高級中學 

 

 

作者姓名： 

高二 李安
高二 許瀞文
高二 陳怡安  

 

指導老師： 

許秀聰
王嘉慶



 

 

中 華 民 國 第 四 十 五 屆 中 小 學 科 學 展 覽 會  

作 品 說 明 書  

 

 

科 別 ： 數 學 科  

 

 

組 別 ： 高 中 組  

 

 

作 品 名 稱 ： 哇 ！ 好 多 的 1 、 2 、 3 ！ ─ ─ 外 觀 數 列  

關 鍵 詞 ： 裂 縫 、 重 複 性 、 一 般 性  

編 號 ：  



哇！好多的 1、2、3！──外觀數列 

 

目錄 

摘要 

壹、研究動機 

貳、研究目的 

參、研究設備及器材 

肆、研究過程與方法 

一、基本性質與組成 

二、分析數列 

三、一般性 

四、非 1 始之外觀數列 

伍、研究結果 

陸、討論 

柒、結論 

捌、參考資料及其他 

附件 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

9 

14 

21 

23 

24 

25 

26 



哇！好多的 1、2、3！──外觀數列 

 1

摘要 

「外觀數列(The Look and Say sequence)」為依照外觀產生下一列的數列，第一列為「1」，

第二列則描述第一列「1 個 1」而為「11」，第三列「21」，第四列「1211」，依此類推。本研

究針對外觀數列的各項數學性質作研究探討，並由此推導出外觀數列的一般式，即給定第 n

列就可知道該列的內容。 

壹、研究動機 

閒暇時翻閱《數字的異想世界》(Pickover 著)一書，其中一個作者稱為「怪獸數列」的

主題吸引了我們的注意力。「怪獸數列」的標準名稱是「外觀數列」(Look and say sequence)，

它是因根據外觀產生下一列而得名。舉例來說，此數列的首項為 1，唸做「1 個 1」，因此

第二項便為「11」，唸做「2 個 1」，故第三項是「21」，接下來是「1211」、「111221」……依

此類推。雖然乍看之下這個數列不像會具有什麼數學特性，我們還是認為如此將語言和數

字作結合，是相當有趣的想法。然而當我們仔細閱讀書本內容，才發現外觀數列其實有著

許多驚人的數學性質，比如每一列的數字位數呈指數成長、數列中絕對不會出現 4 或是

333、1,2,3 的個數會趨近固定比例等等。我們覺得這個數列非常有意思，也想看看它和我們

在高一下學期第三章「數列與級數」中所認識的數列有什麼關係，因此決定對它作更深入

的探討研究。 

貳、研究目的 

一、觀察外觀數列的各種數學性質 

二、用各種方式分析並解釋所觀察到的數學性質 

三、藉由所觀察到的性質，進而推導出外觀數列之一般項 

參、研究設備及器材 

頭腦、紙、筆、電腦、電腦軟體（Microsoft Word、Excel、Frontpage） 

肆、研究過程與方法 
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由外觀上觀察，會發現外觀數列的成長非常快速，並近似一個指數函數。 

Pickover 在《數字的異想世界》中指出：「根據康威和蓋伊合著的《數字書》（The 

Book of Numbers）所述，這個數列的第 n 項之位數與下面數字約成正比： 

( )n0250465945518907307709911215234269391253035772690.1 」 

在數學網站 Mathworld 中找到的【參考資料二】寫道，此指數函數為 

一、基本性質與組成 

（一）回答書中問題 

 

（二）1,2,3 分別個數 

 

0

0.5

1

1.5

1 3 5 7 9 11131517192123252729

列

佔
總

位
數

的
比

例

1的比例

2的比例

3的比例

 

【表一】1,2,3 分別佔總位數的百分比 

（三）總位數 

 

 

  

 

 

 

 

其中 C=1.567…，λ=1.30357726…，λ 稱為康威常數(Conway's Constant)。關於康威常

數，詳見【參考資料三】。 

首先，我們要針對作者書中提到但沒有說明的問題做解釋。 

「數列裡的最大數是 3（即不會有 4 以上的數字），是否可能證明 3-3-3 絕對不會出現？」

這可以藉由「上推」的方法解釋。若有出現 4，則表示上一列的數列中有出現 4 個一

樣的數字，以 41 為例，上一列應是 1111，再上一列應該為 11，但依照外觀數列的規則，

11 應該被形容為「21」，而不是「1111」，也就是說不會有 1111 的出現，當然也不會有 4

的出現，而 4 以上的數字也可用一樣的方法上推來證明。 

至於為何不會出現 333，以 3331 為例，代表上一列為「333111」，注意其中又出現了

333，再上推一次，依然會產生 333，也就是說，要產生 333，必須數列的開頭即有 333，但

這跟實際不符合，因此是不會出現的。 

書中寫道：「如果你仔細研究這個數列，就會發現裡面絕大多數都是 1，至於 2 和 3 則

較少見。從第六列到第二十七列，約有百分之五十的數項為 1，百分之三十為 2，百分之二

十為 3。」 

我們利用 Excel 來計算 1,2,3 分別個數、佔整列總位數的百分比，如【附件一】。 

我們將這些資料繪成統計圖，如下【表一】，發現大約從第十二列開始，1,2,3 分別佔

總位數的百分比逐漸趨於固定，1 約佔 50%，2 約佔 31%，3 約佔 19%。 

第 n 列總位數= nCλ  
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二、分析數列 

為了找到一般項，我們希望縮小研究單位，把數列分割成可以獨立研究的單位，由這

些小單位產生一般項。 

（一）分組 

2.相同的一組 

 
11 2 3 的下一列會產生 21 12 13，因此無法直接採用這種分組方式來研究產生規律。 

 
由於開始的幾列成長並不穩定，因此「各組成長率」是由第十九列開始統計，「佔總

組百分比」由第十二列開始統計，「同數字成長率」和「同數佔總組百分比」由第十列開

始統計。統計結果如下【表二】： 

【表二】相同一組統計數據 

組別 1 11 111 2 22 222 3 33 全部

各組成長率 1.3075 1.3090 1.3249 1.3229 1.3579 1.3036 1.3115 1.4061 1.3108

佔總組百分比 14.10% 20.76% 7.16% 20.86% 6.92% 4.13% 23.71% 2.36% 100%

同數成長率 1.2991  1.3453  1.3034  1.3108

佔同組百分比 42.46% 31.37% 26.17% 100%

另一種分組方式，則是「相鄰的相同數字一組」。以第七列「13112221」為例，可

將其分成 1 3 11 222 1 共五組。 

這種分組方式可分出 1、11、111、2、22、222、3、33 共八組。此分組方式的優點

在於，當數列要產生下一列時，不同組之間是不會互相影響的，可降低研究上的複雜性，

但是所產生的下一列並無法維持「相同一組」的分組方式，反而變為「二個一組」，例：

相同一組成長率 

分組之後，我們想知道各組之間的關係，及分組前後數列有什麼不同，因此做了以

下的統計，分成「各組」和「相同數字一起（1,11,111 加在一起）」兩部分。我們驚訝

的發現，分組之後各組的成長率仍維持在 1.3…左右，而各組數佔總組數的比例也漸漸

趨向固定，詳細的統計數據請參考【附件二】及【附件三】。 

1.兩個一組 

以第七列「13112221」為例，將其分成 13 11 22 21 共四組。 

這種分組方式的意義在於，外觀數列是種描述上一行的數列，13 11 22 21 這四組可視

為在描述上一列有「1 個 3」 、「1 個 1」、「2 個 2」、「2 個 1」，也就是「量詞」和「名詞」

的不同，且二個一組，並不會影響數列呈指數成長的性質（∵組數＝個數÷2）。由於已經

證明書中所提到的：「不會出現 333」，因此實際上在二個一數的分類中，不會有 33（描述

上一行有 3 個 3），總共只有 8 組：11、12、13、21、22、23、31、32。 

不過，採取這種分組方式有個很大的缺點，那就是電腦沒有辦法幫我們分好，因此必須

採取紙上作業。在這種分組方法中我們確實有發現一些規律，然而礙於大量處理的困難，

我們尚無法把它實際運用到外觀數列中，仍待改良。 

我們之後也會針對「兩個一組」始的外觀數列做討論，詳見「非 1 始之外觀數列」。 



哇！好多的 1、2、3！──外觀數列 

 4

 

 

【圖一】Ana 數列的碎型圖 

能把數字轉化為碎形，實在是相當有趣的連結！因此我們也想試試外觀數列是否能構

成碎形。研究碎形的結構，可以更了解數列的組成，進而達到找出一般項的終極目標。例

如著名的 Koch Curve【參考資料七】即可用 L-system

【參考資料四】來表示，研究它的 L-system 演化規

則就相當於研究碎形的圖形本身。如果能將外觀數

列以類似的方式表示，那麼就可以研究它的產生規

律，加以推展。 

然而碎形最強調的是「自身相似性」，我們的外

觀數列雖並非沒有自身相似性，但卻過於複雜，而

難以直接構成規則簡單的碎形，也無法直接以

L-system 或類似的系統加以表示。因此我們必須改

良 L-system 等表示法，或將數列加以變化，找出可

能的模式。 

【圖二】外觀數列的環狀碎型圖  我們在 Mario Hilgemeier 於 1997 年發表有關外

觀數列的一篇文章【參考資料六】中看到如上的【圖二】。 

 
晝夜苦思的結果，我們想到了另一種畫法，這必須借助「相同數字一組」的分組方式。

把每一列的分組依序排出，為方便繪圖將其置中，再將一組產生下一列哪組連起來。舉例

來說，第四列 1 2 11 → 111 22 1，其中第四列的 1 產生第五列 111 中的前 2 個 1，便將其

連到 111 這組；而 2 產生的 12，分別是第五列 111 中最後一個 1 和後面 22 的第一個 2，便

這張圖是依照數列本身畫成的，白色代表 1、灰色代表 2、黑色代表 3。最內圈的是第

一列，往外則是它所產生的數字。每串數字產生的另一串數字就直接等分它所佔的比例─

─舉例來說，222→32，此時 32 就直接由 222 所在的圓周向外畫。 

這個看起來像太陽的圖騰雖然仍有些複雜，但頗有「不斷細分」和「自身相似」的感

覺，可算是一種製造碎形的方式。 

後來我們有幸能和 Hilgemeier 先生連絡上，他是一個德國的電機工程師，對於我們的

來信相當熱心地回覆，給了我們很大的幫助。一次在我們詢問他有關碎形畫法時，他的回

覆是：第一種就是用他上圖這樣的畫法；第二種是利用 Conway 的 92 元素畫樹狀圖（後面

會再提到 Conway 及他的研究）；第三種則要靠我們自己想了！ 

碎形 

除了我們研究的外觀數列之外，還有另外一個稱為「Ana」的數列，其產生和外觀數

列有異曲同工之妙。這個數列由「a」起始，第二列用英文描述第一列：an a（一個 a），因

此是「ana」；第三列再描述第二列：an a, an n, an a，因此是「anaannana」，依此類推。（關

於此數列相關的研究，請見【參考資料八】。）這個數列可以用碎形的方式畫出，用黑色

表示 a、白色表示 n，就可得到如下的【圖一】： 
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將 2 連到 111 和 22 兩組。依此類推，便得到如【圖三】的樹狀圖： 

 

 

【圖三】相同一組樹狀圖 

 
●           ●         ●              ● 

A            B          C               D 

 
1 A 2 B 3 B 

11 B 或 D 22 A 或 C 33 D 

111 D 222 D   

 

 

（二）重複性 

1.首端重複性 

仔細觀察每一直行，以第一行為例，可觀察到從第四列「1」的起，和第五列的「1」、

第六列的「3」，再之後的第七~九列、十~十二列……，不斷的重複出現，有每三個一循環

的重複性。【圖四】列出了由首端對齊的數列有重複性的部份。 

例如 1 前面只可能有一根樹枝，而產生 11 也只有一個樹枝向外連出，因此屬於 A；而

33 則可能由 3 YYY → 1 33 Y 產生，此情況屬於 D。下表是分析各組分別屬於何者的結果：

【表三】樹狀圖的各種情況 

其中每個點代表一個「相同數字」的組，原始的圖來自 (2)相同的一組的圖。這些點

可能有四種情況，分別以 A,B,C,D 名之： 

其中 B,D 兩種都會連出去 2 根樹枝，而 A,C 則只會連出 1 根。由此可以推算出第 n 列

和第 n+1 列之間的樹枝數=(An+Cn)×1+(Bn+Dn)×2=總 n×2-(An+Cn)×1，其中 An 表第 n 列中屬

於 A 的組之個數。這個情況下(An+Cn)就是這一列中 1 和 22 的組數。 

又因為 A,B 前面都是 1 根樹枝，而 C,D 前面是兩根數枝，故也可以由第 n+1 列推算出

第 n 列和第 n+1 列之間的樹枝數=(An+Bn)×1+(Cn+Dn)×2。不過這種分法比較複雜，因為有

些組可能是 B 或 D，不容易區分開來，因此由第 n 列推應該比較容易的。 

有趣的是，前十幾列中，第 n 和 n+1 列之間的樹枝數，約等於這兩列的組數相加，誤

差在�10 之內；不過到了第 20 列之後誤差就越來越大。這究竟是巧合還是有其他數學解

釋？我們尚在研究中。 

此數狀圖，雖無法直接呈現出一般性，但卻提供了另一看外觀數列的觀點，值得參考。
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【圖五】尾端重複區塊 

將數列由尾端對齊時，也有類似的重複現象；跟首端不同的是，尾端為四個一循環。

以第一行為例，全部的數字皆為 1；再以第 4 行為例，第五列的「1」、第六列的「2」、

第七列的「2」及第八列的「3」，在之後的第九~十二列、十三~十六列……，不斷的重複

出現，有每四個一循環的重複性。【圖五】列出了由尾端對齊的數列有重複性的部份。 

將數列由尾端對齊時，「重複現象」的增長也非常快速，推測也為指數成長，同樣經

由【附件五】的統計數據發現，尾端重複位數的成長比例大約由第九列開始趨於固定，

同樣約為 1.3…。 

【圖四】首端重複區塊 

重複部分的增長非常快速，推測也為指數成長，經由統計後發現，首端重複位數的成

長比例大約由第 28 列開始趨於固定，約為 1.3…。詳細統計數據請參考【附件四】。 

2.尾端重複性 



哇！好多的 1、2、3！──外觀數列 

 7

3.中間無重複性部分 

 

【圖六】外觀數列的重複性 

首端重複部分和尾端重複部分之間還存在一塊無重複性的區域，如【圖六】白色部分。 

（三）裂縫 

1.裂縫理論 

 
證明： 

 

特例：有一種方式可以製造出破壞三循環的組合。 

舉例：            2 3111 

12 1331 

1112 112311 

  3112 21121321 

      132122211211131211 

 

 

 

 

所謂「裂縫」，就是兩個數字間不會互相影響，所產生的下一列之後也皆不會互相影響，

意即可以視為兩大個互相不影響的數列。 

將 1、2、3 三個數字兩兩配對的組合共有九種，可證明出只有由 23 開始演化會產生裂

 2 3 

 12 13 

 1112 1113 

 3112 3113 

 132112 132113 

 1113122112 1113122113 

同理可證 23222。 

先討論 3，可以發現由 3 開頭而演化的數，前面可以自成三循環，最重要的是，這

個循環第一個數字只有 1 和 3，所以只要在前面加一個不為 1 或 3 的數，也就是 2，它
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最後證明在 3 之後放任何數都不會影響其演化： 

2 31 

 12 1311 

 1112 111321 

   3112 31131211 

     132112 132113111221 

     1113122112 1113122113312211 

再繼續演化下去依舊不會破壞三個

一循環的性質 

2 32 

 12 1312 

   1112 11131112 

   3112 31133112 

   132112 1321232112 

       1113122112 111312111213122112 

再繼續演化下去依舊不會破壞三個一循

環的性質 

以下為其他數字分組的證明： 

1 2 

  11 12 

  3112 

 

證明了 12、11 不可能為

裂縫，13 同理，只是將第

一列的 2 換為 3。 

    3 1 

    13 11 

  1113 21 

    3113 1211 

    132113 111221 

1113122113 312211 

311311222123112221 

（非為 2123、2132、

2131、2111 的情形下） 

  2 1 

  12 11 

1112 21 

  312211 

證明了 21、22 不可能是

組方式來看，第一種情形為 12 33，已經證明過用兩個一組的分組方式不會有 33 這種組

合，因此不會發生；第二種情形為 23 31，其實也不可能發生，這可使用上推法來解釋：

2331 的上一列應為 33111，同樣以兩個一組的分組方式來看，不可能發生 33 11 1，若是 3 

31 11 的情形，則 31 11 的部分上一列應為 1111，而我們在「基本性質與組成」中的「回

答書中問題」部分中已經證明過，不會出現 1111 這種情形。 

由 2 開始演化的外觀數列最後一位一定都是 2，在演化過程中可以看出，23 間必為

一裂縫，但也會發生 21 的情形，以下列出 21 之間為裂縫的所有情形： 

2 1 B C 

（這裡只取 2 後面接 3 位數字來討論，是因外觀數列不會出現 4，因此不用考慮後 4 位以

上的數字所影響的情形） 

因第一位 2 之後不能再出現 2，因此可分為兩種情形： 

(1) 1≠B，B≠C，有 2123、2132、2131 

B≠C 的原因為，由 2  1BB 繼續演化下去的話，會產生 1112 212B，彼此之間會互

相影響，因此不是一裂縫。且不會有 2121 的組合，由兩個一組的方式來看，21 21 的上

一列為 1111，不可能出現；而 X2 12 1 的上一列為「X 個 2、1 個 2……」，在產生下一列

時應該會合併敘述，因此不會發生。 

(2) 1=B=C，有 2111 

至於 2123、2132、2131、2111 這四種裂縫的來源和 23 有沒有關係？我們回到外觀數

列的本身去尋找，發現數列中第一個出現的裂縫為 2132，接著為 2111，然後產生 23，這

三組間不斷的循環。而 2131，在數列中是由第 18 列出現，由兩個一組的方式分組為 2 13 

1，其上一列一定有 23，因此其來源為 23；2123 則在第 12 列第一次出現，其後產生 2111

→23→……，不斷循環。 
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接著製造 2 後面接 2，使

之後演化的數列第一位

有 2，嘗試製造裂縫： 

1 221 

11 2211 

21 2221 

1211 3211 

111221 131221 

依然非為一裂縫 

證明了 31、32、33 不可

能是裂縫。 

裂縫。 

 

因此得出一個結論：當 23 後方不為 3 個一樣的數字時，即可視為一裂縫；此外還有

2123、2132、2131、2111 四種裂縫，彼此間存在著演化關係。 

2.康威的 92 元素 

 

三、一般性 

 

 
【圖七】首端重複一般性 

要找出一般性，必須同時利用所觀察到的重複性以及裂縫分割出元素的概念。 

（一）首端重複區塊中的一般性 

1.首端重複性的解釋 

擷取出數列首端重複區塊（如 p.7【圖六】粉紅色部分），得到【圖七】。 

我們研究裂縫最重要的目的就是將數列分割成互不影響的數個部分，當我們證明完所

有裂縫可能出現的情形之後，上網查資料發現了康威有做一項相關研究，想法同樣為裂縫

（splits）的概念，他將數列分成了 92 個長短不一的單位，稱之為元素（elements），並以化

學週期表之 92 個元素來命名。他認為整個外觀數列都可由這 92 個元素組成。此外，康威

所定的 92 個元素，彼此之間也有著演化的規律。有關康威的研究，請見【參考資料六】。

這份研究證實了我們有關於裂縫的想法是正確的，雖然康威已經列出了構成數列的最

基本元素，但我們還是可以加以利用，參考其演化規則來找出數列的一般項。 
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圖中黃色部分為每列中第一個完整元素，由第十三列的 1321132 開始，演化情形如下： 

 

 

 
由此可知，第十三、十六、十九、…、3t+1(t=4,5,6...)列的第一個元素都是 P1，第十四、

十七、二十、…、3t+2(t=4,5,6...)列的第一個元素都是 P2，第十五、十八、二十一、…、

3t+3(t=4,5,6...)列的第一個元素都是 P3，因此我們令列數 kn ≡ （mod 3），k=1,2,3，就可以確

定這一列的第一個元素為 Pk。 

 

 

 

 

其中可知道f
0(S1)=S1，f 1(S1)=S2，f 2(S1)= S3。 

看元素之間的演化關係，【圖七】中所標示出的四種顏色，每一種顏色之間皆為裂縫，

也就是說，彼此之間的演化不受干擾： 

由 P3 繼續演化下去，會產生 P1 以及「13221133112」這個元素，由於 P1→P2→P3→P1

的三循環現象一直持續，所以第十六、十九、…、3t+1 列的第二個元素都會出現

「13221133112」。為了討論方便，分別將它們作以下的命名——這裡 S 是取 secondary

（次位）的第一個字母：  

由於第十九、二十二、…、3t+1 列的第二個元素都為 S1，因此皆會出現同樣演化的

情形（如紫色部分、綠色部分）。這即是重複性產生的解釋——因每一列的第一個完整

元素有三循環現象，使由 P1 之後所演化出的數列有三循環的重複性。 

   2.首端重複區塊中的一般性 

我們另外將元素演化的規律定義如下： 

S1=13221133112 
S2=11132221232112 
S3=311332111213122112 

……

1321132

111312211312

3113112221131112

1321132 13221133112

111312211312

……

P1=1321132 
P2=111312211312 
P3=3113112221131112 

【表四】首端一般性演化說明 

如【表四】所示，「1321132」、「111312211312」、「3113112221131112」三元素彼此之

間會不斷循環，無論從其中哪一個開始，經過三次演化之後都會再出現自己。為了一般

性的討論方便，我們將它們作如下的命名——這裡 P 是取 primary（首位）的第一個字母：

f
x
(Sk)：Sk 演化 x 次 

P1

P2

P3
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（二）尾端重複區塊中的一般性 

1.尾端重複性的解釋 

擷取出數列尾端重複區塊（如 p.7【圖六】淺藍色部分），並向右對齊，得到【圖八】。 

 
【圖八】尾端重複一般性 

和首端重複用同樣的概念，但因尾端重複性較為複雜，所以要由第十五列由尾端數來

這裡的「+」指的並非加法，而是將得到的數字串依順序排列。 

其中，第十六列~十八列的一般式為 Pk+ f0(Sk)，第十九列~二十一列的一般式為 Pk+ f0(Sk)+ 

f3(Sk)，第二十二列~二十四列的一般式為 Pk+ f0(Sk)+ f3(Sk)+ f6(Sk)，以此類推，可以找到

x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

3
16n

×3。因此導出了首端重複區塊中第 n 列的一般性通式： 

因 )3(mod119 ≡ ，所以第十九列的首端重複部分元素依次為 P1（黃色部分）、S1（粉

紅色部分）、f3(S1)（藍色部分，由第十六列藍色部分 S1 演化三次而來），其後的每一列

中的元素都有一樣的排列次序： 

第十三列的第一個元素 P1（黃色部分），演化成第十四列的 P2，再演化成第十五列

的 P3，後又演化回自己 P1，演化情形皆在黃色部分。 

第十六列的第二個元素 S1（藍色部分），到了第十七列演化成為 S2（藍色部分），第

十八列演化成為 S3（藍色部分），到了第十九列演化出的「132123123112111311222112」

是 S1 經演化 3 次的結果，因此我們將它記為 f3(S1)；同樣的，第二十列的藍色部分，是

S1 演化四次，也就是 S2 演化三次的結果，我們將它記為 f3(S2)，而第二十一列的藍色部分

是 S3 演化三次結果，所以記為 f3(S3)。 

由於重複性的三循環現象，我們可將上述藍色部分元素演化的規律向下平移三列至

粉紅色部分，或向下平移六列至淺綠色部分，依然會發生一樣的演化情形。 

結合了上述重複性以及裂縫的想法，我們可以將首端重複區塊的每一列都用一般式

表示出來。以第十九列為例： 

Pk+ ∑
×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

3
3
16

0
)(

n

i
k

i Sf ，n≧16 

Pk+ f
0(Sk)+ f

3(Sk)+ f
6(Sk)+……+ fx(Sk)，x=0,3,6… 
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第一個完整元素「311322113212221」及第二個「12」開始，演化情形如下： 

 
【表五】尾端一般性演化說明 

定義淺綠色部分如下：（由於 ( )15 3 mod 4≡ ，故定義第 15 列的綠色部分為 P’3） 

 

 

 

定義橘色部分如下： 

 

如圖所示，P’3→P’4→P’1→P’2→P’3 四個元素彼此之間會不斷循環，無論從其中哪一個

開始，經過四次演化之後都會再出現自己。   

由 P’2 繼續演化，會產生橘色和黃色的部分，定義黃色部分如下： 

SB3=1321132132111213322 
SB4=1113122113121113123112112322 
SB1=31131122211311123113111213211221121322 
SB2=132113213221133112132113311211131221222112111322 
演化關係：SB3→SB4→SB1→SB2 

P’3=311322113212221 
P’4=13211322211312113211 
P’1=1113122113322113111221131221 
P’2=31131122212322211331222113112211 
演化關係：P’3→P’4→P’1→P’2→P’3 

SA3=12 
SA4=1112 
SA1=3112 
SA2=132112 
演化關係：SA3→SA4→SA1→SA2 
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fx(SAr)+ f
x-4(SBr)+f

x-4(SAr) +……+f4(SBr)+f
4(SAr) +f

0(SBr)+f
0(SAr)+ P’r，

x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

4
15n

×4，n≧15 

 

 

    因此導出了尾端重複區塊第 n 列的一般性通式： 

 

 

 

（三）中間無重複區塊中的一般性 

【圖九】將首端和尾端的一般性元素都標示出來，剩下的即是中間無重複區塊。 

 

 

故中間無重複部分第 n 列的一般性如下： 

【圖九】首端與尾端一般性元素 

我們將數列分為首端、尾端和中央部份，首端和尾端的一般性已經找出來了，如

果中央無重複區塊也找出來，我們就可以宣稱找出一般項；然而，目前只找到一部分

的一般性現象。 

這裡的「+」指的並非加法，而是將得到的數字串依順序排列。 

其中，第十九列~二十二列的一般式為 f4(SAr) +f0(SBr)+f0(SAr)+ P＇r，第二十三列~二十六

列的一般式為 f8(SAr) +f4(SBr)+f4(SAr) +f0(SBr)+f0(SAr)+ P＇r，以此類推，可以找到 x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

4
15n

×4 

因 )4(mod319 ≡ ，所以第十九列的尾端重複部分元素從尾端排列依次為 P’3（綠色部

分）、SA3（黃色部分）、SB3（橘色部分）、f4(SA3)（粉紅色部分，由第十五列粉紅色部分 SA3

演化四次而來），其後的每一列中的元素都有一樣的排列次序：

由於 P’k 有四循環的現象，每隔四列就會一 P’2，接著就會產生 SB+ SA+ P’k，因此易見

圖中的藍色和黃色部分相同（皆為 SA），橘色和紫色部分也相同（皆為 SB），再加上粉紅

色部分亦為 SA，因此每隔四列就會出現相同的部分，即為四循環現象。 

2.尾端重複區塊中的一般性 

以第十九列為例： 

因此我們目前直接用外觀數列的產生方式演化。首端的一般性開始是第十三列，

尾端是第十五列，我們認為穩定的數列就是從十五列開始，稱其中央無重複部分為「中

央序列 M」，定義如下： 

fx(SAr)+ f
x-4(SBr)+f

x-4(SAr) +……+f4(SBr)+f
4(SAr) +f

0(SBr)+f
0(SAr)+ P’r，x=0,4,8…

1113222131221131221322112111321123113Ｍ＝31131112  
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統整首端、中間及尾端三部分的一般項公式，可以歸納出第 n 列的元素數為：

152
4
11

3
131 −+×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+ nnn

（首端+尾端+中間） 

 

2. p

始

數

列一般性 

首端 

將 1 始和 p 始數列放在一起看，可以看出它們的一般性元素一模一樣，只是列數不

同，因有相同的、作為一般性第一個的元素：1321132，故其演化和循環也相同，如【圖

十】。 

由於這一點，p 始數列和 1 始數列的一般性通式幾乎一模一樣：（ (mod3)k n ≡ ） 

 

 

p 

1p 

111p 

311p 

13211p 

111312211p 

…… 

以 p（ 92, ≤≤∈ pNp ）為開頭的數列，這個 p

所產生的下一列為 1p，所以 p 的前面一位就只會是

1，因此只要 p 是除了 1 以外的任意數字或符號，所

產生的情形皆是一樣的。 

Pk+ ∑
×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

3
3
11

0
)(

n

i
k

i Sf ，n≧11 

四、非 1 始之外觀數列 

（一）p 始外觀數列（p≧2） 

 1. p 始 

由外觀數列的基本性質得知，由 1 所開頭的數，只會產生 1、2、3，於是我們想：由

不是 1 所開頭的數，會發生什麼事？ 

 

( )M15−nf ，n≧15 
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【圖十】p 始數列首端一般性元素（紅色劃線區塊為首端重複區塊） 

尾端 

擷取出 p 始數列數列尾端重複區塊，得到【圖十一】。 

 

【圖十一】p 始數列尾端一般性元素 

 

 
如圖所示，黃色部分中二個元素彼此之間會不斷循環。將它們作如下的命名： 

 

由 Q2 繼續演化下去，會產生 Q1 及綠色部分，定義如下： 

 

 

 

 
 

 

這裡的「+」指的並非加法，而是將得到的數字串依順序排列。 

其中，第十九列、二十列的一般式為 f0(Tm)+ Qm，第二十一列、二十二列的一般式為

f2(Tm)+ f0(Tm)+ Qm，第二十三列、二十四列的一般式為 f4(Tm)+f2(Tm)+ f0(Tm)+ Qm，以此類推，

由於 Q2→Q1→Q2 不斷二循環，因此圖中綠色、藍色、粉紅色等部分都會相同，

此為 p 始尾端的二循環現象。以第二十三列為例： 

圖中的黃色部分為每一列中的由尾端數來的第一個完整元素，由第十九列的

31221132221222112112322211p 開始，演化情形如下： 

因 )2(mod123 ≡ ，所以第二十三列的尾端重複部分元素由尾端開始排列依次為 Q1（黃

色部分）、T1（藍色部分）、f2(T1)（綠色部分，由第二十一列綠色部分 T1 演化兩次而來），

其後的每一列中的元素都有一樣的排列次序：（ (mod2) mn ≡ ） 

T1=11132132212 
T2=3113121113221112 
演化關係：T1→T2 

fx(Tm)+…+f4(Tm)+f2(Tm)+f0(Tm)+Qm，x=0,2,4… 

Q1=31221132221222112112322211p 
Q2=1311222113321132211221121332211p 
演化關係：Q2→Q1→Q2 
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可以找到 x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
19n

×2 

因此導出了 p 始數列尾端重複區塊第 n 列的一般性通式：（ (mod2) mn ≡ ） 

 

 

 

  則中間無重複部分第 n 列的一般性為： 

 

 

 
 【圖十二】1,p 相同的部分  

 

中間無重複部分 

在 p 始數列中，由第十九列開始，首端及尾端重複區塊部分都趨於穩定，因此我

們定義第十九列作為中間無重複部分為 M＇，即： 

乍看之下，這是個讓人驚奇的巧合，但經過好幾列都驗算無誤，因此我們認為一

定有什麼道理在其中。 

幾經研究，發現 1,p 相同部份之所以會和 1 始數列首端重複區塊相同，其實就是

重複性的關係。這個部分，單看文字解釋可能有些複雜，配合下面的就比較容易懂了。

首先比較兩者首端一般性元素： 

3. 1,p 相疊現象 

由於我們已經知道 1 始數列和 p 始數列的首端一般項元素會相同，我們便想試試

把 1 始和 p 始數列依照相同部份重疊，看看他們的相似程度有多高。 

我們將 1 始的第四列（以 1-04 表示）和 p 始的第二列（p-02）對齊並重疊，得到

【圖十二】。經過比較，我們發現【圖十二】1,p 相同的部分與【圖七】1 始數列首端

重複區塊是完全相同的！我們稱這種現象為「1,p 相疊現象」。 

M＇＝3113112221131112212211131221121321131211132221123113112221131112211322212

fx(Tm)+…+f4(Tm)+f2(Tm)+f0(Tm)+Qm，x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
19n

×2，n≧19 

( )M'19−nf ，n≧19 
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【圖十】p 始數列首端一般性元素          【圖七】1 始數列首端重複區塊 

如果把 1 始的第四列（1-04）和 p 始的第二列（p-02）對齊，即 1-n 會對到 p-(n-2)，

則 1 始的第一組黃色一般性元素（1-13,1-14,1-15）事實上並不會對到 p 始的第一組黃色元

素，而會對到其第二組黃色元素（p-11,p-12,p-13）。簡言之，p 始的黃色元素會比 1 始的

早一個循環。 

    

 

 

【圖十四】比較 1-13 與 1-16 相同部分 

最後看【圖十五】的 p-11 和 1-16，可發現這兩列的黃色加藍色部分是完全相同的。 

 

 

【圖十五】比較 1-16 和 p-11 

【圖十三-1】1-13,1-14,1-15      【圖十三-2】p-11,p-12,p-13 

再看 1 始數列本身的重複性，如【圖十四】。比較 1-13 和 1-16，他們相同的部分

也就是 1-13 的首端重複區塊（1321132132）。 

如此一來，【圖十】中 p 始的粉紅色部分便會和【圖七】中 1 始的藍色部分相疊（如

深藍色框框標示部分），p 始的淺綠色部分則會對到 1 始的粉紅色部分，依此類推。那

麼 p 始的藍色部分便超出了 1 首端重複元素的範圍。 

接下來就要解釋為什麼 1,p 相疊之相同區塊會和 1 首端重複區塊相同。如上兩圖

所示，p-08,p-09,p-10 重疊後分別對到 1-10,1-11,1-12，其相同的部分如【圖七】紅色所

標示。（【圖十】的紅色是 p 始數列本身首端重複部份，與目前討論無關。） 
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這便可以說明為什麼 1,p 相疊之相同區塊會和 1 始首端重複區塊完全一模一樣了。 

（二）兩個一組始 

做完 1 始和 p 始的外觀數列，我們便想試試以分組方法中「兩個一組」開始的外觀

數列。「兩個一組」的分法共有八組：11、12、13、21、22、23、31、32。 

由於 1 始外觀數列的前幾列為 1,11,21,1211,…，故以「11」和「21」兩組開始的外觀

數列，和 1 始的外觀數列除數列的標號不同之外，其實是一樣的。 

而 2 始的數列前幾列為 2,12,1112,…，所以「12」始的外觀數列和 2 始的也只差在列

數的標號，後續演化情形是一樣的。同理 3 始的前幾列為 3,13,1113,…，故「13」始和 3

始也有此情況。以「12」和「13」兩者為首列的外觀數列持續發展，皆會和 p 始的外觀

數列演化情形相同（只有最尾端的 p 不同）。 

「22」持續演化下去還是 22，每一列都是一模一樣的。 

前面裂縫理論有提到，「23」中間即是會出現一個裂縫，2 和 3 繼續演化互不干擾，

因此「23」始的數列可以視為一個「2 始數列」和一個「3 始數列」並在一起，同時演化。 

在看過 11、12、13、21、22、23 的情況後，我們緊接著研究「31」始、「32」始的數

列。 

1. 31 始之外觀數列一般性 

 
【圖十六】31 始數列首端一般性元素（紅色劃線區塊為首端重複區塊） 

31 始的數列首端有三循環的重複現象，如圖紅線內的範圍。由此也可找出一般性元

素，定義如下： 

而這裡的黃色和藍色兩部分加在一起，比 1-13 的首端重複區塊（紅線內範圍）還要

長，也就是可以涵蓋它。因此， 

由於 1-16 黃+藍＝p-11 黃+藍＞1-13 紅線内範圍 

所以 1-16 和 1-13 相同部份＝p-11 和 1-13 相同部份 

     （1 始首端重複區塊）  （1,p 相疊相同區塊） 
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根據與之前 1 始類似的方法，可推出第 n 列的一般性通式如下： 

 

 
【圖十七】31 始數列尾端一般性元素（紅色劃線區塊為尾端重複區塊）  

31 始數列的尾端重複為四循環，如紅線標示範圍。一般性元素定義如下： 

 
可推出第 n 列的一般性通式如下： 

 
擷取 31 始數列的第 15 列如下： 

111312211312111322212321121113121112131112132112311321322112111312211312112213211
231132132211231131122211311123113322112111312211312112213211231132132211211131221

fx(S’r)+f
x-4(S’r) +……+f4(S’r) +f

0(S’r)+ P’r，x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

4
15n

×4，n≧15， )4(modrn ≡

P’3=311322113212221 
P’4=13211322211312113211 
P’1=1113122113322113111221131221 
P’2= 31131122212322211331222113112211 
S’3= 132113213211121332212 
S’4= 11131221131211131231121123221112 
S’1= 311311222113111231131112132112211213223112 
S’2= 132113213221133112132113311211131221222112111322132112 

Pk+

9 3
3

0
( )

n

i
k

i
f S

−⎡ ⎤×⎢ ⎥⎣ ⎦

=
∑ ，n≧9， )3(modkn ≡  

P3=111312211312 
P1=3113112221131112 
P2=132113213221133112 
S3=11132221232112 
S1=311332111213122112 
S2=132123123112111311222112
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P2=1321132        S2=13221133112 
P3=111312211312     S3=11132221232112 
P1=3113112221131112    S1=311332111213122112 

Pk+ ∑
×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

3
3
14

0
)(

n

i
k

i Sf ，n≧14， )3(modkn ≡  

1312111322212311322113212221 
故定義中央序列 M 如下，並可推導出第 n 列一般性： 

 
2. 32 始之外觀數列一般性 

 

【圖十八】32 始數列首端一般性元素（紅色劃線區塊為首端重複區塊） 

32 始的數列首端有三循環的重複現象，如圖紅線內的範圍。由此也可找出一般性元

素，定 義如下： 

 
  
 

根據與之前 1 始類似的方法，可推出第 n 列的一般性通式如下： 

 
 
 
 

M=111312211312112213211231132132211231131122211311123113322112
1113122113121122132112311321322112111312211312111322212 

第 n 列中央無重複部分= ( )M15−nf ，n≧15
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P’1=312211322212221121123222112         S’1=11132132212 
P’2=13112221133211322112211213322112    S’2=3113121113221112 

M=31131112311211133112111312211213211331121321132122212211131
22113121113222123211211131211121332211213211321322113311213211
32213211231132132211211131221232112111312212221121123222112311
31122211311123113321112131221123113111231121113311211131221121
32113121113222112311311221112131221123113112211322112211213322
11211131221131211132221232112111312111213111213211231132132211
21113122113121113222113221113122113121113222112132113213221232
11211131211121332211231131122211311122122111312211213211312111

32221123113112221131112211322212 

第 n 列中央無重複部分= ( )19 Mnf − ，n≧19 

 
【圖十九】32 始數列尾端一般性元素（紅色劃線區塊為尾端重複區塊） 

32 始數列的尾端重複為二循環，如紅線標示範圍。一般性元素定義如下： 

 

 
 

可推出第 n 列的一般性通式如下： 

 
擷取 32 始數列的第 19 列如下： 

31131122211311123113321112131221123113111231121113311211131221121321133112132113
21222122111312211312111322212321121113121112133221121321132132211331121321132213
21123113213221121113122123211211131221222112112322211231131122211311123113321112
13122112311311123112111331121113122112132113121113222112311311221112131221123113
11221132211221121332211211131221131211132221232112111312111213111213211231132132
21121113122113121113222113221113122113121113222112132113213221232112111312111213
32211231131122211311122122111312211213211312111322211231131122211311122113222123
12211322212221121123222112 

故定義中央序列 M 如下，並可推導出第 n 列一般性： 

 
 

 

 

 

 

 

 

fx(S’r) +f
x-2(S’r) +……+f2(S’r) +f

0(S’r)+ P’r，x=
19

2
n −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

×2，n≧19， (mod 2)n r≡  
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（一）首端對齊的外觀數列，每隔 3 列的首端相同，具有三循環的重複性。 

（二）首端具重複性的部分隨列數增加而增長，推測以 1.3…的速率指數成長。 

（三）尾端對齊的外觀數列，每隔 4 列的尾端相同，具有四循環的重複性。 

（四）尾端具重複性的部分隨列數增加而增長，推測以 1.3…的速率指數成長。 

 

 

 

 

附帶一提，前述分組方法分為「兩個一組」和「相同一組」，而這兩者是有對應關係

的，如下表： 

1  11 22  22 
11  21 222  32 
111  31 3  13 
2  12 33  23 

因此，「相同一組」為開頭的外觀數列和「兩個一組」始的數列，基本上是相同的。 

伍、研究結果 

一、基本性質 

（一）外觀數列由 1,2,3 組成，最多是 111（三個 1）或 222（三個 2），不會出現 333，也不

會出現 4。 

（二）外觀數列的總位數呈指數成長，第 n 列的總位數約為 nCλ ，其中 C=1.567…，

λ=1.30357726…，λ 稱為康威常數(Conway＇s Constant)。意即各列與前一列的總位

數比約為 1.3…。 

（三）各列中，1,2,3 佔總位數的比例會趨於固定，1 約佔 50%，2 約佔 31%，3 約佔 19%。 

二、分組 

（一）當採取「相同一組」的分組方式時，各組數成長率接近 1.3…，總組數成長率亦接

近 1.3…。 

（二）各組佔總組數的比例會趨於固定，其數值請見下方表格。 

（三）相同數字組成的組（例：1,11,111）合在一起算，其成長速率約為 1.3…。 

（四）相同數字組成的組，其佔總組數的比例會趨於固定。 

組別 1 11 111 2 22 222 3 33 全部

各組成長率 1.3075 1.3090 1.3249 1.3229 1.3579 1.3036 1.3115 1.4061 1.3108

佔總組百分比 14.10% 20.76% 7.16% 20.86% 6.92% 4.13% 23.71% 2.36% 100%

同數成長率 1.2991  1.3453  1.3034  1.3108

佔同組百分比 42.46% 31.37% 26.17% 100%

（五）以相同一組的產生所化成的樹狀圖，其樹枝數約成 1.3…的指數成長。 

（六）在第 1~20 列中，兩列之間的樹枝數約等於兩列組數的和。 

三、重複性 

 



哇！好多的 1、2、3！──外觀數列 

 23

（一）以 p( 92, ≤≤∈ pNp )開始的外觀數列，除了在最尾端的 p 之外，其組成同樣為

1,2,3，不會出現 333，也不會出現 4。 

（二）以 p( 92, ≤≤∈ pNp )開始的所有外觀數列，除了在最尾端的 p 之外，其組成皆相

同。 

（三）1,p 相疊現象：以 p( 92, ≤≤∈ pNp )開始的外觀數列，有一部分跟以 1 開始的數

列相同，其相同的部分剛好就是以 1 開始的數列具有重複性的部分。 

（四）兩個一組始之外觀數列中，11、21 始和 1 始數列是一樣的；12、13 始和 p 始數列

相同；22 始的外觀數列每一列皆為 22；23 始之外觀數列可分成兩個 p 始數列；

31、32 始的外觀數列也可分別找到一般性。 

（一）在裂縫兩邊的數字串，演化時分別獨立，不會相互影響。 

（二）凡出現 23，只要不是 23111 或 23222，則在 2 和 3 中間必有一裂縫；另外還有 2123、

2132、2131、2111 四種，彼此之間有演化關係。 

（三）從裂縫分割，則外觀數列共可被切割出 92 種數字串，稱為康威的 92 元素(Conway＇s 

92 elements)。 

 

四、裂縫 

 

 

 

五、一般性 

（一）要找出一般性，必須同時利用所觀察到的重複性以及裂縫分割出元素的概念。 

（二）首端重複區塊第 n 列的一般性通式 Pk+ ∑
×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

3
3
16

0
)(

n

i
k

i Sf ，n≧16。 

（三）尾端重複區塊第 n 列的一般性通式 

f
x(SAr)+ fx-4(SBr)+fx-4(SAr) +……+f4(SBr)+f4(SAr) +f0(SBr)+f0(SAr)+ P’r，x= ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

4
15n

×4，n≧15 

（四）中央無重複區塊第 n 列的一般性： ( )M15−nf ，n≧15 

六、非 1 始之外觀數列 

  

 

 

 

 

七、p 始數列的一般性 

（一）首端重複區塊第 n 列的一般性通式 Pk+ ∑
×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

3
3
11

0
)(

n

i
k

i Sf ，n≧11。 

（二）尾端重複區塊第 n 列的一般性通式 fx(Tm)+…+f4(Tm)+f2(Tm)+f0(Tm)+Qm，x= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
19n

×2，

n≧19 

（三）中央無重複區塊第 n 列的一般性： ( )M'19−nf ，n≧19 

八、兩個一組始之外觀數列 
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11 21 31 

12 22 32 

   屬於 1 始數列  

 

屬於 p 始數列  13 23  

不屬於 1 始或 p 始數列 

 

永遠演化成自己 

陸、討論 

一、各研究方法的比較 

 

 

二、神奇的比例──1.3… 

外觀數列的總位數成長比例約是 ，其中 C=1.567…，λ=1.30357726…，λ 稱為康

威常數（Conway's Constant），這是在 Conway 的著述中提出的。 

在我們後來一連串的研究中，λ=1.3…的這個比例不斷出現，除了總位數的成長比例

之外，1,2,3 分別的各數也是以乘 1.3…的速率成長，這和它們在數列中佔固定比例（1 約佔

50%，2 佔 30%，3 佔 20%）密切相關。「相同數字一組」時，總組數成長率以及各組個別

的成長率都是 1.3…；以相同數字一組畫成樹狀圖，樹枝的成長率也是 1.3…。始端重複區

域的總位數和尾端重複的總位數，各列之間的比例是 1.3…。還有以 p 開始的外觀數列，猜

猜它的成長比率是多少？沒錯，也是 1.3…。 

許多部份都呈現相同的比例，其背後的意涵是，無論數列如何的變化──只算 1,2 或

3、分組、畫成樹狀圖、只看重複、甚至換個數字開頭，它們之前都存有一定的關聯性，在

呈現的面貌上也許有所不同，然而產生的方式還是一樣的。 

研究過程中，我們採取分組與碎形、重複性和 Conway 的 92 元素等方法。 

分組與碎形的優點在於它能夠有效的轉化數列，將其分成較小的幾種數字組，或以圖

像化的方式呈現。然而外觀數列很不容易研究的一點，在於它產生下一列的時候，並非每

組數字互不干擾地產生各自的子代，而是左右相鄰的數字組會相互影響，這就是所謂的「與

上下文相關（context-sensitive）」。因此，分組或碎形產生下一列的方法就變得十分複雜。 

92 元素可以有效的克服與上下文相關的問題，因為它是由裂縫分組，每個元素產生

子代時是相互獨立的；然而其缺點是元素多達 92 個，以矩陣表示其演化規則時成為 92x92

的矩陣，頗為龐大，研究起來相當吃力。所幸在電腦的協助之下，矩陣的運算可以用程式

代勞，因此能利用 92 元素的產生規則研究諸如為何 123 成比例，或為何數列呈指數成長

等數量上的問題。 

至於重複性，比較強調各列數字間相同的部分，與數列的產生方法並無直接關係。然而經

過觀察與比較，發現具有重複性的部分，除了也呈指數成長外，並無明顯的規律性，結合

了分組或 92 元素後也是如此。不過從重複性的結果，我們至少可以知道第 n 列的開頭部

分是什麼──只要看它除以 3 於多少，再找和她同餘的幾列就可以了，它們的開頭會一

樣。尾端也可以知道，不過是除以 4，同餘的尾端會相同。 

綜合而言，各種研究方法皆有其優點，也有無法克服之處，因此必須加以改良並靈活

地綜合運用，以幫助研究。 
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柒、結論 

打從在書上發現外觀數列起，我們就對外觀數列印象深刻。它的產生規則是「自我描述」，

可以說巧妙的結合了語言和數學。仔細觀察，又可以發現有 1,2,3、總位數指數成長、1,2,3 比

例趨於固定等有趣的數學性質，相當令我們驚奇。之後為了找出一般性，我們透過分組、重

複性、裂縫等不同的手法，對數列進行仔細的分析及研究；為了要使用這些方法，我們也必

須充實許多先備知識，例如統計、碎形和電腦程式的編寫等等。雖然並非每個方法都能領我

們找到一般性，然而從中也發現了不少有趣的性質與現象，讓我們對外觀數列有更深入的認

識，進而引出更多的想法。最後的一般性，則是綜合了裂縫的概念與重複的現象才找到的。

在了解 1 始外觀數列後，我們又進一步推展到 p 始的外觀數列，這部分由於有 1 始的基礎，

因此研究起來較為得心應手。 

雖然我們已經可以寫出一般性的通式，然而還有許多地方是我們必須繼續思考研究的，

包括用更簡潔的方式表示一般性，以及運用這個一般性通式解釋外觀數列的基本性質等等，

甚至將外觀數列應用到生活上。往後，我們將更致力於發掘外觀數列其他未知的面貌，盼望

也能從中獲益良多。 
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容易歸納出一般性；然而深入研究之後才發現，其實不合規律的地方更多，並沒有那麼簡

單。討論（一）也提到我們所運用的許多分析方法，而一般性則用到重複性和裂縫的概念。

其實我們做出的一般性，和當初預期的不太一樣－－並不是給列數 n，就直接可以知
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Decay，但是此一般性的價值在於能使運算更迅速－－用一列幾萬位的數列放到產生器去

跑，常常還沒得到結果，電腦就先當了；分成始端、中間和尾端，雖然必須做三次，但每

個序列都較短，可以產生得更迅速。此外，這三個部分可以視為獨立的區塊，各有其特殊

的性質，產生時彼此之間也互不干擾，這更有利於外觀數列性質的觀察與研究。 

最重要的是，一般性打破了外觀數列「必須要知道上一列才能產生下一列」的限制，

變成「知道第 n列的幾個一般性元素就可以產生整列」，把「由上至下」的產生化成「始端

由左而右」與「尾端由右而左」的產生。想知道第 n列，再也不必辛辛苦苦地從 1開始了！
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【附件一】：1,2,3 分別個數、佔整列總位數的百分比（配合 p.2） 

列 總個數 1 的個數 1 的個數比 2 的個數 2 的個數比 3 的個數 3 的個數比

1 1 1 100.00000% 0 0.00000% 0 0.00000%

2 2 2 100.00000% 0 0.00000% 0 0.00000%

3 2 1 50.00000% 1 50.00000% 0 0.00000%

4 4 3 75.00000% 1 25.00000% 0 0.00000%

5 6 4 66.66667% 2 33.33333% 0 0.00000%

6 6 3 50.00000% 2 33.33333% 1 16.66667%

7 8 4 50.00000% 3 37.50000% 1 12.50000%

8 10 6 60.00000% 2 20.00000% 2 20.00000%

9 14 8 57.14286% 3 21.42857% 3 21.42857%

10 20 12 60.00000% 4 20.00000% 4 20.00000%

11 26 13 50.00000% 8 30.76923% 5 19.23077%

12 34 18 52.94118% 10 29.41176% 6 17.64706%

13 46 24 52.17391% 14 30.43478% 8 17.39130%

14 62 33 53.22581% 18 29.03226% 11 17.74194%

15 78 39 50.00000% 24 30.76923% 15 19.23077%

16 102 52 50.98039% 28 27.45098% 22 21.56863%

17 134 67 50.00000% 41 30.59701% 26 19.40299%

18 176 88 50.00000% 56 31.81818% 32 18.18182%

19 226 113 50.00000% 69 30.53097% 44 19.46903%

20 302 155 51.32450% 91 30.13245% 56 18.54305%

21 408 211 51.71569% 123 30.14706% 74 18.13725%

22 528 264 50.00000% 164 31.06061% 100 18.93939%

23 678 331 48.82006% 221 32.59587% 126 18.58407%

24 904 455 50.33186% 286 31.63717% 163 18.03097%

25 1182 596 50.42301% 366 30.96447% 220 18.61252%

26 1540 762 49.48052% 494 32.07792% 284 18.44156%

27 2012 1000 49.70179% 636 31.61034% 376 18.68787%

28 2606 1288 49.42441% 832 31.92632% 486 18.64927%

29 3410 1688 49.50147% 1095 32.11144% 627 18.38710%

30 4462 2222 49.79830% 1423 31.89153% 817 18.31017%

31 5808 2884 49.65565% 1847 31.80096% 1077 18.54339%

32 7586 3754 49.48590% 2440 32.16451% 1392 18.34959%

33 9898 4915 49.65650% 3154 31.86502% 1829 18.47848%
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【附件二】：相同一組成長率（配合 p.3） 

 

 

 

  成長比率 

平均 1.3108  1.3075  1.3090  1.3249 1.3229 1.3579 1.3036  1.3115  1.4061 

列 總成長比率 1 成長比率 
11 成長比

率 

111 成長比

率 
2 成長比率

22 成長比

率 

222 成長比

率 
3 成長比率

33 成長比

率 

1          

2 1 0        

3 2  0       

4 1.5 1   1     

5 1 1 0  0     

6 1.333333333 1  0  1    

7 1.25 2 1   0  1  

8 1.4 0.5 1    0 2  

9 1.428571429 3 1 1 0.5   1.5  

10 1.3 0.333333333 4 1 2 1  1.333333333  

11 1.307692308 4 0.75 1 1.5 1  0.75  

12 1.352941176 0.75 2 1 1.666666667 1 1 2 0

13 1.347826087 2 1 2 1 3 1 1.333333333  

14 1.258064516 1 1.5 1.5 1.2 1 2 1.125  

15 1.307692308 1.166666667 1.111111111 1.333333333 1.5 1 1.5 1.666666667 0

16 1.31372549 1.142857143 1.6 1 1.666666667 0.666666667 1 1.066666667  

17 1.313432836 1.75 1 1.75 1.133333333 4.5 0.666666667 1.25 1

18 1.284090909 1.142857143 1.5 1.142857143 1.352941176 0.666666667 3.5 1.3 1

19 1.336283186 1.4375 1.125 1.5 1.565217391 1.5 0.714285714 1.307692308 1.666666667

20 1.350993377 1.217391304 1.518518519 1.25 1.361111111 1.333333333 1.2 1.470588235 0.6

21 1.294117647 1.285714286 1.292682927 1.533333333 1.102040816 1.75 1.5 1.24 2

22 1.284090909 1.222222222 1.396226415 1.043478261 1.314814815 1.142857143 1.666666667 1.193548387 2.166666667

23 1.333333333 1.454545455 1.216216216 1.208333333 1.408450704 1.458333333 1.133333333 1.459459459 0.692307692

24 1.307522124 1.296875 1.333333333 1.517241379 1.31 1.057142857 1.588235294 1.25 1.555555556

25 1.302876481 1.21686747 1.325 1.340909091 1.251908397 1.675675676 0.962962963 1.318518519 1.5

26 1.306493506 1.326732673 1.314465409 1.186440678 1.31097561 1.161290323 1.730769231 1.337078652 1.095238095

27 1.295228628 1.335820896 1.253588517 1.414285714 1.306976744 1.319444444 1.222222222 1.210084034 1.913043478

28 1.308518803 1.251396648 1.354961832 1.191919192 1.327402135 1.326315789 1.254545455 1.368055556 1.045454545

29 1.308504399 1.383928571 1.273239437 1.338983051 1.300268097 1.325396825 1.333333333 1.28680203 1.304347826

30 1.301658449 1.261290323 1.305309735 1.373417722 1.315463918 1.245508982 1.336956522 1.295857988 1.333333333
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【附件三】：各組佔總組數的比例（配合 p.3） 

 各組個數比 

平均  14.10% 20.76% 7.16% 20.86% 6.92% 4.13% 23.71% 2.36% 

列 總組數 1 的比 11 的比 111 的比 2 的比 22 的比 222 的比 3 的比 33 的比

1 1 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

2 1 0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

3 2 50.00% 0.00% 0.00% 50.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

4 3 33.33% 33.33% 0.00% 33.33% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 

5 3 33.33% 0.00% 33.33% 0.00% 33.33% 0.00% 0.00% 0.00% 

6 4 25.00% 25.00% 0.00% 0.00% 25.00% 0.00% 25.00% 0.00% 

7 5 40.00% 20.00% 0.00% 0.00% 0.00% 20.00% 20.00% 0.00% 

8 7 14.29% 14.29% 14.29% 28.57% 0.00% 0.00% 28.57% 0.00% 

9 10 30.00% 10.00% 10.00% 10.00% 10.00% 0.00% 30.00% 0.00% 

10 13 7.69% 30.77% 7.69% 15.38% 7.69% 0.00% 30.77% 0.00% 

11 17 23.53% 17.65% 5.88% 17.65% 5.88% 5.88% 17.65% 5.88% 

12 23 13.04% 26.09% 4.35% 21.74% 4.35% 4.35% 26.09% 0.00% 

13 31 19.35% 19.35% 6.45% 16.13% 9.68% 3.23% 25.81% 0.00% 

14 39 15.38% 23.08% 7.69% 15.38% 7.69% 5.13% 23.08% 2.56% 

15 51 13.73% 19.61% 7.84% 17.65% 5.88% 5.88% 29.41% 0.00% 

16 67 11.94% 23.88% 5.97% 22.39% 2.99% 4.48% 23.88% 4.48% 

17 88 15.91% 18.18% 7.95% 19.32% 10.23% 2.27% 22.73% 3.41% 

18 113 14.16% 21.24% 7.08% 20.35% 5.31% 6.19% 23.01% 2.65% 

19 151 15.23% 17.88% 7.95% 23.84% 5.96% 3.31% 22.52% 3.31% 

20 204 13.73% 20.10% 7.35% 24.02% 5.88% 2.94% 24.51% 1.47% 

21 264 13.64% 20.08% 8.71% 20.45% 7.95% 3.41% 23.48% 2.27% 

22 339 12.98% 21.83% 7.08% 20.94% 7.08% 4.42% 21.83% 3.83% 

23 452 14.16% 19.91% 6.42% 22.12% 7.74% 3.76% 23.89% 1.99% 

24 591 14.04% 20.30% 7.45% 22.17% 6.26% 4.57% 22.84% 2.37% 

25 770 13.12% 20.65% 7.66% 21.30% 8.05% 3.38% 23.12% 2.73% 

26 1006 13.32% 20.78% 6.96% 21.37% 7.16% 4.47% 23.66% 2.29% 

27 1303 13.74% 20.11% 7.60% 21.57% 7.29% 4.22% 22.10% 3.38% 

28 1705 13.14% 20.82% 6.92% 21.88% 7.39% 4.05% 23.11% 2.70% 

29 2231 13.90% 20.26% 7.08% 21.74% 7.49% 4.12% 22.73% 2.69% 

30 2904 13.46% 20.32% 7.47% 21.97% 7.16% 4.24% 22.62% 2.75% 
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【附件四】：首端重複統計數據 

（配合 p.6） 

列 總個數 比例 

1 0  

2 0  

3 0  

4 0  

5 2 1 

6 2 1 

7 2 2 

8 4 1 

9 4 1.5 

10 6 1.666667 

11 10 1 

12 10 1 

13 10 1.6 

14 16 1.25 

15 20 1.1 

16 22 1.454545 

17 32 1.25 

18 40 1.2 

19 48 1.416667 

20 68 1.323529 

21 90 1.222222 

22 110 1.4 

23 154 1.350649 

24 208 1.230769 

25 256 1.351563 

26 346 1.381503 

27 478 1.213389 

28 580 1.331034 

29 772 1.326425 

30 1024 1.279297 

31 1310 1.314504 

32 1722 1.315912 

33 2266 1.291262 
 

【附件五】：尾端重複統計數據 

（配合 p.7） 

列 總個數 比例 

1 0  

2 2 1 

3 2 1 

4 2 2 

5 4 1 

6 4 1 

7 4 1 

8 4 1.5 

9 6 1.333333 

10 8 1.25 

11 10 1.2 

12 12 1.333333 

13 16 1.125 

14 18 1 

15 18 1.333333 

16 24 1.333333 

17 32 1.1875 

18 38 1.210526 

19 46 1.391304 

20 64 1.3125 
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