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化「錐」為「球」？ 
一、摘要 
正多面體有五種，而阿基米德多面體有 21 種之多，其中有些阿基米德多面體可以

由正多面體切除「角」而產生；亦即把正多面體的每稜邊取中點後連線，然後去除各頂

點的角。 
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以正四面體開始，截角可以得到正八面體，再截角可得 3,3,4,4 多面體。如果繼續

截角，當步驟趨近於無限大時，會得到何種立體圖形？是球嗎？ 
本研究先觀察此系列多面體的特性，以計算體積法、導出頂點之坐標來求得其極限

值，但因體積變化無規律、頂點坐標有多餘解而無法直接求得結果。進而將此系列多面

體投影於xy平面上，發現其具有 4×2k邊形的投影形狀，並且上下左右對稱。故將此投影

形狀坐標化後，可求出各點之坐標，代入二次曲線一般式中，得拋物線，即極限之形狀

並不是球。 
 
二、研究動機： 
日前看到一本介紹多面體的書，其中敘述正多面體有五種，另外有多種阿基米德多

面體。而某些阿基米德多面體可以由正多面體的「角」截去而產生，例如 3,3,4,4-多面
體是截盡角的正八面體等等。於是我想到一個問題，若把這樣的多面體繼續作截角的步

驟，最後會趨近於何種形狀呢？是球嗎？能否證明其是否為球或其他形狀？假如以一個

最簡單的多面體正四面體出發，是否可以得到一種球體的趨近方式呢？ 
 
三、研究目的： 
將一正四面體(圖 1)的每稜邊取中點，並將相鄰邊的中點連線。以這些連線將此四

面體的四個頂點各切下一個小四面體，如此可以得到正八面體(圖 2)。將此正八面體重
複此動作，又可得到一種阿基米德多面體(圖 3)。依照如此規則作下去，最後會得到什

麼圖形？ 
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Figure 1  正四面體 Figure 2  正八面體 Figure 3 
 
四、研究器材： 
個人電腦(軟體：Microsoft Word、Microsoft Excel、Microsoft MathType、GSP 4.0、
Mathematica ) 
A4白紙、A4方格紙、鉛筆、直尺、工程計算機 
 
五、研究過程： 
(一)觀察此系列多面體的頂點、面、稜邊數，並設法求出其一般式 
觀察與推導： 
1. 每一步驟皆將原多面體的一頂點「切掉」而變成面，而原多面體的面仍留下。 

故此系列第n步驟的多面體(以下用Pn代替，並令正四面體的n=0)之面數等於Pn-1的

頂點數加上Pn-1原有的面數。 
2. 每一步驟皆取稜邊中點向四周連線使原稜邊變成頂點，而原多面體的稜邊蕩然無存。 

故Pn的頂點數等於Pn-1的稜邊數。 
3. 依 (頂點數)＋(面數)－2=(稜邊數) 定理，可求出新多面體的稜邊數。 
4. 故此系列之多面體遵循下列遞迴公式： 

[以v(n)代表Pn的頂點數、f(n)代表Pn的面數、e(n)代表Pn的稜邊數] 
※ v(0)=4、f(0)=4、e(0)=6 －由正四面體定義 
※ v(n+1)=e(n) －由 2. 
※ f(n+1)=v(n)+f(n) －由 1. 
※ e(n)=v(n)+f(n)-2 －由 3. 

可導出 v(n)、f(n)、e(n)的一般式，整理如表 1所示： 
Table 1  一系列多面體的頂點數、面數與稜邊數 

步驟數 名稱 頂點數 v(n) 面數 f(n) 稜邊數 e(n) 
0 正四面體 4 4 6
1 正八面體 6 8 12 

2 
截盡角正八面體

(3-3-4-4多面體)
12 14 24 
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3 (二十六面體) 24 26 48 
4 (五十面體) 48 50 96 
5 (九十八面體) 96 98 192 

n(n＞0)  3 2n×  3 2 2n× +  13 2n+×  

討論： 
1. 由以上觀察可得知此系列多面體之頂點數、稜邊數隨步驟數而呈等比數列增加。 

2. 由此結果，此系列多面體可快速趨近於一極限，但因 ( ) (lim ( ), ( ), ( ) , ,
n

a n b n c n
→∞

→ ∞ ∞ ∞)

故無法直接求出極限之形狀。 
 
(二)計算出前數種多面體的體積，並設法求出其一般式 
觀察與推導： 
1. 令正四面體的邊長=1單位。 

則因正四面體乃一錐體，體積= 1
3

×底面積×高 

= 1
3

× 1 31
2 2

⎛ ⎞
× ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
×

2

2 2 31
3 2

⎛ ⎞
− ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1 2
12

 

2. 第一步驟恰截去四個邊長為 1
2
的正四面體(各為原正四面體的 1

8
) 

故體積減為一半，即
1 2
24

。 

3. 第二步驟至第四步驟止，每個頂點切除之多面體皆全等，可設該

正四面體的幾何中心為原點，為使邊長為 1，設四頂點坐標分別
為 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ),( , , ),( , , ),( , ,
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

− − − − − − )  

則新多面體的頂點可由中點公式求出，即可使用座標法及行列式求出體積： 

每頂點切除一四角錐(圖 4)，體積=行列式值的
1
6
。各步驟減少的四角錐體積及數

量如表 2。 

Figure 4 

4. 第五步驟開始，因每個頂點切除之四角錐不全等、體積不同而難以計算。 
Table 2  各步驟多面體之體積與減少體積 

比前一多面體減少 
步驟數 體積 

一個三/四角錐體積 三/四角錐數 共減少體積 減少% 

0 
1 2

12
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1 
1 2
24

 1 2
96

 4 
1 2
24

 50 

2 
5 2

192
 1 2

384
 6 

1 2
64

 37.5 

3 
17 2
768

 1 2
3072

 12 
1 2

256
 15 

4 
127 2
6144

 1 2
16384

 24 
3 2

2048
 6.6176 

討論： 
1. 體積的變化有迅速收斂的趨勢(圖表 1)，但無明顯的規律可循。故無法求出體積的極

限值，進而與球的體積相比較。 

Chart 1  各步驟多面體之體積
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2. 因此下一目標是試圖以代數法快速求出各頂點的坐標，再設法尋求一般式。 
 
(三)尋找代數法求頂點坐標的一般式 
觀察與推導： 
1. 每稜邊的中點可以由兩個頂點座標的平均值來表示。 
2. 欲求的是一個頂點與相鄰頂點的中點。但代數方法無法精確表示頂點的相鄰情形，

仍須以圖輔助 故試圖以下二法求之： 
甲、二點坐標平均，找「中點離多面體幾何中心距離最長」的組合。 
乙、二點坐標平均，找「兩點距離最近的組合」並求中點。 
※甲乙二法均依序取到頂點數≥理論頂點數為止。 

3. 上二法在步驟 0~4時殊途同歸。 
為方便計算，下表各步驟之坐標以逐步減半的單位表示。以正四面體的坐標 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ),( , , ),( , , ),( , ,
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

− − − − − − )可設為 

{(0.5,0.5,0.5) (0.5,-0.5,-0.5) (-0.5,0.5,-0.5) (-0.5,-0.5,0.5)}× 2
2
。而各步驟的坐標即將

前一步驟二坐標相加即可(見表 3)。 
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Table 3  以代數法求各多面體之頂點坐標 
步驟 組合 坐標 點數 倍數

0  (0.5,0.5,0.5) (0.5,-0.5,-0.5) (-0.5,0.5,-0.5) (-0.5,-0.5,0.5) 4 2
2

1 1 (1,0,0) (-1,0,0) (0,1,0) (0,-1,0) (0,0,1) (0,0,-1) 6 2
4

2 1 
(1,1,0) (-1,-1,0) (1,-1,0) (-1,1,0) 
(1,0,1) (-1,0,-1) (1,0,-1) (-1,0,1) 
(0,1,1) (0,-1,-1) (0,1,-1) (0,-1,1) 

12 2
8

3 1 
(2,1,1) (2,-1,-1) (2,1,-1) (2,-1,1) (1,2,1) (-1,2,-1) (1,2,-1) (-1,2,1) 

(1,1,2) (-1,-1,2) (1,-1,2) (-1,1,2) (-2,1,1) (-2,-1,-1) (-2,1,-1) (-2,-1,1) 
(1,-2,1) (-1,-2,1) (1,-2,-1) (-1,-2,1) (1,1,-2) (-1,-1,-2) (1,-1,-2) (-1,1,-2) 

24 2
16

(3,3,2) (3,3,-2) (3,-3,2) (3,-3,-2) (-3,3,2) (-3,3,-2) (-3,-3,2) (-3,-3,-2) 
(3,2,3) (3,2,-3) (3,-2,3) (3,-2,-3) (-3,2,3) (-3,2,-3) (-3,-2,3) (-3,-2,-3) 
(2,3,3) (2,3,-3) (2,-3,3) (2,-3,-3) (-2,3,3) (-2,3,-3) (-2,-3,3) (-2,-3,-3) 

24 

4 2 
(4,2,0) (4,-2,0) (-4,2,0) (-4,-2,0) (4,0,2) (4,0,-2) (-4,0,2) (-4,0,-2) 
(2,4,0) (2,-4,0) (-2,4,0) (-2,-4,0) (2,0,4) (2,0,-4) (-2,0,4) (-2,0,-4) 
(0,4,2) (0,4,-2) (0,-4,2) (0,-4,-2) (0,2,4) (0,2,-4) (0,-2,4) (0,-2,-4) 

24 

48 2
32

(6,5,5) (6,5,-5) (6,-5,5) (6,-5,-5) (-6,5,5) (-6,5,-5) (-6,-5,5) (-6,-5,-5) 
(5,6,5) (5,6,-5) (5,-6,5) (5,-6,-5) (-5,6,5) (-5,6,-5) (-5,-6,5) (-5,-6,-5) 
(5,5,6) (5,5,-6) (5,-5,6) (5,-5,-6) (-5,5,6) (-5,5,-6) (-5,-5,6) (-5,-5,-6) 

24 

(7,5,2) (7,5,-2) (7,-5,2) (7,-5,-2) (-7,5,2) (-7,5,-2) (-7,-5,2) (-7,-5,-2) 
(7,2,5) (7,2,-5) (7,-2,5) (7,-2,-5) (-7,2,5) (-7,2,-5) (-7,-2,5) (-7,-2,-5) 
(5,7,2) (5,7,-2) (5,-7,2) (5,-7,-2) (-5,7,2) (-5,7,-2) (-5,-7,2) (-5,-7,-2) 
(5,2,7) (5,2,-7) (5,-2,7) (5,-2,-7) (-5,2,7) (-5,2,-7) (-5,-2,7) (-5,-2,-7) 
(2,7,5) (2,7,-5) (2,-7,5) (2,-7,-5) (-2,7,5) (-2,7,-5) (-2,-7,5) (-2,-7,-5) 
(2,5,7) (2,5,-7) (2,-5,7) (2,-5,-7) (-2,5,7) (-2,5,-7) (-2,-5,7) (-2,-5,-7) 

48 
5 
甲法 

3 

(7,4,3) (7,4,-3) (7,-4,3) (7,-4,-3) (-7,4,3) (-7,4,-3) (-7,-4,3) (-7,-4,-3) 
(7,3,4) (7,3,-4) (7,-3,4) (7,-3,-4) (-7,3,4) (-7,3,-4) (-7,-3,4) (-7,-3,-4) 
(4,7,3) (4,7,-3) (4,-7,3) (4,-7,-3) (-4,7,3) (-4,7,-3) (-4,-7,3) (-4,-7,-3) 
(4,3,7) (4,3,-7) (4,-3,7) (4,-3,-7) (-4,3,7) (-4,3,-7) (-4,-3,7) (-4,-3,-7) 
(3,7,4) (3,7,-4) (3,-7,4) (3,-7,-4) (-3,7,4) (-3,7,-4) (-3,-7,4) (-3,-7,-4) 
(3,4,7) (3,4,-7) (3,-4,7) (3,-4,-7) (-3,4,7) (-3,4,-7) (-3,-4,7) (-3,-4,-7) 

48 

120 2
64

5 
乙法 

4 
(6,5,5) (6,5,-5) (6,-5,5) (6,-5,-5) (-6,5,5) (-6,5,-5) (-6,-5,5) (-6,-5,-5) 
(5,6,5) (5,6,-5) (5,-6,5) (5,-6,-5) (-5,6,5) (-5,6,-5) (-5,-6,5) (-5,-6,-5) 
(5,5,6) (5,5,-6) (5,-5,6) (5,-5,-6) (-5,5,6) (-5,5,-6) (-5,-5,6) (-5,-5,-6) 

24 108 2
64
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(8,2,2) (8,2,-2) (8,-2,2) (8,-2,-2) (-8,2,2) (-8,2,-2) (-8,-2,2) (-8,-2,-2) 
(2,8,2) (2,8,-2) (2,-8,2) (2,-8,-2) (-2,8,2) (-2,8,-2) (-2,-8,2) (-2,-8,-2) 
(2,2,8) (2,2,-8) (2,-2,8) (2,-2,-8) (-2,2,8) (-2,2,-8) (-2,-2,8) (-2,-2,-8) 

24 

(6,6,0) (-6,-6,0) (6,-6,0) (-6,6,0) 
(6,0,6) (-6,0,-6) (6,0,-6) (-6,0,6) 
(0,6,6) (0,-6,-6) (0,6,-6) (0,-6,6) 

12 

    

(7,5,2) (7,5,-2) (7,-5,2) (7,-5,-2) (-7,5,2) (-7,5,-2) (-7,-5,2) (-7,-5,-2) 
(7,2,5) (7,2,-5) (7,-2,5) (7,-2,-5) (-7,2,5) (-7,2,-5) (-7,-2,5) (-7,-2,-5) 
(5,7,2) (5,7,-2) (5,-7,2) (5,-7,-2) (-5,7,2) (-5,7,-2) (-5,-7,2) (-5,-7,-2) 
(5,2,7) (5,2,-7) (5,-2,7) (5,-2,-7) (-5,2,7) (-5,2,-7) (-5,-2,7) (-5,-2,-7) 
(2,7,5) (2,7,-5) (2,-7,5) (2,-7,-5) (-2,7,5) (-2,7,-5) (-2,-7,5) (-2,-7,-5) 
(2,5,7) (2,5,-7) (2,-5,7) (2,-5,-7) (-2,5,7) (-2,5,-7) (-2,-5,7) (-2,-5,-7) 

48 

註：n=5時只取到總組合數 理論頂點數為止，未全部列出 ≥

 
討論： 
1. 前四步驟所找出的頂點座標皆是正確的，即符合實際多面體。 
2. 當至步驟五時，有(6,5,5) (8,2,2) (6,6,0) (7,5,2) (7,3,4) (6,5,3)等組合為符合以上兩種方

法的座標。 
3. 然而，依甲方法找出的組合為(6,5,5) (7,5,2) (7,3,4)無法剛好湊齊 96個頂點。若依乙

方法找出的組合為(6,5,5) (8,2,2) (6,6,0) (7,5,2)也無法剛好湊齊 96個頂點。以圖形來

看，則只有(6,5,5) (8,2,2) (7,5,2)三種。以甲乙二法取交集，亦與實際情形不合。 
4. 因此，新的多面體並非各稜邊中點所能圍出的最大體積，亦非以距離最近頂點的中

點為新的頂點。 
5. 由此可得知，使用代數方法可找出座標，但要去除多餘的解，仍要使用圖形輔助。 
 
(四)觀察此系列多面體各面的特性 
觀察與推導： 
1. 因為起始圖形為正四面體(每頂點有三條稜邊)，故經過一步驟後增加 4 個三角形成
為正八面體(每頂點有四條稜邊)，故以後的步驟皆只增加四邊形。 

2. 從第二步驟後並不會增加三角形數量，故從 n=1起每一步驟一定有 8個三角形。 
3. 因正三角形各邊中點連線形成之三角形恆為正三角形，故上述之 8 個三角形亦維持
正三角形，分別位於正八面體八個三角形的方向(圖 5)。 
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Figure 5-1  P2的三角形 Figure 5-2  P3的三角形 Figure 5-3  P4的三角形 
4. 正八面體經第二步驟後，各頂點形成正方形，故有 6 個正方形。同上所述，從 n=2
起各多面體(從第二步驟起)一定有 6 個正方形，分別位於正八面體六個頂點的位置

(圖 6)。 
Z
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Figure 6-1  P2的正方形 Figure 6-2  P3的正方形 Figure 6-3  P4的正方形 
5. 以正多面體中的正四面、六面及八面體為P0，皆可得到 3-3-4-4阿基米得多面體。 
6. 每步驟的多面體從x,y,z三方向投影皆相同，最外圍為四邊形(第 1,2步驟)、八邊形(第

3,4步驟)、16邊形(第 5,6步驟)…2n+1邊形(第 2n-1,2n步驟)。(圖 7) 
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Figure 7-1  P1的z投影 Figure 7-2  P2的z投影
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Figure 7-3  P3的z投影 Figure 7-4  P4的z投影
7. 承上，每奇數(n≥ 3)步驟所得的側面(xy,yz,xz 平面方向)皆為矩形以邊相連組成的環

狀，而交會於正方形。每偶數步驟所得的側面皆為菱形以頂點相連組成的環狀，亦

交會於正方形(圖 8)。此項發現可解釋上項投影為多邊形之現象。 
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Figure 8-1  P3的xy方向 Figure 8-2  P4的xy方向 

8. 此外，第 7 步驟的側面可視為三排四邊形以邊相連組成的環狀而只有中央一排全為

矩形。第 8 步驟的側面可視為三排四邊形以頂點相連組成的環狀，中間穿插兩排四

邊形，而只有中央一排全為菱形。 
討論： 
1. 每步驟的多面體從x,y,z三方向投影皆相同，且具有規律性(P2n-1、P2n為 2n+1邊形，n
＞1)。故可嘗試求出投影形狀的極限形狀，以間接討論多面體的極限形狀。 

2. 以下過程皆就多面體的一軸方向投影討論之(三維 二維)。 
 
(五)藉由多面體在 x,y,z其一軸方向的投影，討論其收斂性 
觀察與推導： 
1. 為求研究方便，可以正六面體為起始多面體(設為P0’，則Pn’≡Pn+1)，如此投影可由正

方形開始。每經兩個步驟，便等同於將此正方形或矩形每邊分成
1
4
、

3
4
的分點，再

將相鄰邊的分點相連(圖 9)： 

1

1
2

1
4

1
4

投影方向
      V

取各邊中點

 →
取各邊中點

 →矩形

Figure 9  證明 1/4、3/4分點 

2. 由以上結果，可由正方形開始(設為Π0)，以
1
4

3
4

、 分點，在平面上畫出此投影形狀

可得Π1、Π2…Πn(圖 10)。由圖可見，此投影有 4條對稱軸互成 45 度，以虛線表示： 
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Figure 10-1  P0’、P1’的投影(Π0) Figure 10-2  P2’、P3’的投影(Π1) 

Figure 10-3  P4’、P5’的投影(Π2) Figure 10-3  P6’、P7’的投影(Π3) 
3. 此投影圖形對稱，故只觀察右下角(第四象限)，可求出其每一邊的斜率(如表 4)： 

Table 4  投影圖形之各邊斜率 
步驟數 每一線段斜率(新增者以方框表示) 

0 0,[∞ ] 
1 0,1,[∞ ] 

2 0, 1
3

,1,3,[∞ ] 

3 0, 1
7

, 1
3

3
5

, ,1, 5
3

,3,7,[∞ ] 

4 0, 1
15

, 1
7

, 3
13

, 1
3

, 5
11

3
5

7
9

9
7

, 5
3

, 11
5

,3, 13
3

,7,15,[∞ ] , , ,1,

4. 發現各新增的邊之斜率有以下規律，推導方式見 7~10： 
1 1/3，3/1 1/7，3/5，5/3，7/1 1/15，3/13，5/11，7/9，9/7，11/5，13/3，15/1 … 

1/(2n-1)，3/(2n-3)，……(2n-1)/1 
5. 若將所有邊之斜率「通分」至(分子)＋(分母)＝定值，可寫成以下形式(表 5)： 

Table 5  投影圖形之各邊斜率(通分) 
步驟數 每一線段斜率 分子+分母

0 
0 1,
1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 1 
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1 
0 1 2, ,
2 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 2 

2 
0 1 2 3 4, , , ,
4 3 2 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 4 

3 
0 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , ,
8 7 6 5 4 3 2 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 8 

4 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16, , , , , , , , , , , , , , , ,

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 16 

n 
1

1
0 1 2 3 2 2 3 2 2 2 1 2, , , ,..., ,..., , , ,
2 2 1 2 2 2 3 2 3 2 1 0

n n n n

n n n n n

−

−

n⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥− − − ⎣ ⎦

 2n

6. 因投影圖形有四條對稱軸，故可只討論圖形的八分之一，即右下角之 0≦斜率≦1
的部分。 

7. 步驟 1時，因兩邊皆取四分之一分點，故新邊的斜率＝1。 

8. 步驟 2新增邊的斜率(圖 11)：因原水平邊長=
2
1
，四等分後為

8
1 (藍色部分)，而斜率

＝1的一段在 x、y軸投影長皆為
4
1
，四等分後為

16
1 (紅色部分)。因此新增的邊(黑色)

之 x距離=
8
1 +

16
1 =

16
3
、y距離=

16
1
，斜率=

16
1
÷

16
3 = 1

3
 

slope=
1
3 1

16
1
16

1
8

slope=
3
5 1

32

1
64

1
64

1
32

3
64

slope=
1
7

3
64

1
16

Figure 11  Π2新增邊的斜率 Figure 12  Π3新增邊的斜率 

9. 步驟 3新增邊的斜率(圖 12)：因原水平邊長=
4
1

16
1

，四等分後為 (藍色部分)，而斜率

= 1
3
的一段之 x軸投影長為

16
3
，四等分後為

64
3
；y軸投影長為

16
1
，四等分後為

64
1 (紅

色部分)。故新增的第一條邊(黑色)之 x距離=
16
1 +

64
3 =

64
7
；y距離=

64
1
，斜率=

64
1
÷
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64
7 =

7
1
。新增第二段斜率計算方式類似，可得斜率=

5
3
。 

10. 由以上觀察，每一步驟新增邊的斜率可由以下方法求出： 

甲、Πn新增第一條邊(最左者)之x距離(用Xn,1代表)=
4
1
×(Πn-1水平邊長+Πn-1第二條

邊的x投影長)，即
4
1
×( 12

1
−n +Xn-1,2)，而Xn-1,2為Πn-1第二條邊的x投影長，等於

4
1

×( 22
1
−n +Xn-2,2)，依此類推，故可推得：Xn,1= n

n

4
12 −
。 

乙、Πn新增第一條邊(最左者)之y距離(用Yn,1代表)=
4
1
×(Πn-1第二條邊的y投影

長)，即為Yn-1,1之四分之一。故可推得：Yn,1= n4
1
。 

丙、綜合甲、乙二結果，可推得Πn新增第一條邊的斜率(用Sn,1表示)=Yn,1÷Xn,1＝

12
1
−n 。 

丁、同理可推得Xn,m= n

n m
4

2 −
、Yn,m= n

m
4
，斜率Sn,m＝ m

m
n −2

。 

11. 可由各邊的x,y軸投影長度Xn,m、Yn,m，求出各邊的長度(表 6)： 

Ln,m= 2
,

2
, mnmn YX + = n

n mm
4

)2( 22 +−
  (只討論右下角之 1/8，故 0≦m≦2n-1+1) 

Table 6  各步驟投影之各邊長度 
步驟數 各邊長度 

0 1 

1 
4

11,
4
2 222 +  

2 
2

22

2

22

2

2

4
22,

4
13,

4
4 ++  

3 
3

22

3

22

3

22

3

22

3

2

4
44,

4
35,

4
26,

4
17,

4
8 ++++  

4 ,
4

610,
4

511,
4

412,
4

313,
4

214,
4

115,
4
16

4

22

4

22

4

22

4

22

4

22

4

22

4

2 ++++++
4

22

4

22

4
88,

4
79 ++

n 
n

nn

n

n

n

n

n

n

4
)2()2(

,...,
4

2)22(
,

4
1)12(

,
4

)2( 212122222 −− ++−+−
 

12. 以上的各邊長度可寫成另一種形式： 
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2

2 2

2 4 3

2 2 2 2 2 2

3 6 5 6 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 8 7 8 6 8 7 8

1

1 2,
2 2
1 3 1 2, ,
2 2 2
1 7 1 3 1 5 3 2, , , ,
2 2 2 2 2
1 15 1 7 1 13 3 3 1 11 5 5 3 9 7 2, , , , , , , ,
2 2 2 2 2 2 2 2 2

+

+ + +

+ + + + + + +
5

 

可見每個數列皆為前一個數列除以 2 後，兩兩隔開中間再加一新數所構成，與幾何

方法的作法（取
1
4
、

3
4
分點連線）相符合。 

討論： 
1. 由以上的計算，可看出投影邊長之級數和快速收斂，以 Excel計算結果如(表 7)、(圖
表 2)。故此圖形之邊長應趨近於一特定數值而非零。 

2. 以幾何觀點來看，無論切多少次，原正方形都仍留有一段，故最後多面體的 x,y,z三
方向直徑仍為 1。 

Table 7  各步驟投影的右下角八分之一的邊長 
步驟數 邊長和 步驟數 邊長和 

1 0.85 355 339 7 0.41 247 978 
2 0.62 441 905 8 0.40 914 177 
3 0.51 380 358 9 0.40 747 372 
4 0.45 947 898 10 0.40 663 994 
5 0.43 256 124 11 0.40 622 310 
6 0.41 916 343 12 0.40 601 470 

Figure 2  各步驟投影多邊形之邊長

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

步驟數

邊
長
總
和

 

3. 若此圖形趨近於圓，上述邊長的和應趨近於 0.39269908
8
=

π
，然而觀察此極限應介

於 0.405~0.406之間，以目測法亦與圓有所不同(圖 13)。 
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4. 若該圖形為圓錐曲線，則不論取任五點，均應求

得相同的b,c,d,e,f滿足x2+by2+cxy+dx+ey+f=0。 
5. 接下來的研究目標就在於設法證明其為圓錐曲

線，並辨認其類型。 
 
(六)討論投影形狀是否符合圓錐曲線 
觀察與推導： 
1. 前項研究已導出各邊的x,y投影距離，即 

  Xn,m= n

n m
4

2 −
、Yn,m= n

m
4

 

故可以級數和來代表各點的坐標： 
令右下角水平邊右邊的一點為pn,1，向右依序為pn,2、pn,3…pn,k。 

令水平邊之中點為原點(0,0)，則 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

⋅ ∑ ∑
−

=

−

=

1

1

1

1
, 4

,
4

2
42

2 k

m

k

m
nn

n

n

n

kn
mmp ， 

即 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
−

⋅
−−⋅−

nn

n

kn
kkkkkp

42
)1(,

42
)1(2)12(

,  

 
Figure 13  Π3(藍)與圓(橘)之比較

2. 因至少五點才能決定圓錐曲線，故應從步驟三(Π3)開始。可求出p3,1~p3,5如(表 8)： 
Table 8  p3,1~p3,5之坐標位置 

p3,1 p3,2 p3,3 p3,4 p3,5

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

64
4  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
1,

64
11  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
3,

64
17  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
6,

64
22  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
10,

64
26  

將此五點分別代入x2+by2+cxy+dx+ey+f=0公式中，可得五式： 

0
64
10

64
26

4096
260

4096
100

4096
676

0
64
6

64
22

4096
132

4096
36

4096
484

0
64
3

64
17

4096
51

4096
9

4096
289

0
64
1

64
11

4096
11

4096
1

4096
121

00
64
400

4096
16

=+++++

=+++++

=+++++

=+++++

=+++++

fedcb

fedcb

fedcb

fedcb

fedcb

 

以Mathematica解之，得b=1、c=2、d=0、e=－2、f=
256

1−
。即x2+y2+2xy-2y-

256
1 =0 

若取第六點p3,6 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

64
15,

64
29

列式，以p3,2、p3,3、p3,4、p3,5、p3,6解聯立，可得相同的解。 

3. 以步驟四(Π4)的前五個點p4,1~p4,6其坐標分別如(表 9)： 
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Table 9  p4,1~p4,6之坐標位置 
p4,1 p4,2 p4,3 p4,4 p4,5 p4,6

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

256
8  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
1,

256
23  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
3,

256
37

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
6,

256
50

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
10,

256
62  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

256
15,

256
73

取第一～五點及第二～六點分別解聯立，可得相同的解：b=1、c=2、d=0、e=－2、f=
1024

1−  

亦即x2+y2+2xy-2y-
1024

1 =0。 

討論： 
由上述結果，可發現此曲線可能是一種拋物線，並滿足下列公式： 

Πn的右下角的曲線符合方程式：x2+y2+2xy-2y- 222
1
+n =0 

 
(七)證明投影曲線的四分之一段趨近於拋物線 
觀察與推導： 

1. 上一項研究已導出各點坐標的一般式： ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
−

⋅
−−⋅−

nn

n

kn
kkkkkp

42
)1(,

42
)1(2)12(

,  

現以任五點 代入x
54321 ,,,,, ,,,, knknknknkn ppppp 2+by2+cxy+dx+ey+f=0公式中可得五式： 

，其中x

2
55555

2
5

2
44444

2
4

2
33333

2
3

2
22222

2
2

2
11111

2
1

xfeydxcyxby

xfeydxcyxby

xfeydxcyxby

xfeydxcyxby

xfeydxcyxby

−=++++

−=++++

−=++++

−=++++

−=++++

i,yi代表pn,ki的坐標： 

24

22222
2

12

12

24

22

24

222
2

2
)1()12)(1(22)12(2

42
)1()12(2

2
)1(

42
)1(

2
)1()12(2

42
)1()12(2

2
)1()12)(1(2

42
)1(

42
)1()12(2

2
)1(

42
)1(

+

+

+

+

+

−−−−⋅⋅+−⋅−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

−−−⋅
−=−

−
=

⋅
−

=

−−−⋅
=

⋅
−−−⋅

=

−−−−
=

⋅
−

⋅
⋅

−−−⋅
=

−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⋅
−

=

n
iiiii

n
i

n

n
iii

n

i

n
ii

n
ii

i

n
iii

n

n
iii

n

i

n
iiiii

n

n
ii

n
iii

n

ii

n
ii

n
ii

i

kkkkkkkkkx

kkkky

kkkkkkx

kkkkkkkkkkyx

kkkky

 

解得b=1、c=2、d=0、e=－2、f=-1/22n+2。 
討論： 
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1. 解出b、c、d、e皆與n無關，而f隨n增加而變小，且n→∞時因 22n+2→∞，故f→0。 
2. 當n→∞時，b=1、c=2、d=0、e=－2、f=0。亦即x2+y2+2xy-2y=0。 
3. 該方程式 xy項係數不為零，故不是圓(圖 14)。 

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8

AB: x2+(y-0.50)2 = 0.502

f x( ) = -x+1( )- -2⋅x+1

 
Figure 14 圓與x2+y2+2xy-2y=0方程式之圖形比較 

4. 將此方程式寫為標準式Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Fy+G=0，則A=1、B=1．C=1．D=0．
F=-1．G=0，代入判別式中(如下)可得其為拋物線(見附件三)︰ 

1 0
a b d

a b
b c f J

b c
d f g

∆ = = − = =，

 
5. 以坐標變換方式，因該圖形之對稱軸與y軸夾 45 度角，可設x’=x+y，y’=-x+y。 

即
2

''
2

'' yxyyxx +
=

−
= ， ，代入x2+y2+2xy-2y=0中， 

0
2

''2
2

''
2

''2
2

''
2

'' 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − yxyxyxyxyx  

整理得： ，確認其為拋物線(圖 15)。 xxy −= 2''
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8

y' x'

f x( ) = 
-2⋅x+2( )- -8⋅x+4

2

0.6j'

0.4j'

0.2j'

0.6i'

0.4i'

0.2i'

O

Figure 15 坐標軸轉換示意圖 
6. 此方程式只討論投影的右下角，但四個方向之形狀相同，故此投影形狀為四段相同

的拋物線所組成。 
7. 承上，此系列立體之極限之 x,y,z方向投影皆不是圓，故此系列立體的極限並非球。 
 
六、結論： 
1. 以正四面體之每稜邊取中點，並將相鄰邊的中點連線。以這些連線將此立體的頂點

各切下一個小四面體，可得到正八面體；將此正八面體重複此動作，趨近於無限多

次時，極限形狀並不是球，而會形成一 x、y、z 三軸方向投影皆為四條拋物線所組
成的圖形。 

2. 以正六面體、正八面體進行相同動作，也會得到上述結果。 
 
七、參考資料： 
http://mathworld.wolfram.com/QuadraticCurve.html (mathworld--二次曲線) 
 
八、附錄： 

證明Πn的右下角的曲線符合方程式：x2+y2+2xy-2y- 222
1
+n =0的計算過程 

以克拉碼公式解Δ，得： 

12
iiiii yxyxy=∆ ，i=1~5 
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