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一個也沒漏掉 
中文摘要： 
   本文中我們探討一個有趣的數列。這個數列有一個非常特殊的性質：將數列相鄰兩項的前

項當分子，後項當分母，所產生的分數數列，恰好會出現所有的正有理數。 這個特殊的性質

表示，可以將正有理數按照這個方式作排序，這個排序將完全不同於常見的正有理數排序的

方法。 

(1). 在正有理數的排序的結構中，我們做出許多有關於此數列的定理。 
(2). 用數學歸納法證明此分數數列涵蓋所有正有理數，且每一正有理數只出現過一次。 
(3). 將數列分割後，利用試算表製成數列規則表，並整理出快速的方法將數列表達出來。 
(4). 將 na 數列排成“樹”的模式，可更快速的把正有理數寫下來。 

(5). 最後，設計出搜尋正有理數的演算法，解決在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

分數數列中第n個正有理數會是 

多少；以及正有理數
q
p
會出現在數列中第幾項的問題。 

一、前言及研究動機： 

    我們在寒假中接觸一個有趣的數學問題。在這個問題中，讓我們產生了很大的興趣，題

目說明數列的兩個規則：  

 

    { } 0n na
≥
， 0 1a = ，n Z∈ ， 0n ≥        (1) 

 

     2 1 2 2 1,n nn n na a a a a+ + += = +      (2) 
 

其中此{ }na 數列{ } { }0 1.1.2.1.3.2.n na
≥
= L L。 

    在研究此數列時，經過許多次觀察與猜測，發現在這看似毫無規則的數字中若將數列適

當的分割開來，每一間隔都有固定的形式，間隔與間隔之間能找到些許的規則，這是新的發

現，有對稱、遞迴等與一般正有理數排序數列完全不同的方法。並藉由此數列，將數列變換

成 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的形式時，可將每一個正有理數都涵蓋在裡面，這讓我們感到非常有趣，因此我

們仔細研究此數列中的規則並得到定理，證明有關所有正有理數涵蓋其中的結果，並更深入

一步推廣出相關的結論。 

 

二、研究目的： 

1 為了知道是否所有正有理數都存在這數列中，我們不斷觀察有什麼規則，最後發現並近

一步證明出{ }na 數列中含有偶數項等於前後兩奇數項和的規則。 
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2 經由觀察並由數學歸納法證明得知 2 1 1na − = ，將 na 數列以1為界採段落式分隔法，使數

列分隔開來，並將 na 數列每移一項寫成分子及分母形式的 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

分數數列，再觀察其

中是否有規則，發現以下幾點規則： 

(1) 第n間隔中包含了 12n− 個正有理數n N∈ 。 

(2) 每一間隔的首末兩項為倒數。 

(3) 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中，證明是否能涵蓋所有的正有理數及每一正有理數有無重複性。 

 

3 藉由試算表並利用已知的數列規則找出更簡易且快速的方法將所有正有理數呈現出來。 

4 設計一套演算解決第 n個正有理數會是多少，以及正有理數 p
q
會是第幾項的          

問題。 

 

三、研究方法與過程： 

 

（一）數列的定義與分析推廣 

定義一：{ } 0n na
≥
， 0 1a = ，n Z∈ ， 0n ≥ ， 2 1 nna a+ = ， 2 2 1nn na a a+ += + 。 

當n為奇數項時，會等於第2 1n+ 項的值，亦等於 ( )2 1
2

n−
項的值， 9 19 4: 3ex a a a= = = 。 

當n為偶數項時，會等於第
2
n
加上第 1

2
n 

 
 

− 項的和。 8 4 3: 3 1 4ex a a a= + = + =  

若繼續以這樣的模式尋找，可得到一系列的值： 

 

n 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
na  1 2 3 3 4 5 5 4 5 7 8 7 7 8 7 5 6 9 11 10 11
 

n 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41
na  1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 4 7 3 8 
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發現 “1”有某種規律的出現，3 1a a= ， 5 2a a= ， 7 3a a= 由此大膽假設 2 1 1na − = 。 

經由証明得到引理一： 2 1 1na − =  

 

証明：當 1n = 時， 1 1a = ；當 2n = 時， 3 1a = ；若假設n k= 時， 2 1 1ka
−
= 成立。 

則當 1n k= + 時， 1 12 1 2 12 1 1
2

1k kka a a 
 
 

+ +− −− +
= = = 。 2 1 1

2
n nn na a a a+ −

 
  
 

= ⇔ =Q  

既然 2 1 1na − = 是一個很明顯的規則，我們將每兩連續出現的1分隔開來各形成一段數列來討

論。這樣討論方式將用在把 na 數列每隔一項寫成分子及分母形式的 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

分數數列中。 

 

（二）從 na 數列中經由觀察數字的變化、猜想與分析 

 

在觀察數列中，我們發現凡是偶數項的值等於前後兩奇數項相加的值。 

以下列出部分 na 數列，說明我們的發現過程： 
 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213141516 17 18 1920
na  1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 4 7 3 8 
 

注意加粗的偶數項（ 2 1 3: 1 1 2ex a a a= + = + = ； 54 3 1 2 3a a a= + = + = ；

5 76 2 1 3a a a= + = + = ）在觀察中發現偶數項為前後兩奇數項的和，於是我們猜測有此規則。 

               

定理一：在 na 數列中， 2 2 1 2 1n n na a a− += + ，n N∈ 。 

 

証明： 

（1） 1n= 時， 2 1 3a a a= + ， 

而 2a 可以分解得到 1 0a a+ ，而 3 1 1 0 1 3a a a a a a= → + = + 。 

故左式＝右式。 
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（2）設n k= 時，得到 2 2 1 2 1k k ka a a− += + 。 

（3） 1n k= + 時，得到 2 2 2 3 2 1k k ka a a+ + += + ， 

當 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1k k k k k ka a a a a a+ − + −= + ⇒ = − 代入 2 2 2 3 2 1k k ka a a+ + += + ， 

得到 2 2 2 3 2 2 1 2 2 2 1 2 3 2k k k k k k k ka a a a a a a a+ + − + − += + − ⇒ + = + 。 

而根據原本定義 2 1 nna a+ = ， 2 2 1nn na a a+ += + ， 

得到 2 2 1k k ka a a+ += + ， 2 1 1k ka a− −= ， 2 3 1k ka a+ += ， 2 1k k ka a a −= + 。 

把它們帶進去得到 1 1 1 1k k k k k ka a a a a a+ + + −+ + = + + 。 

左式＝右式，當 1n k= + 時，n N∈ 恆成立。 

綜合以上四點，由數學歸納法得知 2 2 1 2 1n nna a a− += + 。 

 

（三）將 na 數列每隔一項寫成分子及分母形式的 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  
分數數列 

 

(1) 我們將 na 數列以1為界採段落式分隔法，並將數列中的數 na 數列每隔一項寫成分 

子及分母形式的 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

分數數列，自然使這分數數列中亦為分隔的狀態。以下為部分數列： 

1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 4 7 3
1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 4 7 3 8
⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ L

 

在第一個分隔較為特殊，因為 0 1 1a a= = ，在 0a 與 1a 中並無其他數，所以並不將此二項做分

隔的動作。在觀察分隔與分隔間的差異性，發現第一分隔中只有1個有理數，第二個間隔中

有2個有理數，第三個間隔中有4個有理數，於是我們猜想是否在第n個間隔中包含 12n− 個

分數，經由証明得到此定理。 
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定理二：將 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列每兩連續出現 1na = 分隔開來各自形成一段數列，則在第n間隔

中包含了 12n− 個正有理數，n N∈ 。 

 

証明： 

首先 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中的分隔法是一分母為1時做分隔的動作，每一間隔末項的分母為1，也

等於 2 1na − ，即為：
1

1

0 3 5 6 71 2 4 2 1 2 2 2 1

5 71 2 3 4 6 8 2 1 22

n n n

n nn

a a aa a aa a a a a
a a a a a a a a a a a

−

−

− − −

−

L L L L L L 

若欲求每一間隔含有多少個分數，即求每一間隔首尾項分母的 na 之n項相減加1即為答案。 
 

第一間隔中首項的分母為 01 2a a= ，所包含的分數有 02 個， 

第二間隔中首項的分母為 2a ，末項分母為 3a ，所包含的分數有 13 2 1 2− + = 個， 

第三間隔中首項的分母為 4a ，末項分母為 7a ，所包含的分數有 27 4 1 2− + = 個， 

第 n間隔中首項的分母為 12na − ，末項分母為 2 1na − ，所包含的分數有

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 1 2 1 2 2 2 2 2 2n n n n n n n n− − − − − −− − + = − = + − = 個。 

 

(2) 在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中第n個間隔的末項就是
1
n
呢？ 

 

定理三--1：在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中，第 n間隔的首項，即數列中第 12n− 項的值為 
1
n
，n N∈ 。

 

證明： 

取 1 2 4 8 2, , , , na a a a aL L 。 

Q定義一 2 2 1nn na a a+ += + ， 
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2na 項時， 1 12 2 2 1n n na a a− − −
= + ； 12na + 項時， 1 2 2 12 n nna a a+ −= + ； 

由引理一 12 1 2 1 1n na a −− −
= = ，則 12 2 1n na a −= + ； 1 22 1nna a+ = +  

( )1 1 1 1 1 12 22 2 2 2 1 2 2 1 1n nn n n n n na a a a a a a a+ − − − − −− −
− = − = + − = =  

得知 1 22 1nna a+ − = 。故 1 2 4 8 2, , , , na a a a aL L 是一公差為1的等差數。 

則 ( ) ( )0 1 2 3 12 2 2 2 2, , , , , 1,2,3,4, ,na a a a a n− =L L L L。 

所以在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的數列中，第 12n− 項的分母為n。 

再者，這個新數列是以 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的模式排序而成，當分母為 na 時，分子為 1na − 。 

現在是求 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中的第 12n− 項，就是
1

1

2

2

1n

n

a
a
−

−

−
，其中分母 12na − 我們知道為n。 

分子為 1 2 12 1 1nna a− −−
= = (引理一2 1 1na − = ) 

故數列中的第 12n− 的值為
1

1

2

2

1 1n

n

a
a n
−

−

−
= 。 

 

定理三--2：在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中，第n間隔的末項，即數列中第2 1n − 項的值為
1
n
。n N∈  

 

 

証明： 

1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的數列中，在第n個間隔中末項為下一間隔首位數2n的前一項，為2 1n − 項。 

在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中第2 1n − 項為 2 2

2 1

n

n

a
a

−

−

。引理一 2 1 1na − = 。 

2 2na − 項也是
1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中第2 2n − 項 2 3

2 2

n

n

a
a

−

−

 
 
 
 
的分母， 
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我們發現第2 2n − 項的分母會等於 12n− 項的分母，也就是說 12 2 2n na a −− = ，是不是這樣呢？ 

以下利用數學歸納法證明之： 

2 2
na − ＝

1
2

na − ，由定義 ( )2 2 1nn na a a+ += + 可將 2 2
na − 及

1
2
na − 分解， 

假設 2 2
na − ＝

1
2

na − ，其中 1 12 2 2 1 2 2n n na a a− −− − −
= + ； 1 2 22 2 2 1n n na a a− − − −

= + 。 

引理一提到 1 22 1 2 1 2 1 1n n na a a− −− − −
= = = ，則證明 1 22 2 2n na a− −−

= 即可。 

（1） 1n = 時， 1 0a a=   左式＝右式。 

（2）假設 n k= 時， 1 2
2 22k ka a− −− = 成立。 

（3） 1n k= + 時， 12 2 2k ka a −−
= ，其中 1 1 22 2 2 1 2k k ka a a− − −− −

= + ； 1 2 22 2 2 1k k ka a a− − − −
= = ， 

2 1
2 1 2 1 1k ka a− −

− −= =Q 。在 kn = 時， 1 2
2 22k ka a− −− = 。 

∴左式＝右式，故 12 2 2k ka a −−
=  恆成立。 

由數學歸納法得知， 12 2 2n na a −− = ，由定理3-1證明中在
2

1

n

n

n

a
a

≥

−  
 
  

數列，第 12n− 項
1

1

2 1

2

n

n

a
a

−

−

−
 
 
 
 
的

值為 
1
n
。由此得知 12na n− = 。故在數列中第2 1n − 項為 2 2

2 1

n

n

a
a

−

−

＝
12

1
na −
＝

1
n
。與 12n− 項互為倒

數。 

 

（四）所有正有理數出現的過程 

 

 

(1). 將前5個間隔出現的分母分層來看：  

分母為1的分數： 
1
1
、

2
1
、

3
1
、

4
1
、

5
1
 

分母為2的分數： 
1
2
、

3
2
、

5
2
、

7
2
 

分母為3的分數： 
1
3
、

2
3
、

4
3
、

5
3
、

7
3
、

8
3
 

分母為4的分數： 
1
4
、

3
4
、

5
4
、

7
4
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分母為5的分數： 
3
5
、

2
5
、

1
5
、

8
5
、

7
5
、

4
5
 

分母為6的分數： 無 

分母為7的分數： 
4
7
、

5
7
、

2
7
、

3
7
 

分母為8的分數： 
3
8
、

5
8
 

這個分類法是依在前5個分隔中,分母相同者,依序排出分數，當分母為1、2、3、4時，則依

序出現的分數是由小到大由真分數到假分數且皆為最簡分數。而當分母為5時，所出現的真

分數是為分母為1、2、3、4中出現的
5
1
、

5
2
、

5
3
、

5
4
的倒數。同理，又當分母為7時， 

所有目前出現的真分數
4
7
、

5
7
、

2
7
、

3
7
，是分子為7（

7
4
、

7
5
、

7
2
、

7
3
）的倒數。 

但是，若在分母為n有真分數尚未出現，那就表示在n＜的分母中，還未出現過此真分數的
倒數。 

例如：上面分層表中就沒有分母為6的分數，則表示在分母為6＜中尚未出現分子為6的分

數。 

繼續推演得知，在同一分母中假分數的出現依樣為最簡分數。當取前5個間隔中的分數來看，

任一分母的分數皆以某種規則增加或減少，但所出現的數越多，分數的值是正向成長的。且

所出現的數不重複。 

若取前6個間隔中的分數來看（整理在下面），所出現的數一樣不與前面出現過的分數重複，

且同一分母出現的分數，其值愈來愈大。 

若取∞個間隔時，由以上的推演，是否所有的有理數皆會出現在數列中。 

 

定理五：對於所有的正有理數都包含在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中，一個也沒漏。 

 

證明： 

一開始，按照定義 0 1a = ， 2 1 nna a+ = ， 2 2 1nn na a a+ += + 寫出這項規則數列，所對應出來的值

皆為正整數。於是我們假設任意取兩個互質的正整數 r、s。且 r、s在數列中存在著第n項，

滿足下列關係式： na r= ； 1na s+ = 。 

為了確實知道這關係是是否滿足，我們用數學歸納法求證： 

（1） 當 1r s= = 時， r、 s的最大公因數為1，在數列中實際存在 0 1 1a a= = 。成立。 

   在任取兩數時，此兩數是為互質的正整數，且在前面，我們舉用 1r s= = 為例子， 
   所以 1r s= = 就不再討論。所以接下來， 1r s≠ ≠ ，且為互質的正整數。 
   對於r、 s皆為正整數而言，我們分為 r s> ； r s< 討論： 
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（2） r s> 時，根據一開始的歸納法假設， 

我們寫成 na r s= − ， 1na s+ = 時， 2 2na r+ = 且 2 3na s+ = 。 

根據定義 0 1a = ， 2 1 nna a+ = ， 2 2 1nn na a a+ += + ， 

則 2 2 1nn na a a r+ += + = ， 2 3 1n na a s+ += = 。  

則 ( )2 2 2 3 1 1n nn n n na a a a a a r s+ + + += − = + − = − 。 

故上列關係是存在數列中，成立。 

 

（3） r s< 時，根據一開始的歸納法假設， 

我們寫成 na r= ， 1na s r+ = − 時， 2 1na r+ = 且 2 2na s+ = 。 

根據定義 0 1a = ， 2 1 nna a+ = ， 2 2 1nn na a a+ += + ， 

則 2 1 nna a r+ = = ， 2 2 1nn na a a s+ += + = 。 

則 ( )1 2 2 2 1 1n nn n n na a a a a a s r+ + + += − = + − = − 。 

故上列關係是存在數列中，成立。 

 

故由數學歸納法得知，任取兩互質的正整數，皆可存這數列中的n項及 1n+ 項，意即存在於
數列中得連續兩項。 

藉由這個結果，我們後來是將此數列在寫成 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的形式，並且在這新的數列中每一個分

數的分子及分母為互質的正整數。 

故對於所有的正有理數皆存在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的數列中。 

(2). 當我們證明所有正有理數皆包含於 1

1

n

n n

a
a
−

≥

 
 
 
數列時，同時我們存疑這些有理數是否有重 

複性出的可能？最後經由以下證明，所有的正有理數是無重複性的。 

 

定理六：對於所有的正有理數都在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

數列中只出現一次，也就是說每一正有理數無

重複性。 
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證明： 

根據定理五證明中的以下關係式加以推廣： 

r s< 時， 2 1na r+ = ， 2 2 nna s a r+ = ⇒ = ， 1na s r s+ = − ≠ 。 

r s> 時， 2 2na r+ = ， 2 3 nna s a r s r+ = ⇒ = − ≠ ， 1na s+ = 。 

我們在數列中任兩連續的數不可能找到另外與其一樣的連續兩數， 

同時寫成 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的數列時，任一分數不可能找到與它一樣的分數。 

故每一個正有理數無重複性，並只存在一個。 
 

（六）將數列每一間隔做不同的排列，金字塔規則表 

 

我們依照定分隔法，將每一分隔分數的分母取出整理成規則表，此規則表以 na 形式表示即為
如下：（附表三有更多數據） 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1a                 

2a  3a                

4a  5a  6a  7a              

8a  9a  10a  11a  12a  13a  14a 15a         

16a  17a  18a  19a  20a  21a  22a 23a 24a 25a 26a 27a  28a  29a  30a 31a

32a  33a  34a  35a  36a  37a  38a 39a 40a 41a 42a 43a  44a  45a  46a 47a
 

 

 

在將 na 依照定義 2 1 nna a+ = ， 2 2 1nn na a a+ += + 其所對應的值即為如下： 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1                 

2 1                

3 2 3 1              

4 3 5 2 5 3 4 1          

5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1  

6 5 9 4 11 7 10 3 11 8 13 5 12 5 9 2 9 

（最上一列的數代表直排等差數列的公差） 
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分橫向及直排來看；在橫列中，第一列有 1一個數，就是第二個間隔中分數的分母。 

第二列有2，1兩個數,就是第二個間隔中分數的分母作排序。 

第三列有3，2，3，１，四個數，也就是第三間隔中分數的分母作排序。 

第四列有4，3，5，2，5，3，4，1，八個數，也就是第四間隔中分數的分母作排序。 

第n列有 12n− 個數，即為定理二。 

 

在直排中，每一排的數也會各自形成數列，且每一排皆為等差數列。 

第一排公差是1，第二排公差是 １，第三排公差是2 

第四排公差是1，第五排公差是3，第六排公差是2，⋯⋯。 

即從第一排開始,每一排的公差依序是1，1，2，1，3，2，3，１，⋯⋯。 

也就是 50 1 2 3 4, , , , ,a a a a a aL L          。 

 

再來看首項的分佈，討論在每一列的數中，是該排數列首項的項數分佈情形： 

第一列： 0a 。 

第二列： 3a ⇒ 1 02 2a
+
。 

第三列： 6a 、 7a ⇒ 2 12 2a
+
、 32 1a

−
。 

第四列： 12a 、 13a 、 14a 、 15a ⇒ 3 22 2a
+
、 3 22 2 1a

+ +
、 3 22 2 2a

+ +
、 42 1a

−
。 

第n列：由以上的演算我們可知在第n列時，項數是該排數列首項的為 

1 22 2n na − −+
、 1 22 2 1n na − −+ +

、⋯⋯、 2 1na − 。 

在前面提到每一排數列的公差依序為 0a 、 1a 、 2a 、 3a 、⋯⋯、 na ，然後對照上面首項的演

算法來看，討論每一列的數中，數為該排首項的公差： 

第一列： 0a 。 

第二列： 1a ⇒ 02a 。 

第三列： 2a 、 3a ⇒ 12a 、 22 1a
−
。 
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第n列：由以上的演算，其對應首項 1 22 2n na − −+
、 1 22 2 1n na − −+ +

、⋯⋯、 2 1na − 的公差依序為 

22na − 、 22 1na − +
、⋯⋯、 12 1na − +

。 

則經由以上的演算法，我們可清楚得知在某一排中的首項及公差，然後利用首項及公差，可

不斷地運算出所有的數。再將這些數依 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

的形式排序，可得到所有的有理數。 

 

（七）將 na 數列排成“樹”的模式，可更快速的把正有理數寫下來 

 

我們想到將 na 數列排成“樹”的模式，由1個數開始分歧，1 2 4 8 ... 2n⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ 。 

這樣的模式由上到下排列恰符合將第一個間隔（有 02 個正有理數）放在樹的第一代， 

將第二間隔（有 12 個正有理數）放在樹的第二代， 

將第三間隔（有 22 個正有理數）放在樹的第三代，以此類推。 

接著，我們發現有以下三個規則： 

 

(1) 每一列最左邊的數依序是 ( ) ( )0 1 2 3 12 2 2 2 2, , , , , 1,2,3,4, ,na a a a a n− =L L L L。（定理3-1證

明提過） 

(2) 最右邊的數是 2 1 1,na n N− = ∈ 。（引理一） 

(3) 將第 1n− 間隔的數依序放在第n個間隔的偶數項，而奇數項為左右兩偶數項相加的和。
（定理一） 

綜合以上三點，則可將數不斷的寫下去，因此藉由此方法可將正有理數快速的寫下來。 
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圖一. 將na 數列排成“樹”的模式 

             

（八）搜尋正有理數的演算法 

 

演算法的主要策略如下： 

( )1 r＞ s時， na ＝ r－ s， 1na + ＝ s時， 2 2na + ＝ r且 2 3na + ＝ s。 

( )2 r＜ s時， na ＝ r， 1na + ＝ s－ r時， 2 1na + ＝ r且 2 2na + ＝ s。 

例如問題：
q
p
， ( ),  p q ＝1位於數列中第幾項？ 

答案就是在尋找 p、q兩連續互質的正整數，位於數列中第幾項。 
假設 ,  r p s q= = ，依照以上演算法的二個策略，不斷的作數字相消的動作。 
若當 p、q值很大時，利用這兩個演算法的策略，將 p、q的值不斷相消變小。 
同時， p、q所對應的項數也會隨之變動，直到數字與所對應的項數在我們所能掌握的資料

中 ( )100即數字減到前 項 ，就可反推回去，知道是第幾項了。 
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以下我們舉一個實際的例子來驗證演算法的兩個策略： 

問題一：
92

2003
出現在正有理數數列中的第幾項？ 

 

即求（92、2003）這兩連續數字出現在na 數列的第幾項。 
根據上述的關係， 

 

當 92r = ， 2003s = 時， r s<Q  2 1 92na +∴ = 、 2 2 2003na + =  

( ) 12 2 2 1 92na −+ −
⇒ =

g
、 (2 2) 1911na

+
=
g-12

 

當 92r = ， 1911s = 時， r s<Q  92na∴ = 、 1 1911na + =  

( ) 22 2 2 1 92na −+ −
⇒ =

g
、 (2 2) 1819na

+
=-2˙2  

繼續下一次演算都是 r s< ， (2 2) (2 2)n na a
+ +

⇒
g g-2 -32 2

， 

由此形式一直演算，從（ 92r = ， 2003s = ）經過21次相同的相消運算， 

直到 (2 2) 1 92nr a
+ −

= =-21˙2
、 (2 2) 71ns a

+
= =-21˙2

時， 

r s>Q  ∴ [(2 2) 1] 1 21na
+ − −

=
g g-21 -12 2

、 [(2 2) 1] 71na
+ −

=
g g-21 -12 2

 

 

當 21r = ， 71s = 時， r s<Q   [(2 2) 1] 1 21na
+ − −

∴ =
g g-21 -12 2

、 [(2 2) 1] 71na
+ −

=
g g-21 -12 2

 

[(2 2) 1] 1 21na
+ − −

⇒ =
g g-21 -22 2

、 [(2 2) 1] 50na
+ −

=
g g-21 -22 2

 

當 21r = ， 50s = 時， r s<Q   [(2 2) 1] 1 21na
+ − −

=∴
g g-21 -22 2

、 [(2 2) 1] 50na
+ −

=
g g-21 -22 2

 

[(2 2) 1] 1 21na
+ − −

⇒ =
g g-21 -32 2

、 [(2 2) 1] 29na
+ −

=
g g-21 -32 2

 

當 21r = ， 29s = 時， r s<Q   [(2 2) 1] 1 21na
+ − −

∴ =
g g-21 -32 2

、 [(2 2) 1] 29na
+ −

=
g g-21 -32 2

 

[(2 2) 1] 1 21na
+ − −

⇒ =
g g-21 -42 2

、 [(2 2) 1] 8na
+ −

=
g g-21 -42 2

 

當 21r = ， 8s = 時， r s>Q   [(2 2) 1] 1 21na
+ − −

∴ =
g g-21 -42 2

、 [(2 2) 1] 8na
+ −

=
g g-21 -42 2

 

[(2 2) 1] 1 21na
+ − −

⇒ =
g g-21 -42 2

、 1{[(2 2) 1] 1} 2 8na −+ − −
=

g g g-21 -42 2
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當 13r = ， 8s = 時， r s>Q   1{[(2 2) 1] 1} 2 1 13na −+ − − −
∴ =

g g g-21 -42 2
、 1{[(2 2) 1] 1} 2 8na −+ − −

=
g g g-21 -42 2

 

1 1{{[(2 2) 1] 1} 2 1} 2 1 5na − −+ − − − −
⇒ =

g g g g-21 -42 2
、 1 1{{[(2 2) 1] 1} 2 1} 2 8na − −+ − − −

=
g g g g-21 -42 2

 

 

（再經過四次的推演，將會是 1r s= = ； 0 1 1a a= = 。反推回去就知道2003在哪一項，92即

便知道。） 

當 5r = ， 8s = 兩連續數字出現在 na 數列中前100項，我們可很輕易知道（5、8）是位於第

幾項。（5、8）＝（25a 、 26a ），即 

( ){ }{ }21 4 1 12 2 2 1 2 1 2 1 2 1 25n − − − − + − − − − =                

( ){ }{ }21 4 1 12 2 2 1 2 1 2 1 2 26n − − − − + − − − =   

2 2 2003 2 2 3592421376na n+ ⇒= + = 。 

2 1 92 2 1 3592421375na n+ ⇒= + = 。 

故在 1

1

n

n n

a
a
−

≥

  
 
  

分數數列中，
92

2003
就在第3592421376項。 

 

過程中的演算都是下列關係式慢慢將數字變小再反推回去。 

r s= ： 0 1 1a a= = 。 

r s> ：（ na r s= − ， 1na s+ = ）、（ 2 2na r+ = ， 2 3na s+ = ）。 

r s< ：（ na r= ， 1na s r+ = − ）、（ 2 1na r+ = ， 2 2na s+ = ）。 

同理，若要求第n項的數值為何，一樣的道理即可求得 
 

（九）利用演算法的策略轉換成輾轉相除法的型式，將正有理數能更有規則的

找出來。 
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在問題一的實際例子中，利用演算法二個策略推算時，我們發現這兩個策略： 

( )1 r＞ s時， na ＝ r－ s， 1na + ＝ s時， 2 2na + ＝ r且 2 3na + ＝ s。 

( )2 r＜ s時， na ＝ r， 1na + ＝ s－ r時， 2 1na + ＝ r且 2 2na + ＝ s。 

這是一個輾轉相消的動作，因此我們想到引用輾轉相除法的原理來取代這些雜亂的演算步驟。 

以下是引用輾轉相除法的說明： 

若要求
p
q
為數列中第幾項，即求 p、q為{ }na 數列中的第幾項。最後答案為分母q的第幾項。 

假設 ( ), 1, p qp q ≠= ， ,p q N∈ ，有兩種情形討論：  

1. 當 p＞q時： 

依照演算法的第一個策略，假設 2 2 2 3,n na p a q+ += = 。 

(i) q經過h次相減步驟直到 p hq− ＜q為止。因此，第2 3n+ 項的q也得進行h次 
（除以2再減1）的運算。 

假設第2 3n+ 項的q運算h次後為第 x項，第 x項仍是q。則 p hq− 會是 1x− 項。 

(ii) 再依照演算法的第二個策略， p hq− 需經過k次相減步驟直到 ( )q k p hq− − ＜ p hq−

為止。 

因此，第 1x− 項的 p hq− 也得進行k次（除以2再減1）的運算。 

假設第 1x− 項的 p hq− 運算k次後為第 y項，第 y項仍是 p hq− 。則 ( )q k p hq− − 會

是第 1y+ 項。 
 

於是，若寫成輾轉相除法的格式為： 

(i)  

h p q
hq

p hq−
   

當 p＞q時，使用演算法第一策略，要使 p hq− ＜q，再進行第二策略。 
假設第2 3n+ 項的q會運算第 x項， x項仍是q。則 p hq− 會是 1x− 項。 
 

(ii)  

h
( )
( )

qp
k p hqhq

p hq q k p hq

−

− − −

k
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當 p hq− ＜q時，經過經過k次相減步驟直到 ( )q k p hq− − ＜ p hq− 。 

假設第 1x− 項的 p hq− 運算後為第 y項。則 ( )q k p hq− − 會是第 1y + 項。 

 

依照以上的兩種模式，反覆作輾轉相減的動作。要使 1p hq− = 時，才可停止輾轉相減的動
作。此時便是經過h k+ 次輾轉相減的動作。 
而原是2 3n+ 項的q也進行h次（除以2再減1）的運算後變為第 x項。則 p hq− 會是第 1x−
項。第 1x− 項再進行k次（除以2再減1）運算後為第y項。 

y項等於 1p hq− = ，同時 1y + 項等於 ( )q k p hq− − 。 

最後， 1y + 項即是 ( ) 12q k p hq− − −
項。知道 1y + 項後，反求2 3n+ 即可知道 p

q
為數列中的第幾

項。 

 

2. 當 p＜q時： 

依照演算法的第二個策略，假設 2 1 2 2,n na p a q+ += = 。 

(i) p經過m次相減步驟直到q mp− ＜q為止。因此，第2 1n+ 項的 p也得進行m次 
（減1再除以2）的運算。 

 假設第2 1n+ 項的 p運算m次後為第α項，第α項仍是 p。則q mp− 會是 1α + 項。 
 

 

(ii) 再依照演算法的第一個策略，q mp− 需經過n次相減步驟直到 ( )p n q mp− − ＜q mp−

為止。 

因此，第 1α + 項的q mp− 也得進行n次（減1再除以2）的運算。 

假設第 1α + 項的q mp− 運算n次後為第β項，第β項仍是q mp− 。則 ( )p n q mp− − 會

是第 1β − 項。 
 

於是，若寫成輾轉相除法的格式為： 

 

 

 

(i)  

qp
mp

q mp−

m
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當 p＜q時，先使用演算法的第二個策略，要使q mp− ＜q，再進行第一策略 
假設第2 1n+ 項的 p運算m次後為第α項，第α項仍是 p。則q mp− 會是 1α + 項。 
 

(ii)  

n
( )
( )

p q
n q mp mp

q mpp n q mp

−

−− −

m
 

當q mp− ＜q時，經過n次相減要使得 ( )p n q mp− − ＜q mp− 。 

假設第 1α + 項的q mp− 運算n次後為第β項。則 ( )p n q mp− − 會是第 1β − 項。 

 

依照以上的兩種模式，反覆作輾轉相減的動作。要使 ( ) 1p n q mp =− − 時，才可停止輾轉相

減的動作。此時便是經過n m+ 次輾轉相減的動作。 
而原是第2 1n+ 項的 p運算m次（減1再除以2）後為第α項。q mp− 為第 1α + 項。第 1α +

項運算n次（減1再除以2）後為第β項。 

β項等於q mp− ，同時 1β − 項的 ( ) 1p n q mp =− − 。 

最後，β項即是 12q mp− − 項。知道β項後，反求2 2n+ 即可知道 p
q
為數列中的第幾項。 

 

以下我們舉一個實際的例子來檢視輾轉相減的策略： 

問題二：
94

2005
出現在正有理數數列中的第幾項？且須經過多少次的輾轉相減運算？ 

求
94

2005
位於數列中的第幾項，只需求出 ( )94, 2005 出現在{ }na 數列中第幾項便可。 

最後答案會是分母2005的第幾項。 

 

94 2005
1794
31

−

21
 94Q ＜ 2005∴假設 2 1 2 294, 2005n na a+ += =  

首先，94需經過21次相減於2005的步驟，使2005 21 94 31− × = ＜94。 

同時，第2 1n+ 項的94也進行21次（減1再除以2）的運算。（由於計算量過於龐大，不列
於書面上，計算式可參考問題一） 

假設2 1n+ 項後來變成第α項，第α項仍是94。則31會是第1α + 項。 
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3 94 2005
93 1794

311
−  

再來，3經過了3次相減於94的步驟，使得94 3 31 1− × = ＜31。 
同時，第 1α + 項的31也進行3次（減1再除以2）的運算。 

假設第 1α + 項後來變成第β項，第β項仍是31。則 ( )94 3 2005 21 31 1− − × = 會是 1β − 項。 

 

當我們得到左邊的數 ( ) 1p n q mp =− − 時，就停止再作輾轉相減的動作了。 

便得知經過了3 21 24+ = 次的輾轉相減步驟。 

最後，第 1β − 項就是 31 1 302 2− = 項， 302 1β = + ，再反求2 2n+ 項是多少。 

而分母 2 22005 2 2 18014398524162048na n+= ⇒ + = 。 

故
94

2005
在數列中的第18014398524162048項。 

 

四、結論： 

一開始接觸到這個數列，了解數字中存在著遞迴定義，並發現數列中 2 1 1na − = ，於

是 na 數列以1為界，採段落式分隔，大膽的將數列分割開來討論。 

從彼此間隔中比較其差異性，再觀察出其中的性質。 

並証明了所有的正有理數一個也沒漏掉的出現在這數列中。而利用將 na 數列排成

“樹”的模式，可更快速的把正有理數寫下來。最後，設計出一套演算法可在短時間內完

全解決任一正有理數存在於數列中第幾項的問題。 

 

五、未來展望： 

(一) 我們從第三個間隔開始，把分母做兩兩相減取絕對值的動作，竟發現當減到特定的某一
列時會形成110的模式。我們將前幾個間隔做這樣差分的動作，歸納出一個論點； 

在第n個間隔，做 32n− 次差分動作，會形成110的模式， 4n ≥ 。 

對於這個論點我們是經由前幾個間隔的觀察歸納出來，這只是猜想，我們希望能證明出

來。以下為第四間隔及第五間隔分別做差分的圖。 
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圖三. 將第四間隔的分母去掉最後的1，作差分動作 

 

 

圖四. 將第五間隔的分母去掉最後的1，作差分動作 

(二) 假設β＜α，則介於 1 β
α α
: 之間的正有理數中，何者在數列中為最多項？是否能

找出規則並寫成一般式？ 

 

(三) 將 na 數列排成“樹”的模式（第七章節的圖一），圖一是一完整的二元樹，其中是否還
能延伸出更多不同的發現與新的結果？ 

六、參考資料： 

一、 國立高雄大學應用數學系高中資優班每月一題 02。
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二、 美國大學生 2002 Putnam 競賽試題 A5。 

三、 顏煥庭、詹曉盈，2004，台灣省第四十四屆高級中等學校第五分區科學展覽會，
數學科第九件，一個也沒漏掉。 
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評語： 

1. 優點：掌握兩種演算過程及方法。 

2. 附有英文摘要。 

3. 內容有創意，以簡單的數學方法，處理有

趣的數學問題 

 


