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零、摘要 

本研究係觀察球在樓梯間滾動的方式，尋求丟球的一般式。並利用「下樓梯的第
一步」，解釋丟球具有「費式數列」的現象。筆者，並利用「下樓梯的第一步」
及表格分析探討「費式數列」，並對於「費式數列奇偶性」提出分析。 

壹、研究動機 

我們由一本叫規律性的書開始研究,研究中,發現一題很有趣的題目,爬樓梯,我
們就決定作為本次科展,並把題目改為丟球,來解決下列的問題 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(圖 1ˋ丟球) 

貳、研究目的 
找出有 n階,可以丟 1、2...m 格時、可以丟 1、3...m 格,而 m 是奇數時,和會是
如何可以丟 2、4...m 格, 而 m 是偶數時,會是如何? 

參、研究材料 
紙與筆 

肆、研究過程 
一、先從可以丟 1、2格開始分析,漸漸推算到有 n 階 ,可 以 丟 1、2、...m 格

時 ,會是如何? 
二、有 n 階,可以丟 2、4... m 格,而 m 是偶數, 會是如何 ? 
三、有 n 階,可以丟 1、3... m 格,而 m 是奇數, 會是如何 ? 
四、每格都可以丟時，會是如何 ? 
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伍、研究結果 

一、直接觀察 

（一）名詞定義 

 
 
 

（二）A(2,n) 
知道這個題目後,我們決定先從可以丟比較小的數開始研究,我們先用數數的方
式 ,再演算出表一 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

     (圖 2、A(2,5)) 
 
表一 、丟 1、2格時所列出的數 
階層 1 階 2 階 3 階 4 階 5 階 
幾組 1 組 2 組 3 組 5 組 8 組 
根據上表我們推論下列公式 
A(2,3) = A(2,3-1) + A(2,3-2) 
推測 
 A(2.n)= A(2.n-2)+A(2.n-1) 
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（三）A(3,n) 
由於研究完可以丟 1、2格後,我們就想,可以丟 1、2 、3 格時,會如圖三?所以就
數數,並演算出表二。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     (圖 3、A(3,n)) 
 
表二、丟 1、2、3格時所列出的數 
階層 1 階 2 階 3 階 4 階 5 階
幾組 1 組 2 組 4 組 7 組 13 組
 
A(3,4) 
=A(3,4-1)+A(3,4-2)+ A(3,4-3) 
推測 
A(3,n) 
=A(3,n-3)+ A(3,n-2)+A(3,n-1) 
 
 

（四）A(m,n)的推測 
由實驗一和實驗二,推展成有 n階,可丟 m格時,如下 
公式: 
A(m,n) =A(m,n-1)+ A(m,n-2)+...+ A(m,n-m) 
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（五）A(3(偶數不算),n) 

 

 

 

 

 

 
(圖 4、A(3(偶數不算),n)) 
 
我們研究完 有 n 階可以丟 1、2...m 格,想到,如果都是丟奇數格,會變成如何,
所以就從奇數最小的數,也就是可以丟 1、3格開始研究,演算出表三 
表三 、丟 1、3格時所列出的數 
階層 1 階 2 階 3 階 4 階 5 階
幾組 1 組 1 組 2 組 3 組 4 組
公式: 
A(3(偶數不算),4) 
= A(3(偶數不算),4-1)+A(3(偶數不算),4-3) 
推測 
A(3(偶數不算),n) 
= A(3(偶數不算),n-1)+A(3(偶數不算),n-3) 
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（六）A(5(偶數不算),n) 
研究完可以丟 1、3 格後,我們就決定繼續研究可以丟 1、3 、5 格的時候,會是
如何? 開始數數 ,並演算出表四。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(圖 4、A(5(偶數不算),n)) 
 
表四、丟 1、3、5格時所列出的數 
階層 1 階 2 階 3 階 4 階 5 階
幾組 1 組 1 組 2 組 3 組 5 組
公式: 
A(5(偶數不算),6)= 
A(3(偶數不算) , 6-1)+ A(3(偶數不算) , 6-3)+ A(3(偶數不算) , 6-5) 
推測 
A(5(偶數不算),n) 
=A(3(偶數不算),n-1)+A(3(偶數不算),n-3)+A(3(偶數不算), n-5) 

（七）A(m(偶數不算), n)猜測 
我們研究完可以丟 1、3 格和可以丟 1、3 、5 格後,就推算,如果有 n階,可以丟
1、3...m 格 , 而 m 是奇數時,會怎樣 ? 

 
 
 
 
 
 

公式: 
A(m(偶數不算) , n) =  A(m(偶數不算) , n-1) + A(m(偶數不算) , n-3)+ A(m(偶
數不算) , n-5)+...+ A(m(偶數不算) , n-m) 
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（八）A(4(奇數不算) , n) 
我們前面研究完奇數的,所以當然也要研究偶數的,所以就先數數, 演算出表五 

 
 
 
 
 
 

(圖 5ˋA(4(奇數不算),n)) 
 
表五 、丟 2、4格時所列出的數 
階層 2 階 4 階 6 階 8 階 10階
幾組 1 組 2 組 3 組 5 組 8 組
公式: 
A(4(奇數不算),6) 
=A(4(奇數不算),6-2)+A(4(奇數不算),6-4) 
 
推測 
A(4(奇數不算),n)=A(4(奇數不算),n-2)+A(4(奇數不算),n-4) 
   備註: n 要 = 偶數時 

（九）A(6(奇數不算),n) 
我們研究完可以丟 2、4 格後,就繼續研究可以丟 2、4、6 格,然後數數,並演算
出表六 

 
 
 
 
 
 

   圖六、A(6(奇數不算),n) 
 
表六、丟 2、4、6格時所列出的數 
階層 2 階 4 階 6 階 8 階 10 階
幾組 1 組 2 組 4 組 7 組 13 組
公式: 
A(6(奇數不算) , 8)=A(6(奇數不算),8-2)+A(6(奇數不算),8-4)+ A(6(奇數不
算) ,8-6) 
推測 
A(6(奇數不算),n) 
= A(6(奇數不算),n-2)+A(6(奇數不算),n-4)+A(6(奇數不算),n-6) 
備註: n 要 = 偶數時 

（十）A(m(奇數不算),n) 
由於前面研究完可以丟 2、4 格和可以丟 2、4、6 格,所以就推算可以丟 2、4... 
m 格 , 而 m 是偶數,如下 
公式: 
A(m(奇數不算) , n) = A(m(奇數不算) , n-2) + A(m(奇數不算) , n-4)+...+ 
A(m(奇數不算) , n-m) 
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二、無窮大構想 

（一）我們的好奇 
我們在想 ,球如果可以要跳幾格 ,就跳幾格 ,沒有限制 ,會如何 ? 

（二）四階的討論 

 

 
 
 

 
圖七、無窮大的討論 

（三）二的次方 
當我們畫各種階梯的情形，把組數列成表七時，發現組數呈現以次方的方式出現。 
表七、無窮大的討論 
階層 一階 二階 三階 四階 
幾組 1 2 4 8 
2 的次方 2 的 0 次方 2 的 1 次方 2的 2次方 2的 3次方
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（四）2的次方分析 
我們很好奇，為何？我們沒有限制丟球的順序時，會出現 2的次方？ 
一階沒有限制的情形，只有一種走法。其他的階層如表八、表九及表十。 
表八、二階沒有限制的情形 
情況 每次步數 
1 （1、1） 
2 （2） 
表八中，（1、1）代表第一次走 1 步，第 2 次也走 1 步。（2）代表只走一次 2 步。 
表九、三階沒有限制的情形 
情況 每次步數 
1 （1、1、1） 
2 （1、2） 
3 （2、1） 
4 （3） 
表九中，（1、1、1）代表每一次走 1 步。（1、2）代表第一次走 1 步，第 2 次走
2步。為了統計方便，我們先算（1，2）再（2，1）。 
表十、四階沒有限制的情形 
情況 每次步數 
1 （1、1、1、1） 
2 （1、1、2） 
3 （1、2、1） 
4 （2、1、1） 
5 （2、2） 
6 （1、3） 
7 （3、1） 
8 （4） 

（五）需要解決問題 
嚴格來說，由上面的表格分析，只是分析的方便，但，我們還是沒有解決問題：
『為何沒有限制的走法是以 2的次方形式』出現。 
這個在研究討論會出現 
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陸、研究討論 

一、全國科展 

（一）老師的電話 
本來在去年暑假（七月初）就開始進行。但，去年八月一日，老師打電話告訴我
們，第四十四屆全國科學展覽國小組，台南市有一組小朋友做爬樓梯的研究並得
了佳作。我們聽了好難過，打算要放棄這一題科學展覽。因為，我們知道科學展
覽重視原創，抄襲的作品一定會被「摃龜」。 

（二）三件事的啟發 
在科學研究社團時間，老師一再強調三件故事，勉勵我們 
1.「606」的新藥是經歷 606 次的實驗，才完成的新藥，發明後，治癒成千上  
   萬的性病患者 
2.我們的老師不是科學展覽評審，但，曾經到去年的科學展覽現場看國小組   
  「爬樓梯」的作品。發現 A（m，n）=A(m，n-1)+A(m，n-2)是重要的關鍵。 
  台南市的小朋友並沒有解釋好。但，怎麼解釋？老師一直思考。當天中午， 
  要離開現場時，一下樓梯，踏出第一步，老師說：「他已經知道答案了」。   
3.「如果不要有限制,各個階層,每格都可以丟,會怎樣?」， 
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二、下樓梯的第一步 

（一）美中不足 

我們讀過台南市的小朋友所寫的研究，覺得他們有些地方沒有說清楚,我們嘗試
利用我們的定義來說明 

（二）新分析方法 
我們後來看同學抬餐盤，發現同學上上下下。讓我們想到，如果，我們以「下樓
梯的第一步」來解決問題呢？ 
我們嘗試以 A（2，3）表格分析如表十一。 
表十一、A(2，3)的分析 
前項 
A(2，3) 

後項 
A(2，2)+A(2，1) 

（1，1，1） （1，1）  
（1，1，2） (2)  
（2，1）  (1) 
我們先就 A（2，3）和 A(2，2)的比較，我們發現必須要第一步先層，才能由 A(2，
3)變成 A(2，2)。換句話，在第一步走一階層後，全部的階梯，會全部階層減少
一層變成 A(2，3-1)=A(2，2)。 
再考慮表十一，A（2，3）與 A(2，1)之差異是只差兩階。由圖八，若，第一步
踏出兩階，那麼 A(2，3)會變成 A(2，3-2)=A(2，1)。由老師的第二個故事，老
師是在走下樓梯時，發現規則一的實例。再印證表十一，我們發現，上一屆台南
市小朋友所發現的規則一關鍵是在於，當你，走出第一步時是什麼？公式就隨之
被建立。 
A(2，3)代表有三個階梯，每次最多 2步。 
當，球落下的第一步走 1階梯，A(2，3)變成 A(2，3-1)=A(2，2)。 
當，球落下的第一步走 2階梯，A(2，3)變成 A(2，3-2)=A(2，1)。 

（三）推理至 A（2，4） 
根據上面的演算及推理，我們來 A(2，3)推理至 A(2，4）。依照上面推理，A(2，
4)走的第一步決定 A(2，3)或者是 A(2，4)。 
當第一步是走 1步，接下來的走法是 A(2，4-1)=A(2，3)。 
當第一步是走 2步，接下來的走法是 A(2，4-2)=A(2，1)。 
又，A(2，4)只限定最高只能走 2步，故，如表十二所表示： 
A(2，4)=A（2，3）＋A(2，2) 
表十二、A(2，4)的分析 
前項 
A(2，4) 

後項 
A(2，3)+A(2，2) 

（1、1、1、1） （1、1、1）  
（1、1、2） （1、2）  
（1、2、1） （2、1）  
（2、1、1）  （1、1） 
（2、2）  （2） 
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（四）A(2，n)的思考 
 
 
 
 
 

圖八、A(2，n)的思考 
因為，A(2，n)限定於一次最高只有兩步情形，所以，A(2，n)只有兩種情形，第
一次只走一步和第二次只走兩步。 
第一次只一步的情形，n階梯會變成 n-1 階梯，故，第一次只走一步的情形變成
A(2，n-1)。 
第一次只走二步的情形，n階階梯會變成 A(2，n-2)。 
故，根據表十一及表十二及上面的討論，得到下面的結論。 
A(2，n)=A(2，n-1)+A(2，n-2) 

（五）推理至 A（3，4） 
A(3，4)的推理如表十三。 
表十三、A(3，4)的分析 
前項 
A(3，4) 

後項 
A(3，3)+A(3，2)+A(3，1) 

（1、1、1、1） （1、1、1）  
（1、1、2） （1、2）  
（1、2、1） （2、1）  
（1、3） （3）  
（2、1、1）  （1、1） 
（2、2）  （2） 
（3、1） （1）  
由表十三而知， 
A(3，4)先走一步變成 A（3，3）。 
A(3，4)先走二步變成 A（3，2）。 
A(3，4)先走三步變成 A（3，1）。 
A(3，4)最多只能走 3步，故， 
A(3，4) 
=A(3，3)+A(3，2)A(3，1) 
顯然，先走第一步的方法可以被用來解釋。 
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（六）A(m,n)的推測 
我們曾經在研究結果一，直觀實驗中推測一個公式 
A(m,n)  
= A(m,n-1) + A(m,n-2) +...+ A(m,n-m) 
我們嘗試利用下面表個來討論 A(m,n)。 
表十四、A(m，n)推測的討論 
情
況 

第一步走
多少階 

第一步後剩下階層 第一步後剩下階層表示法

1 1 n-1 A(m，n-1) 
2 2 n-2 A(m，n-2) 
3 3 n-3 A(m，n-3) 
4 4 n-4 A(m，n-4) 
5 5 n-5 A(m，n-5) 
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 
m m n-m A(m，n-m) 
由於定義的關係，A(m，n)是 n 層階梯最多只有一次走 m步。所以，A(m，n)的第
一步有 m種情況，第一步走後剩下的結果如表十一。 
此種表格是目前我們能夠說明 A(m,n)  
= A(m,n-1) + A(m,n-2) +...+ A(m,n-m) 

（七）偶數不算 
考慮 A(m(偶數不算)，n)的情形是第一步不跳偶數階梯。模仿表十四分析如表十
五。 
情況 第一步走多少階 第一步後剩下階層 第一步後剩下階層表示法 
1 1 n-1 A(m＊，n-1) 
 2 不會出現 
2 3 n-3 A(m＊，n-3) 
 4 不會出現 
3 5 n-5 A(m＊，n-5) 
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 
[m/2]+
1 

m n-m A(m＊，n-m) 

 
當然，第一步的最大步數 m 被假設成奇數。 
符號： 
A(m＊，n)表示 A(m(偶數不算),n) 
故，其公式為： 
A(m＊,n) 
=A(m＊,n-1) + A(m＊,n-3)+ A(m＊, n-5)+...+ A(m＊,n-m) 
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（八）奇數不算 
考慮 A(m(奇數不算),n)的情形是步不跳偶數階梯.模仿表十五分析如表十六。 
情況 第一步走多少階 第一步後剩下階層 第一步後剩下階層表示法 
 1 不會出現 
1 2 n-2 A(m◎，n-2) 
 3 不會出現 
2 4 n-4 A(m◎，n-4) 
 5 不會出現 
3 6 n-6 A(m◎，n-6) 
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 
M/2 m n-m A(m◎，n-m) 
表十六中，第一步的最大步數 m 被假設成偶數。符號：A(m◎，n)表示 A(m(奇數
不算),n) 
故，其公式為： 
A(m◎,n) 
=A(m◎,n-2) + A(m◎,n-4)+ A(m◎, n-6)+...+ A(m◎,n-m) 
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三、A(無限大，n) 

（一）無窮大構想 
如果不要有限制,各個階層,每格都可以丟,會怎樣? 我們想把 A（∞，n）代表 A(無
限大，n) 
根據表十分類如表十七。 
表十七、A(∞，4)的分析 
分類 A（∞，n） 走法 

（1、1、1、1） 
（1、1、2） 
（1、2、1） 

一 A（∞，3） 

（1、3） 
（2、1，1） 二 A（∞，2） 
（2、2） 

三 A（∞，1） （3、1） 
四 一次 4步 （4） 
 
很顯然，只要是 A（∞，n）就有 n個分類，同時，只要是 A（∞，n），其個數一
定是 2的（n-1）次方種的走法。 
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（二）A(∞，4)較嚴謹說法 
在老師的鼓勵下，我們根據表十七嘗試以下樓梯後第一步的想法，提出我們的解
釋。如表十八。 
表十八、A(∞，4)比較嚴謹說法 
走法 第一階梯 第二階梯 第三階梯 第四階梯 
（1、1、1、1） V V V V 
（1、1、2） V V 跳 V 
（1、2、1） V 跳 V V 
（1、3） V 跳 跳 V 
（2、1，1） 跳 V V V 
（2、2） 跳 V 跳 V 
（3、1） 跳 跳 V V 
（4） 跳 跳 跳 V 
很顯然的在 A(∞，4)中，只有最後第四階梯必須要選擇落地，其他第一階梯、
第二階梯及第三階梯均可以選擇跳或是不跳落地的兩種選擇。故， 
A(∞，4) 
=2×2×2 
=8 

=2 的 3 次方 
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四、「爬樓梯」與「丟球」比較 

（一）兩研究的相同之處 
兩個研究都發生費式數列現象。 

（二）兩研究的不同之處 

1.研究時間的落差： 
我們的研究是從去年（93 年）暑假七月就開始進行，我們並不知道台南市小朋
友以爬樓梯的題目參加全國國小組科學展覽。 

2.研究方法的不同： 
爬樓梯的題目直接由數字分析找出其規則。本研究（丟球）則是利用實際下樓梯
及表格分析，找出費氏數列。 
 
（三）規則一 
A(m,n)=A(m,n-1)+A(m,n-2)+...+A(m,n-m) 
規則 1原因如表十九 
 表十九、規則 1原因 
第 1步的階數 剩下的階數 
1 n-1 
2 n-2 
3 n-3 
... ... 
M n-m 
 
（四）規則二 
A(∞,n)=A(n,n)  
規則 2原因: 

當 A(m,n)時,如果 m>n 的話,n 階樓梯中不可能跨 m階,因為跨 m階已經大於 

樓梯的 n階,大於標準所以方法數不變 
（五）規則三 
A(n,n)=2

n-1 
規則 3原因: 
因為 n階樓梯中,每格都會有跳到、沒跳到,兩種情形,第 1步是絕對會跳到 
 2 乘 n-1 次,就是 2n-1 
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（六）規則四 
A(n,k)= 2k-1,其中 k<n 
規則 4原因: 
1.因為 k階樓梯中,每格都會有跳到、沒跳到,兩種情形,第 1步是絕對會跳到 
  2 乘 k-1 次,就是 2k-1 

2.例: A(4,4)時,如表二十 
表二十、A(4,4)時 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（七）規則五(1) 
A(n,k)=A(n,k-1)*2- A(n,k-(n+1)) 
規則 5(1)原因: 
舉例，A(2,5)=A(2,4)*2-A(2,2) 
A(2,4)=A(2,4) 
A(2,2)+A(2,3)=A(2,4) 
 
A(2,2)+A(2,3)+A(2,4) 
=A(2,4)*2=A(2,5)+A(2,2) 
 
A(2,4)*2-A(2,2)=A(2,5)+A(2,2)-A(2,2) 
A(2,5)=A(2,4)*2-A(2,2) 
（八）規則五(2) 
A(n,n+1)=A(n,n)*2-1 
規則 5(2)原因如表二十一 
表二十一、規則 5(2)原因 

 

 1 階 2 階 3 階 4 階 
1,1,1,1 V V V V 
1,1,2 V(重複) V (重複) X V 
1,2,1 V(重複) X V V 
1,3 V(重複) X X V 
2,1,1 X V V V 
2,2 X V(重複) X V 
3,1 X X V V 
4 X X X V 

總結 2 的 3 次方
 \2 \2 \2 

2 的 3 次方
 \2 \2

2 的 3 次方
\2 2 的 3 次方 

20 21 22 23 24 25 和 和 和 
1 2     3   
1 2 4    7 3+4 4*2-1 
1 2 4 8   15 7+8 8*2-1 
1 2 4 8 16  31 15+16 16*2-1
1 2 4 8 16 32 63 31+32 32*2-1
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五、丟球奇偶性分析 
(一)A(2,n)奇偶性的分析 
 分析如表二十二 
表二十二、A(2,1~10)奇偶性結分析 

其中:O 為奇數,E 為偶數 
推算: A(2,3k)和 A(2,3k+1)為奇數 
     A(2,3k+2) 為偶數 
(二)A(3,n)奇偶性的分析 
分析如表二十三 
表二十三、A(3,1~10)奇偶性結分析 

其中:O 為奇數,E 為偶數 
推算: A(3,4k)和 A(3,4k+1)為奇數 
     A(3,4k+2)和 A(3,4k+3)為偶數 
(三)A(4,n)奇偶性的分析 
分析如表二十四 
表二十四、A(4,1~10)奇偶性結分析 

階梯數 A(4,1) A(4,2) A(4,3) A(4,4) A(4,5) A(4,6) A(4,7) A(4,8) A(4,9) A(4,10)

方法數 1 2 4 8 15 29 56 108 208 401 

O /E O E E E O O E E E O 

其中:O 為奇數,E 為偶數 
推算: A(4,5k)和 A(4,5k+1)為奇數 
     A(4,5k+2)、A(4,5k+3)和 A(4,5k+4)為偶數 
(四)A(m,n)奇偶性的分析 
 
推算: A(m,(m-1+2) k)和 A(m,(m-1+2) k+1)為奇數 
      A(m,(m-1+2)k+2)~ A(m,(m-1+2)k+(m-1+2-1))為偶數 
　           L 

A(m,(m+1)k)和 A(m,(m+1)k+1)為奇數 
      A(m,(m+1)k+2)~ A(m,(m+1)k+m)為偶數 
 
 
  

階梯數 A(2,1) A(2,2) A(2,3) A(2,4) A(2,5) A(2,6) A(2,7) A(2,8) A(2,9) A(2,10)

方法數 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 

O /E O E O O E O O E O O 

階梯數 A(3,1) A(3,2) A(3,3) A( 3,4) A(3,5) A(3,6) A(3,7) A(3,8) A(3,9) A(3,10)

方法數 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 

O /E O E E O O E E O O E 
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(五)A(m,n)奇偶性的原因 
原因如表二十五 
表二十五、奇偶性的原因 

其中:O 為奇數,E 為偶數 
 
奇偶數判斷 

1. ])[( 22
nn − *2=1Fn 為奇數 

2. ])[( 22
nn − *2=0Fn 為偶數 

 

 

 

 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 原因 
A(2,n) 1 2 3 5 8 13 21 O+E=O 

E+O=O 
O+O=E 

A(3,n) 1 2 4 7 13 24 44 O+E+E=O 
E+E+O=O 
E+O+O=E 
O+O+E=E 

A(4,n) 1 2 4 8 15 29 56 O+E+E+E=O
E+E+E+O=O
E+E+O+O=E
E+O+O+E=E
O+O+E+E=E
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 柒、結論 

一、A(m，n) 
A(m,n)  
= A(m,n-1) + A(m,n-2) +...+ A(m,n-m) 

二、偶數不能走 
A(m＊,n) 
=A(m＊,n-1) + A(m＊,n-3)+ A(m＊, n-5)+...+ A(m＊,n-m) 

三、奇數不能走 
A(m◎,n) 
=A(m◎,n-2) + A(m◎,n-4)+ A(m◎, n-6)+...+ A(m◎,n-m) 

四、A(m，m)及 A（∞，m） 
A（∞，m） 
=A(m，m) 
=2 的(m-1)次方 
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