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棋盤上的馬步 

壹、摘要 

馬步的走法有八種，下面我們討論以馬步不重複地一次走完整個棋盤的可行性，已證明出的

結果如下： 

一、在 n×m 的矩陣中，除 3×3，3×5，3×6 和 4×4 為無解外，其餘的我們已證出均至少有一解。 

二、在 n、m 均大於 4 且 n×m 為偶數時，可以以任一格為起點。 

三、在 n、m 均大於 4 且 n×m 為奇數時，可以以套色後格數多一格的顏色格子為起點。 

四、對於無解的矩陣，我們改以虧格的形式討論，也找出虧格在適當位置時可有解的情形。 

五、有虧格的大矩陣，在總格子數為偶數時，可以以任一格為起點；總格子數為奇數時，可

以任一套色後格數多一格的顏色格子為起點。 

貳、研究動機 

在高一的數學研究方法課程中，配合整數單元我們曾經討論過奇數與偶數的主題。當時，我

們討論下面的問題： 

一、在中國象棋的棋盤上，馬能否從某些點出發，可以不重複地跳遍半個棋盤；而從另外一 

    些點出發，卻不能完成。(這與高二下排列組合中是否有一筆劃路徑的課程相關) 

 

 

二、上述的題目，加上跳回原出發點的條件，其結果會有什麼不同呢？ 

三、前列兩題，題中的半個棋盤若改為整個棋盤情況又將如何？ 

參、研究目的 

一、討論在 n×m 的矩陣中是否能有馬步路徑的解？ 

二、討論有解的 n×m 矩陣中有哪些格子可做起點，哪些不行？ 

三、討論在無解的矩陣中有一虧格時能否有解？ 

四、討論大的矩陣中有一虧格時的情況。 

肆、研究設備及器材 

人腦、紙、筆、電腦、Microsoft Visual FoxPro5.0、Dev-C++4、Visual Basic 6.0、GSP4.03 

圖 1 中，半個棋盤裏，紅點有 22 個，藍點

有 23 個，若馬步由紅點開始，下一步必須

走到藍點，很明顯的最後會有一個藍點落

單，無法完成馬步走完半個棋盤，所以必須

由藍點出發。 

圖 1 
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  圖 2   圖 3 

伍、研究方法 

一、文獻探討 

(一) 漢米爾頓路徑與迴圈 

給一圖 G(圖 2)，以 V 來表示所有頂

點的集合，E 表示所有邊的集合，記

成 G=(V,E)，通過途中的每一頂點且

只通過一次的路徑稱為漢米爾頓路

徑;若是要求必須再回到起始頂點的

回路，則稱為漢米爾頓迴圈(如圖 3)。 

(二) 古人研究 

十八世紀時歐拉提出了是否能用騎士一次走完整個西洋棋的棋盤而不重複？開始了

大家對騎士走 8×8 棋盤之討論。我們查閱了不少書藉、雜誌和網路資料，但大部份

均為尋找解的個數之討論，如數學傳播季刊 10 卷 2 期林建宏所寫的 5 階棋盤之騎士

漫遊僅有 112 個解，是用電腦程式找出所有解；28 卷 3、4 期中林克瀛所寫的，騎士

漫遊方陣與魔方陣、六階棋盤上的騎士迴圈漫遊共有 1245 種，則是以推論方式得證

解的個數。這些資料中對小矩陣之情況有豐富的探討，但不見其對不同棋盤中是否

能有解，或可有解之情形的證明與討論。 

二、定義 

(一) 方陣──行數、列數相同的方格圖 

(二) 矩陣──行數、列數不等的方格圖 

(三) 關鍵矩陣──連接數個矩陣時最重要的矩陣(例：圖 18) 

三、找馬步矩陣解的方法 

若將此類方格換成點，把馬步用線來取代，則要找的解就是一個漢米爾頓路徑或迴圈，

但要確定此圖形是否有漢米爾頓路徑或迴圈是個很困難的問題。所以，我們運用下面

幾種找解的方法，做為找較大矩陣的解或推理到 n×m 時必用的武器，下面是我們在研

究過程中運用的幾種基本方法。 

(一) 迴圈法 

先找出方格中的迴圈，通常是以兩層為一圈(如圖 4)，再設法連接各迴圈。 

例：5×5 與 9×9均可用迴圈法輕鬆的找到一解。   

圖 4 圖 6 

圖 5 

迴圈法在方陣時很容易使用且可推廣至 n×n 的情況，但矩陣卻是它的剋星，原因是

中間剩下的格子會隨著不同矩陣而變化，非常難掌握。 
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(二) 橋數法 

馬步有八個方向，也就是在方格中橋數最多為 8，但在方格邊緣或

有的位置已被前面的步占掉時橋數就會小於 8。因此在找解時我們

通常會由橋數較小的開始，而遇到有兩個以上的橋可選擇時則選橋

數小的先走。(如圖 7) 

例： 

 

 

 

 

圖 8 為 3×4 的矩陣以橋數法找解的過程，圖中紅色框中的數位為選中該格後下一步的

橋數，而在遇到有兩格以上橋數都最小時，任意選其中一格走。 

另外，我們也寫了一個程式顯示下一步或所有格子的橋數，在無其他的限制條件時，

依橋數法的規則走幾乎都可找到解，非常好用。但若有限制條件，如：固定起點和終

點，則必須靠下面的方法幫忙才容易找到需要的解。 

(三) 前後呼應法 

有時我們會需要固定起點和終點的解，或是比較特殊的方格直接從頭開始找會很不

容易(有可能是無解)，這時除了從頭開始找，我們也會從結束點倒推回來。發現頭尾

無法連接則無解，找到頭尾相接則得到一解。 

例： 

 

 

 

這時換從終點走回來會發現，12 倒著走只能走到圖中 11 的位置，但走到 11 後就沒

有橋可繼續走，所以得證，在 3×4 的矩陣中無法有符合圖中 S與 E 的路徑。 

(四) 先分割後連接法 

在比較大的矩陣不太可能用前面的方法慢慢的找，所以在

大的矩陣或在要推證到 n×m 時，我們將大矩陣分割成小矩

陣，再利用小矩陣間的連接加以完成。 

例：將 3×8 的矩陣先分成兩個 3×4 的矩陣，即圖 10 的紅色矩陣和藍色矩陣，因為走

完紅色矩陣後在 12 的位置剛好可與藍色矩陣的 1連接，所以只要再把藍色矩陣走完

就得到了 3×8 矩陣的一組解。 

若使用這種方法多接幾個矩陣，一直延伸下去，就可用來證明 n×m 時的情況。所以，

此種方法雖對小的矩陣沒有用，但在尋找通解時卻不能沒有它。 

(五) 電腦找解法 

我們將棋盤座標化，以橫坐標與縱坐標的加減來表示馬步移動後的座標。用電腦依

序判斷每一步的八個方位是否超出棋盤範圍或已經走過，通過判斷的就繼續走下一

步，未通過的則試另一個方位，若全部未通過則倒退一步，繼續試前一步的另外 3

個後續位置，直到找出所有可能的解。(下頁中的圖 11 為電腦找解法之程式的流程圖) 

 

若想要找 3×4 矩陣符合圖 9，S(起點)

與 E(終點)的解，則 1 到 4 步因為都只

有一條橋可以選，所以走法如圖 9。而

到第 5 步時有兩個選擇(圖 9中紅框)， 

圖 7 

圖 8 

圖 9 

圖 10 
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                        電腦找解法之程式的流程圖  

 

 

                                      

  

圖 11 
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圖 12 

陸、研究結果與討論 

一、n×m 矩陣與馬步路徑 

(一) n=3 時 

1. m=3 (3×3) 

圖 12 中，中間的點沒有橋，故 3×3 的方陣無解。 

 

2. m=5 (3×5) 

圖 13 中，有 3×5 矩陣中的所有點和幾條橋，其中

的橘色迴圈內點  A、B必有一為起點或終點，否

則將無法走到其他的點，因此點 C、D、E、F中最

多只能再有一個點做起點或終點，但圖中有一點有

四條橋，4-1=3 大於 2，所以 3×5 的矩陣是無解的。 

 

3. m=6 (3×6) 

承上所述起點與終點必為 A或B與 C或

D中的一點，但此兩迴圈無法在走完其

他所有的點後相連，所以 3×6 的矩陣是

無解的。 

 

4.其他情況 

由 3×4 矩陣的一組解，用連接法連接 k個相同的矩陣(如圖 15)，可得 3×4k矩陣的一

組解。而同理可證 m=4k+1，m=4k+2 和 m=4k+3 時的情況。 

 

 

(二) 方格為 4×m 時 

因為 4=2+2，若用兩格環繞的迴圈法，中間剛好不會有多餘的格子干擾，所以我們就

以這種方法分兩類來證明。 

1. m=2c+3 且 c≥1 

圖 16 為 4×(4k+1)時的情形，以左下角做起點而以起點右邊一格為終點的一組解。 

而 4×(4k+3)時同理可證。 

 

 

 

 

 

 

 

B DCA

 

圖 13 

圖 14 

圖 15 

圖 16 

D

C

A

E

F

B
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2. m=2c+2 且 c≥1 

m=4k+2 的情形比 m=4k+1 時複雜的多，無

法直接從左下角開始就完成，不過我們發現

將此四個迴圈若依下面順序連接

A1-A2-C1-C2-D1-D2-B1-B2(其中的 X1-X2

為以 X1 為起點、X2 為終點的方式走 X 迴圈，X=A、B、C、D)則剛好可得一組解。

m=4k 時與此類似，唯 k=1 時為無解。 

(三)n、m 均大於 4 時 

因為最小的 n×n 馬步方陣為 5×5 的方陣，所以在 n、m=5 開始我們用連接法將小矩

陣連接成大矩陣。由關鍵矩陣(圖中左上紫色之矩陣，因其負責控制不同的餘數，為

所有連接的矩陣中最重要的一個，故在此稱之為關鍵矩陣)的不同大小可把 n×m 的馬

步方陣分成以下十五種情況(p、q 均為自然數，且 p、q 為連接的方格數)：5p×5q， 

5p× (5q+1)，5p× (5q+2)，5p× (5q+3)，5p× (5q+4)，(5p+1) × (5q+1)，(5p+1) × (5q+2)， 

(5p+1) × (5q+3)，(5p+1) × (5q+4)，(5p+2) × (5q+2)，(5p+2) × (5q+3)，(5p+2) × (5q+4)，

(5p+3) × (5q+3)，(5p+3) × (5q+4)，(5p+4) × (5q+4)。 

只要找到一個起點和終點可以符合圖中紅點(起點)與綠點(終點)，即可由圖中的路徑

得到(5p+1) × (5q+2)時的解，其它十四種情況亦同。 

 

 

只有在兩邊幫助連接的矩陣均為奇×偶矩陣時，因為此

類矩陣之結束點不能在 X(見圖 19)的位置(因為開始點和

結束點的顏色需不同)，無法用之前的連接方式一次證

明，所以我們選擇用 E 做結束點將其分成每列奇數個矩

陣、每列偶數個矩陣來討論，以解決此問題。 

圖 17 

圖 18 

圖 19 
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1.每列矩陣數為奇數 

 

 

 

2. 每列矩陣數為偶數 

 

圖 20 

圖 21 
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圖 23 

圖 22 

二、n×m 矩陣與馬步迴圈 

我們希望知道在馬步矩陣中，除了可以有至少一解外，是否所有的格子都可以做為起

點？或是哪些格子一定不能做為起點？又若在矩陣中找到一漢米爾頓迴圈，則可確定此

馬步矩陣可由任意一點做起點繞此迴圈而結束在此起點的前或後一點。無解的方陣或矩

陣在此，則不予討論。 

(一) n×m 為奇數時 

在 n×m 為奇數的矩陣中，定義：將相鄰的格子塗上兩種不

同的顏色稱為套色(如圖 22)，則黃格會比藍格多一格。依照

馬步走法，從黃格只能走到藍格，而藍格也只能走到黃格。

假設從黃格出發，此格所有的橋都是連到藍格，因此若有漢

米爾頓迴圈，結束格必須在藍格，但這與黃格會比藍格多一

格應結束在黃格矛盾，所以在奇數格的矩陣中無法找到漢米爾頓迴圈。又若從藍格

出發，一定會有至少一個黃格無法走到，所以也無法從藍格開始。 

(二) n=3 時 

1. 3×4 

在圖 23 中，A這個位置只有兩條橋，到達 J與 G 的位罝，一個做

出發點另一個就必為結束點，可以任意選擇。我們若選 G 出發，

只能走到 I再接 B，到了 B時有兩個選擇分別是 H、K，若選擇H

的話就只能再接到 J，這使得 J無法成為終點，而選擇K則無法走

到 H，所以 3×4 的矩陣沒有馬步迴圈。又若想從 B這格開始有三條可能路線，可走

B-I-G-A-J但之後若走 H則無法繼續，若不走 H則 H就永遠走不到。走 K-E或K-D

的話，結束點就一定要在 I，不然 I 就走不到(因為 I只剩一條橋)，那麼反過來由 I 往

回走 I-G-A-J，此時 H就會出現同上的問題，所以無法完成。綜合上述幾點及前面得

到的解，得證 3×4 的矩陣只能有圖中綠色格為起點或終點。 

2. 3×8 

圖 24 中，從 S1 開始的話則 A和 B必須分別是出發點和結

束點，因為若不當做出發和結束點則必有一個走不到。若走

S1-A-C則倒回來走一定是 B-D，之後 C和 D可以隨意選走

X或 Y 路線到達X和 Y1或 Y2，此時必接右邊的 3×4 矩陣，

但由已知的三組解中得知無法適當的連接X和 Y1或 Y2，所以 3×8 的矩陣無法以 S1

或 S2 的位置為起點或終點。又由已知解中得知其餘的格子均可做為起點。 

3. m=10+4k，k≥1 時 

圖 25 中，已知 3×10 的馬步迴圈，由 16

為起點 15 為終點，走完後連接 3×4 矩陣

的 S 而結束在 E，因為 E 可以再迴到 16，

所以得到 3×14 的一個馬步

迴圈解。由歸納法可得，如

圖 26 中大矩陣的 S位置只有

兩條橋，必為一進一出，所

以只要有迴圈的解即可把 S 做為起點 E 當做終點，之後接到小矩陣 S 的位置，而走

圖 24 

圖 25 

圖 26 
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已知的路徑可到達 E，且因為 E 可以再回到出發點的 S，所以得到一馬步迴圈的解。 

4. m=12+4k，k≥1 時 

同上述 m=10+4k的解法，在此時

我們一樣先找出 3×12 的馬步迴圈

(如圖 27)，之後用歸納法將連接

的矩陣無限延伸，而得到

一馬步迴圈的解(如 

圖 28)。 

 

 

 

 (三)、n=4 時 

 

 

 

 

 

同 4×4 無解的證明，在此不論 m 為奇數或偶數，若將格子套色如圖 29、30 的話，橘

色格只能走到白色格，而若想要有迴圈就必須橘、白、橘、白的走才有可能。但圖

30 中，藍、白格要連接時，必須於圖 29中的白格中連接，所以得證不可能有迴圈。

同理可知若想要完成 4×m 的矩陣，必須以橘色格為起點，走圖 30 中的同色格，直到

走完後再接不同色格才能有機會完成。由此結果我們猜測若起點為圖 30 中的藍格，

則必有至少一解，且終點的位置在任一白格與圖 29中橘格交集之格子，下面我們用

迴圈法來證明此猜測。 

1.m=2k+1，k≥1 

圖 31 中，A 迴圈在中間兩列時剛好都可以走到白格，

而所有的白格又剛好是一個迴圈，所以可以結束結在

任一格。 

 

2.m=2k，k≥3 

圖 32、33 中，分別為兩種可能的情

況，均是有兩個迴圈 A、B，且除

了角落的 A、B 外均可互換(即 A 走

到 B或 B 走到 A)，所以不論從哪格

開始都可走完 A 和 B。而當 A、B

在中間兩列時剛好都可以走到白格，所以此時可完成所以格而結束，得證上述猜想。

另外，我們用程式找解時發現在 m比較大後，任一個前面證出有解的點開始時，可

以結束在圖 30 中一、四列與起點不同色的格子，不過目前還未得到完整的證明。 

(四) n、m 均大於 4 時  

同前面 n×m 路徑的證明，這一部份我們也是用連接法來證，不同的是這裡需要考慮

圖 27 

圖 28 

圖 29 圖 30 

圖 31 

圖 32 圖 33 



 

- 11 - 

格子數不能為奇數和 p、q之奇偶的影響。在此我們不再將十五種情況分別討論，而

只考慮關鍵矩陣的奇偶和 p、q的奇偶來證明。 

1. 關鍵矩陣為奇×奇(圖中的關鍵矩陣均只以其中一個為例，其它情況可依此類推) 

(1) p為奇數、q為偶數 

 

圖 34 
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(2) p、q均為偶數 

 

2. 關鍵矩陣為偶×奇(奇×偶與偶×奇互為對稱，因此可以看為一組) 

(1) p為奇數、q為偶數 

 

圖 35 

圖 36 
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在此若 p=1或 q=1，則用圖 36 之繞法將不能找到迴圈，所以我們用類似 3×m 時的證

法來補上 p=1(圖 37)及 q=1(圖 38)時的證明。 

 

 

(2) p、q均為偶數 

圖 37 

圖 38 

圖 39 



 

- 14 - 

(3) p、q均為奇數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 關鍵矩陣偶×偶 

(1) p為偶數、q為奇數 

圖 40 

圖 41 

圖 40 
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偶×偶的情形在 p=1或 q=1 時也無法從上圖得到迴圈，因此以圖 42 中之方法證明。 

 

 

(2) p、q均為奇數 

 

 

 

 

 

三、n×m 為奇數時的解 

前面我們已用簡單的方法證明了必無解的情況，但尚未確定是否其它格子均可有解。一開

始我們想用迴圈法來證明，但此種方法只適用於方陣無法推至矩陣，且證明方法複雜；後

來我們又試著用上面 n×m 矩陣迴圈解的證法，但由於 5 為奇數，無法推證到所有格子。最

後，我們將連接的 5×5 方陣改為偶數的 6×6 方陣，以解決此問題，且因為六為偶數不論增

加奇、偶數個，整個大矩陣仍為奇×奇，也就可以不用考慮奇偶不同的影響。另外我們也用

程式做較小矩陣的確認。 

圖 42 

圖 43 
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1. p為偶數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第一次從關鍵矩陣中的任一黃格為起點，由已知的解得均可結束在藍點，而延綠色

箭頭的方向走(圖 44)，每一矩陣均以紅點開始、藍點結束(從已知解得知可完成)，即

得在關鍵矩陣中的黃格出發均可完成，但如果要推到其它格子的話，會受奇數格的

影響必須用下面的方法倒著走回去。 

 

 

 

 

 

 

 

 

如圖 45左中，關鍵矩陣右邊的矩陣中，任意黃格開始均可結束在藍點，則可以繼續

連下去，只有在連接路線碰到關鍵矩陣後，奇數格會使接下來的起點和終點格顏色

改變(如圖 45右)，所以必須有所變化，不過均可延此一規則延伸下去。 

圖 44 

圖 45 
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2.p為奇數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由前面的證明可以確定在大的矩陣皆可完成，但若是連接矩陣只有一行或一列時就

無法繞回前面那個迴圈，因此下面我們補充只有一行或一列時的證明。 

3. 3×m、5×m、7×m、9×m時 

我們找到小矩陣中若以藍字的格子開始

皆可以結束在紅字的格子，則由前面的證

明我們可以確定後面不論再接多少個 3×4

矩陣皆可完成。而每一接上的矩陣皆可依

圖 47中的數字順序走完(遇到紅或藍的數

字時先走完原矩陣的所有方格再做連

接)，所以不論 m為多少時，只要該方陣

是有解的即得由黃色格開始皆有解。而

5×m、7×m、9×m時也可以相同方式證明。 

 

 

 

 

 

 

圖 46 

圖 47 
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四、虧格條件 

在前面我們討論了所有完整的矩陣的情況，其中有幾個較小的矩陣是無解的，這讓我

們想到若將棋盤改為虧格的形式時是否可以有解？答案是肯定的！下面我們先說明可

有解時的條件： 

(一) 奇數格的矩陣中虧格只能位於原先套色後格數多一格的顏色格子，而偶數格的矩陣則

任一格均可做為虧格。 

(二) 若虧格位置在原矩陣中是可當起點的格子，則該虧格矩陣至少必有一馬步路徑解，由

原先的第二步開始走即可完成。 

(三) 有虧格的矩陣中，橋數為 1的格子須做為起點或終點(不得有格子之橋數小於 1)。因此

若虧格造成有兩個可以馬步連結的格子或任三個以上的格子橋數為 1時，該矩陣將無

法完成。 

(四) 若有虧格後，使圖形中一點有超過二條必走路徑(不能刪的橋)，則必無法完成。 

(五) 在找解的過程中，若出現兩個格子只有 1條橋，則必須先走其中一格且須以另一格為

終點；若出現三個以上格子只有 1條橋，該矩陣將無法完成。 

五、有虧格的矩陣與馬步路徑 

(一) 原先無解的矩陣 

1. 3×3 

圖 48中，中間的格子無路徑相連，故虧格必須位於中間的格子，而在

有虧格後可得到一迴圈。 

2. 3×5 

在無虧格之前，因為中間的格子有超過 2條必走路徑而無法完

成。所以在有虧格後，必須讓該格的必走路徑小於 2，才有機會

完成。在這些限制下我們得到可有解時虧格的位置必須在四個角

落之一(圖 49中灰色格為虧格位置)，可以圖 49中相對於 S的位

置做為起點與終點。 

3. 3×6 

如圖 50、51中所示，可有解時虧格

位置必須位於相對於灰色格的位

置，且起點與終點在 S的位置。 

 

4. 4×4 

虧格位於角落的格子時可使原無法相連的迴圈相連，故以圖 52中 S

為起點時可有解。 

 

 

由上面的結果我們發現，原來較小的矩陣會因橋數限制而無法有解，但在有虧格時

也有可能找到一個以上的解。 

1 6 3

4 8

7 2 5

S

S S

S

S S

S

S

S S

S

S S

S

S

S S

S

圖 48 

圖 49 

圖 50 圖 51 

圖 52 
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(二)在 n、m大到一個程度後 

前面討論了無解矩陣在有虧格時可以有解的情況，這也讓我們好奇在其它矩陣中有虧

格時可以有解的情況又是如何？原本我們想用前面證明偶數格矩陣有迴圈和奇數格矩

陣可有路徑的連接法，但發現情況非常的複雜，且若虧格可在矩陣中任一位置，要討

論的次數就有矩陣格子數那麼多，如此一來就算是小矩陣也很難找出所有可能，在大

矩陣就更是天方夜譚了。失敗！不過後來我們想到不見得一定要用小的連成大的，也

可以把大的割成小的，而且發現用這種分割的方式只需找出一個小矩陣，確定它在有

一虧格時可以有迴圈或套色後格數多一格的顏色格子均可開始，這樣就可以在割出該

小矩陣後連接剩下的方格而證明出無限大時的情況。但是過程中我們又遇到了一些困

難，這個「小矩陣」似乎不太小，它至少有一邊要大於 6，所以扣掉對稱後虧格位置

至少有 9種，而每一種必需找出 17個不同開始點的解，總共需要 153個解！根本不太

可能用人工慢慢的一個一個找，還好我們有電腦幫忙，找了好幾天終於找到 6×6的矩

陣可以符合前面「小矩陣」的條件(以後稱該 6×6矩陣關鍵矩陣)，於是就用先分割後

連接法來完成這一部分的證明。成功！ 

1.分割與連接的方式 

將大的矩陣用直線與橫線分割(每次隔 6格)直到均超過中線(如

圖 53)，因為對稱的關係，只要確定圖中黃色區域的格子有虧

格時的情況即可推至整個矩陣。又黃色域為多個 6×6的矩陣，

所以只須確定虧格位於這些 6×6的矩陣時，可以有迴圈或在套

色後可以以與虧格不同色的格子當起點，即可得到該大矩陣不

論虧格位於何處的所有情況。 

而在用直線與橫線分割後，要讓小矩陣可以順利相連有三種不同的切割與連接方

式。第一種為關鍵矩陣位於第一行，第二種為關鍵矩陣位於第一列，其它情況則為

第三種。這三種情況的分割與連接方式如下面簡圖所示：

 

 

圖 55中藍線表示該情況的方割方法，紅線則是連接的方式。 

圖 53 

圖 54 

圖 55 
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2.有虧格後總格子數為偶數的矩陣 

在奇數的矩陣套色後會有一種顏色的格子數較多，所以要有解的第一個條件是虧格

位置只能在套色後格數多一格的顏色格子(在圖中為黃色的格子)。而在矩陣夠大時，

因為橋數多，少幾條橋對矩陣的影響就相對減少，我們用上面介紹分割與連接的方

式來證明：在大的奇數矩陣中，若虧格位於套色後黃色的格子，則可有迴圈，即每

一格均可做為起點。(紅點與藍點為各小矩陣起點與終點的位置，綠色箭頭為連接方

式) 

 

圖 56 

圖 57 
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依著圖 58中提示的路線走，只要確定紅點與藍點的位置可以做為起點與終點即可。 

下面是 6×m時均可有解的證明。 

 

 

圖 58 

圖 59 

如圖 59中，因為 3×m的矩陣在 m為奇數時，前面已經證明出均可以以套色後格數

多一格的顏色格子開始而結束在角落；另外在偶數時，我們也用同樣的方法證出，

現在我們利用已知 3×m矩陣的解，應用上圖的方法連接(S為開始，E為結束，數字

依順序)即可得到 6×m的矩陣，可以任一格開始而結束在角落其他所需的解，我們也

用同樣的方法證出，但礙於篇幅有限在此不一一列出。 
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3. 有虧格後總格數為奇數的矩陣 

在奇數的矩陣中，因套色後兩種顏色的格子數一樣多，所以在大的矩陣虧格可以在

任一個格子。證明的方式跟前面奇數矩陣有迴圈的相似，不過偶數的矩陣少了一格

後格子數就變成奇數，因此不會有迴圈，所以不能像前面的證明繞一圈即完成，而

必須一個矩陣一個矩陣的換，確定虧格在不同位置時任一個套色後格數多一格的顏

色格子均可完成。 

 

圖中關鍵矩陣的任一紅格開始均可結束在藍格而依箭頭指示走紅的開始藍的結束即

可走完所有格，接著一次一次的把開始點移到其它矩陣，同樣的以綠色箭頭指示方

向走，只需將開始與結束位置稍微掉換一下(如下頁圖 61)。在此關鍵矩陣可自由的

上下左右移動，所以當關鍵矩陣不是在第一行或第一列時均可得：虧格位置在任一

個黃格時，任一個白格均可做為起點。不過若關鍵矩陣位在第一行、第一列，或虧

格位置在黃格時就需要用到圖 62、63、64的分割與連接方式才能得證。 

 

 

 

 

 

 

圖 60 
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圖 61 

圖 62 
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圖 64 

圖 63 

上面證明了大矩陣有虧格的情況，但這些證明均不適用於小矩陣，因為小矩陣無法再

分割。 又如果想直接找出小矩陣的所有可能又會因橋數少，虧格不能位在特定的一些

格子，造成有太多的狀況需要討論，所以目前還在研究如何證明小矩陣的較佳方法。 



 

- 25 - 

柒、結論 

一、在 n×m的矩陣中(限制 n、m均為不小於 3的整數且 n大於等於 m)，至少有一馬步路徑

解的條件有：  

 (一)、n=3，m不等於 3、5、6 

 (二)、n=4，m不等於 4 

二、在有解的 n×m矩陣中，可由任一格做為起點的條件有： 

 (一)、n×m不為奇數 

 (二)、n=3，m不等於 4、8 

 (三)、n不等於 4 

三、在 3×4的矩陣中有馬步路徑解的條件是，下圖中有 X的格子不可做為起點，其餘皆可。 

 

 

 

四、在 3×8的矩陣中有馬步徑路解的條件是，下圖中有 X的格子不可做為起點，其餘皆可。 

 

 

 

五、在 4×m的矩陣中有馬步徑路解的條件是，下圖中白色的格子不可做為起點，其餘皆可。 

 

 

 

 

六、在 n、m均為奇數且 n×m之矩陣不為無解，則其有馬步路徑      

解的必要條件是，將格子套色後格子數較少的顏色格子不可

做為起點。 

 

 

七、無解的矩陣在有虧格位於適當的位置時也可以有至少一組解。 

八、在大的矩陣中有一虧格後，總格數為奇數的矩陣可以以套色後格數多一格的顏色格子為

起點，總格數為偶數的矩陣則可以任一格為起點。 

九、另外，在說明書及版面中未能呈現的，有藉由電腦程式的輔助幫我們找出固定起始點之

所有解及人工不易找出的解。再者，我們也寫出棋盤上馬步的遊戲程式，可供初次接觸

此主題的人玩，引導他們一窺馬步的奧秘，在我們現場的電腦中有展示出來可供大家參

考。 

十、希望未來能夠透過將棋盤座標化，找出最短路徑的函數模式，為做 IC設計與快遞或宅急

便之運輸路線規劃之利用。 
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評語： 

1.馬步問題頗為常見，研究問題不妨參考西方

數學家的想法。 

2.透過數學軟體的強力計算，尋找可能分類的

方式，以了解其對稱性及結構。 


