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壹、摘要 

一、 本研究的最初來源系出自Crux Mathematicorum 的第 1367題，原題目為： 

在 n個並列圓的圖形上，放置數個相同的圓，放置的要求為： 

(1) 為了使圖形中的圓穩固，上一列的圓必須與下一列的兩個圓相切。 

(2) 任一列的圓必須相連。 

例如：圖一與圖二是不被允許的，而圖三則符合要求。 

 

因此，當 n = 3時，共有下列 5種不同的方式。 

 

試問：令 an為底座是 n個並列圓的放置的方法數，求 an的一般公式。 

由於翻譯時漏了第(2)個條件，竟意外的得到一個美妙的結果： 

在此問題中， 

若要求相連，則得到費氏數(Fibonacci Numbers)； 

若要求可不相連，則得到凱特蘭數(Catalan Numbers)。 

即 

(1) 要求相連時（n階圓塔），放置方法數的一般項 

圖一 圖二
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(2) 要求可不相連時（n階廣義圓塔），放置方法數的一般項 
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二、 接著將底座改成放置在平面上的球（有正方形放置或正三角形擺放兩

種）， 

(1) 正方形放置的（方形球塔），其放置方法數的遞迴式為 

c1 = 1 , c2 = 2 , c3 = 7 , cn= 4cn–1 – 2 cn–2 + cn–3, (n ≥ 4) 

(2) 正三角形放置的（三角球塔），其放置方法數的遞迴式為 

( )1 2 3 1 2 3
2

1, 2, 7, 4 2 , 4n n n n nd d d d d d d d n 
 
 

− − −= = = = − + + ≥  

其中[x]為高斯符號。 

 

貳、研究動機 

   老師教完遞迴數列後，給我們練習一題『圓塔』的問題，思考一週後仍沒有

具體成果，經老師加一個條件後才解出。解出之後老師才爆出內幕，原來是老

師從原文書翻譯過來時，把『任一列的圓必須相連』這個條件漏掉了。雖然真

相如此，但心中卻出現了一個疑問：『少了一個條件是否也有令人驚喜的答案

呢？』，於是我們開始招兵買馬，一同為解決這個問題而奮鬥，並進而希望將其

推廣到『球塔』。 

 

參、研究目的 

希望能找出『n階圓塔』及『n階廣義圓塔』的一般式，並接著將底座改成

放置在平面上的球（有正方形放置或正三角形擺放兩種），進而找出『方形球塔』
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及『三角球塔』的一般式。 

 
 

肆、研究設備與器材 

紙、筆、電腦與網球。 
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伍、研究過程 

一、 n階圓塔 

(一) 遊戲規則： 

在 n個並列圓的圖形上方，放置數個相同的圓，放置的要求為： 

1. 為了使圖形中的圓穩固，上一列的圓必須與下一列的兩個圓相切。 

2. 任一列的圓必須相連。 

並將符合上述條件的圖形稱為『n階圓塔』。 

例如：圖一與圖二是不被允許的，而圖三則符合要求。 

 
因此，當 n = 3時，有下列 5種不同的『3階圓塔』。 

 
接下來我們要探討的是：『n階圓塔』的個數有多少呢？ 

(二) 推導過程： 

首先我們以『ak』表示『k階圓塔』的個數。 ( k ∈ N ) 

3. 顯然 a1 = 1, a2 = 2 

 
4.  

第三列 

第二列 

第一列 

k = 1 k =2 

圖一 圖二 圖三
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(1) 考慮 k = 5時的情形： 

○1 當第二列恰有 4個圓時，此時相當於 k = 4的情形。  

 ⇒ 共有 a4種排法 

○2 當第二列恰有 3個圓時，因為 3個圓要相連，所以共有 2種放置法,

而每種放置法皆有相當於 k = 3的情形。  

 ⇒ 共有 2×a3種排法 

○3 當第二列恰有 2個圓時，有 3種放置法，且皆有相當於 k = 2的情

形。  

 ⇒ 共有 3×a2種排法 

○4 當第二列恰有 1個圓時，有 4種放置法，且皆有相當於 k = 1的情

形。  

 ⇒ 共有 4×a1種排法 

○5 當第二列恰有 0個圓時，只有 1種圓塔。  

：不可放圓的位置

：確定有圓的位置

：可以放圓的位置



 -6-

 ⇒ 1種排法 

○6 綜合以上○1 ~○5 ，可得 a5 = a4 + 2a3 + 3a2 + 4a1 + 1 

(2) 接著考慮一般情形： 

當第一列共 n個圓，且第二列恰有 m個圓時 (1 ≤ m ≤ n – 1)，因為此

m個圓須相連，所以共有(n – m)種不同的放法。而當這 m個圓固定

後，由定義知其上方排列的圓塔共有 am種。又當 m = 0，即第二列 0

個圓時，也算 1種圓塔。所以 

an = an–1 + 2 an–2 + 3 an–3 +… + (n – 1) a1 + 1 , (n ≥ 2) 

5. 求 an的一般式： 

令αk = ak+1 – ak   

   = ( ak + 2ak–1 + 3ak–2 + … + k a1 + 1)  
        – (ak–1 + 2ak–2 + … + (k – 1) a1 + 1) 
   = a k + ak–1 + ak–2 + … + a1 (k∈ N) 

則αk+1 – αk  = (a k+1 + ak + ak–1 + … + a1 ) – (ak + ak–1 + ak–2 +… + a1 ) 

    = ak+1 

即 1

1 1
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，其中 a1 = 1, α1= a2 – a1 = 1 

因此數列 < a1, α1, a2, α2, a3, α3, a4, α4, … >為費氏數列(Fibonacci 

Sequence)  

所以數列<an>為費氏數列的奇數項所成的數列。 

故 ])
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也就是說，『n階圓塔』的個數 = 
 1 

 5 
[(

 1 + 5
 2 )2n–1 – 

 1 – 5
 2 )2n+1]。 
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二、  n階廣義圓塔 

(一) 遊戲規則： 

在 n個並列圓的圖形上方，放置數個相同的圓，放置的要求為： 

1. 為了使圖形中的圓穩固，上一列的圓必須與下一列的兩個圓相切。 

2. 任一列的圓可以不相連。 

並將符合上述條件的圖形稱為『n階廣義圓塔』。 

例如：圖一是不被允許的，而圖二及圖三則符合要求。 

 
因此，當 n = 4時，有下列 14種不同的『4階廣義圓塔』。 

 
接下來我們要探討的是：『n階廣義圓塔』的個數有多少呢？ 

(二) 推導過程： 

首先以『bk』表示『k階廣義圓塔』的個數。( k ∈ N ) 

1 
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11 

2 
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圖一 圖二 圖三
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1. 顯然 b1 = 1, b2 = 2 

 
2.  

(1) 考慮 k = 5時的情形： 

○1 如下圖所示，將最右側邊的 5個圓稱為第 5排，其次的 4個圓稱為

第 4排，其餘依序編號第 3排、第 2排及第 1排。 

 

○2 將每一排中，不放圓的位置稱為『空格』。因為每一排的最底下一

個位置，一定要放圓，因此第 m排最多有(m – 1)個『空格』。 

例如： 

 

○3 每一排的『空格』數必定大於或等於其前一排的『空格』數。 

例如： 

k = 1 k =2 

第 1排：0個「空格」
第 2排：1個「空格」
第 3排：1個「空格」
第 4排：3個「空格」
第 5排：3個「空格」第

1
排

第
2
排

第
3
排

第
4
排

第
5
排

第
1
排

第
2
排

第
3
排

第
4
排

第
5
排
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(2) 考慮 5×5方格中，由點 A(0, 0)取捷徑走到 B(5, 5)，且不超過對角線(可

碰到對角線)的情形： 

○1 如下圖，由左至右，依序將每排編號，並將每一種捷徑走法中，被

所走路線包圍下方的方格稱為『階梯』。 

 

○2 因為所走的路徑不超過對角線，因此第 m排下方的『階梯』最多(m – 

1)格。 

○3 因為捷徑只能往右或往上走，所以每一排的『階梯』數必定大於或

等於其前一排的『階梯』數。 

(3) 將每一種『5階廣義圓塔』，與『5×5方格中的每一種不超過對角線的

捷徑路線』作對應： 

○1 將『5階廣義圓塔』中，每一排的『空格』數，對應到 5×5方格中，

第 3排有 2個「空格」, 
則第4排的最上面2個

位置必為空格

第
1
排

第
2
排

第
3
排

第
4
排

第
5
排

0
個
﹁
階
梯
﹂

1
個
﹁
階
梯
﹂

1
個
﹁
階
梯
﹂

3
個
﹁
階
梯
﹂

3
個
﹁
階
梯
﹂
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每一排的『階梯』數，即形成一種不超過對角線的捷徑路線。 

例如： 

 

也就是說，任一個『5階廣義圓塔』，都可以找到一個『5×5不超

過對角線的捷徑路線』與其對應。 

○2 若將 5×5方格中的每一種不超過對角線的捷徑路線中，每一排的

『階梯』數，對應到 k = 5的堆圓中每一排的『空格』數，也可形

成一種『5階廣義圓塔』。 

例如： 

 

也就是說，任一個『5×5不超過對角線的捷徑路線』都可以找到一

個『5階廣義圓塔』與其對應。 

○3 綜合○1、○2 知兩者一對一對應，因此『5階廣義圓塔的個數』=『5×5

方格中不超過對角線的捷徑走法數』。 

(4) 一般而言，『n階廣義圓塔』與『n× n的方格中，由點 A(0, 0)取捷徑

階梯數：0 0 2 3 4 空格數：0 0 2 3 4 

階梯數：0 1 1 3 3 空格數：0 1 1 3 3
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走到點 B(n, n)，且不超過對角線的捷徑路線』是可以一對一對應的。

也就是說，『n階廣義圓塔數』等於『n× n的方格中，由點 A(0, 0)取

捷徑走到點 B(n, n)，且不超過對角線的捷徑走法數』。 

3. 接著我們探討，在 n× n方格中，由點 A(0, 0)取捷徑走到點 B(n, n)，且不

超過對角線的方法數： 

下圖為正方形(n×n)棋盤街道，若要求不可越過直線 y = x（可碰到），

則由 A到 B取捷徑的走法有幾種？ 

 

(1) 由於不可越過直線 y = x，因此第一步必由 A走到 C點。於是， 

所求 = (C到 B的捷徑走法數) –(C到 B的越區捷徑走法數) 

其中『越區』是指路徑中有超越直線 y = x的情形。 

(2) 如下圖，若以直線 L為對稱軸，將 C對應到 C'，則 C→B任一越區的

捷徑路線必恰與 C'→B的捷徑路線一對一對應。 

A 

B

C 

y = x
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理由如下： 

  因為 C→B任一越區的捷徑路線必與對稱軸 L至少有一交點。令最

後一個離開 L的交點為 P，則以線段RP為對角線所形成的正方形內，

將越區的路線對直線 L作對稱路線，而 P到 B的路線維持不變。 

例如：越區路線 C→E→D→F→P→G→B 

其對應路線為 C'→E'→D→F'→P→G→B 

如此，每一個(C→B的越區捷徑路線)都可以找到一個(C'→B的捷徑

路線)與之對應；相反地，每一個(C'→B的捷徑路線)經對稱後，便形

成一個(C→B的越區捷徑路線)。因此，這兩種路線一對一對應。故 

(C→B的越區捷徑走法數) = (C'→B的捷徑走法數)。 

(3) 所求 = (C→B的捷徑走法數) –( C→B的越區捷徑走法數) 

  = (C→B的捷徑走法數) –( C'→B的捷徑走法數) 

  = (( 1) )! (( 1) ( 2))!
( 1)! ! ( 1)!( 2)!
n n n n
n n n n
− + + + −−
− + −

  

  = (2 1)! (2 1)!
( 1)! ! ( 1)!( 2)!

n n
n n n n

− −−
− + −

 

  = (2 1)! (( 1) ( 1))
( 1)! !

n n n n n
n n

− × + ⋅ − ⋅ −
+

 

L(不可碰)

R 

B

C 

y = x

C ' E '

F '

A 

E 

F P
G

D 

C至 B的越區路線：
C→E→D→F→P→G→B
 
對應 C'至 B的捷徑路線：
C'→E'→D→F'→P→G→
B 
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  = (2 1)! 2
( 1)! !

n n
n n

− ×
+

 

  = (2 )!
( 1)! !

n
n n+

 

  = (2 )! 1
! ! 1
n

n n n
×

+
 

  = 
2

1
n

nC
n+
。   

4. 由 2, 3討論得知： 

bn =『n階廣義圓塔數』=『n×n的方格中，由點 A(0, 0)取捷徑走到點 

B(n, n)，且不超過對角線的走法數』= 
2

1
n

nC
n+

 

即『n階廣義圓塔』的個數 = 
C n

2n 
 n + 1  

此數在數學上是有名的『凱特蘭數』。 
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三、 n階方形球塔 

(一) 遊戲規則： 

在以 n2個球排成邊長為 n的正方形上方，放置數個相同的球，放置的要求

為： 

1. 每一層都需排成正方形(或是不排任何球)，且恰一個正方形。(若該層只

有一顆球，則視為 1×1的正方形。) 

2. 每一球必需與下一層的四球相切。 

3. 為了使此球塔穩固，上一層的邊長必須小於下一層的邊長。 

並將符合上述條件的圖形稱為『n階方形球塔』。 

例如:圖一與圖二是不被允許的，而圖三則符合規定。 

 
因此，當 n = 3時，有下列 7種不同的『3階方形球塔』。 

 

接下來我們要探討的是：『n階方形球塔』的個數有多少呢？ 

(二) 推導過程： 

圖一 圖二 圖三 
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評語： 

1.題目為「發現凱特蘭數」，然而在數學文獻

當中，討論凱特蘭數之性質的文章已多。因

此本研究改名為「重新發現凱特蘭數」或許

更為巧當。 

2.本研究所探討的主題「凱特蘭數」的組合對

應頗為新穎。 

 


