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壹、摘要 

在本文中我們以同心圓和直線構成蜘蛛網，並對每一個蜘蛛網定義出蜘蛛數；則若在此

蜘蛛網中加入缺口後，會影響蜘蛛數的大小。探討蜘蛛網上的缺口該如何配置，才能夠得到

蜘蛛數的極值(最大值及最小值)。 

首先由一直線或圓該如何分配缺口，蜘蛛數將有極值，再深入探討許多條直線或圓上的

情況，進而推展到許多同心圓及通過圓心的許多條放射線的缺口該如何分配，蜘蛛數才會有

極值發生。像科學家的研究，藉由特殊化簡單的情況，進而推廣至較為複雜一般化的結果。 

    在得到初步的結果之後，我們再將研究的目標轉到三個不同方向：將蜘蛛數的規則放到

其他圖形中(正多邊形、星型)；設計出新採地雷遊戲；總缺口數為定值的策略設計。 

    以下是研究過程圖： 
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<第一章>   

求得所有 N(m,n,x,y) 

  蜘蛛數的 max、min 

<第一章 第 1 節> 

＜無缺口＞ 

N(m,n,0,0)  

 
＜有缺口＞

N(m,n,x,y) 

【定理一】 

S=4mn(m+n) 

<第一章 第 2 節>

＜一圓上的缺口＞

N(1,n,x,0) 

【定理三】 

<第一章 第 2 節> 

＜一直線上的缺口＞

N(m,1,0,y) 

【定理四】 

<第一章 第 3 節> 

＜所有圓上的缺口＞ 

N(m,n,x,0) 

【定理五】、【定理八】

 

<第一章 第 3 節> 

＜所有直線上的缺口＞ 

N(m,n,0,y) 

【定理六】、【定理九】 

<第一章 第 4 節> 

<總結 N(m,n,x,y)>   

【定理十】 

<第二章> 

<改變蜘蛛網> 

<第三章> 

<新踩地雷> 

<第四章> 

<總缺口數為定值>



           

貳、研究動機 

    有一次上專題課時，老師拿了幾本有關數學的書，因為我們較愛好有關於數字的數學，

所以在這些書中，我們選了數字的異想世界，看過此書之後，發覺書裡面有一章〝蜘蛛網的

數學〞讓我們最感興趣。書中提到古戈爾博士非常喜歡蜘蛛網，一天古戈爾博士在一處熱帶

雨林中，看見一個半徑約達一公尺的巨型蜘蛛網，陽光照在網上使絲路清晰可見，於是他構

思出一個傷腦筋的問題：如果一隻受到藥物影響的蜘蛛，織出具有缺口的蜘蛛網，那麼對網

上結點的關係將有什影響？如何找出蜘蛛數的極值(最大值與最小值)？因為在高一時接觸到

高斯函數的性質，高二又學會柯西不等式的原理，我們以此數學工具作分析，藉由這個有趣

的問題做出以下的研究內容與成果。 

參、研究目的 

一、∀N(m,n,x,y)，找出 fmax 與 fmin 擺放缺口的策略與通式。 

二、在正多邊形和星形之蜘蛛網上找出 fmax 與 fmin 擺放缺口的策略與通式。 

三、給定一隱藏缺口的蜘蛛網及佈於網上之所有 F(i,j)，找出原有缺口位置。 

四、在總缺口數為定值，即 x+y=k 的情況下，找出 fmax 及 fmin 缺口的擺放策略與通式。 

肆、研究設備及器材 

Visual Basic 軟體、電腦、紙、幾枝筆、人腦。 

伍、研究過程及方法 

第一章、對於所有 N(m,n,x,y)，找出 fmax、fmin 缺口的擺放策略與通式。 

(一)符號及說明 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖一)  

1. N(m,n,x,y)：表示一個蜘蛛網。限定最小蜘蛛網為 N(1,1,0,0)，並規定圓心為一個結點。

m：同心圓的個數。        n：直線數。 

x：所有圓上的缺口總數。 .. y：所有直線上的缺口總數。 

     <如圖一>：N(3,4,2,2) 代表蜘蛛網上有三個同心圓；四條放射線；   

        而圓上共有兩個缺口；直線上共有兩個缺口。 
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 2. (i,j)：表示結點在 N(m,n,x,y)中的位置。定義(0,0)為圓心。 

i：表示由內往外第 i 個圓； 

j：以 x 軸正向為基準，沿逆時鐘方向由 1 數來的第 j 個結點。 

    <如圖一>：最外圓的結點依次為(3,1)、(3,2)、(3,3)、(3,4)、(3,5)、(3,6)、(3,7)、(3,8)。 

 3. F(i,j)：結點(i,j)的蒼蠅數，其值為以結點(i,j)所在的位置， 

分別計算沿著圓可到達的結點數，以及沿著直線可到達的結點數兩者之和； 

值得注意的是，本身(i,j)該點並不算在內。 

    <如圖一>：F(3,3) = (沿圓可到的結點) + (沿直線可到的結點)  

                = (圖中的綠色結點) + (圖中的紅色結點) = 8。 

 4. S＝S(m,n,x,y)：表示蜘蛛網 N(m,n,x,y)上的蜘蛛數 = ∑ F(i,j)。 

    <如圖一>：S(3,4,2,2) = 304。(圓心的蒼蠅數為 21) 

 5. f(m,n,x,y)(減少量函數)：受圓上 x 個缺口和直線上 y 個缺口的影響，F(i，j)和 S 會減少；

以 fx 表示圓上 x 個缺口造成的減少量函數；fy 表示直線上 y 個缺口造成的減少量函數。

因為 fx 和 fy 不會互相影響，為兩個獨立的函數，所以 f(m,n,x,y) = fx+fy。 

並以 fmax、fmin 分別代表 f 的最大值和最小值。 

    <如圖一>：在所有圓中，因為同一圓上的點仍可互相到達，所以 fx=0。 

      F(1,3)和 F(2,3)間的缺口所在之直線中，F(1,3)、F(0,0)、F(1,7)、F(2,7)、F(3,7)相連； 

      F(2,3)和 F(3,3)相連；而兩線段彼此不能到達。所以缺口造成的減少量為 20。 

      F(2,8)和 F(3,8)間的缺口所在之直線中，F(2,8)、F(1,8)、F(0,0)、F(1,4)、F(2,4)、F(3,4) 

      相連，而此一線段和 F(3,8)彼此不能到達。所以缺口造成的減少量為 12。 

      所以 fy=32；f = fx + fy = 32 

 6. g(利益函數)：定義 g(m,1,0,y) = f(m,1,0,y) - f(m,1,0,y-1)， 

表示在直線上放入 y 個缺口和放入 y-1 個缺口時，所造成的減少量之差值； 

同理定義 g(1,n,x,0) = f(1,n,x,0) - f(1,n,x-1,0)。 

定義 gmax(m,1,0,y) = fmax(m,1,0,y) - fmax(m,1,0,y-1)，gmin(m,1,0,y) = fmin(m,1,0,y) - fmin(m,1,0,y-1)，

此時 gmax 和 gmin 並非代表 g 的最大或最小值，而是代表在直線上 y 個缺口和 y-1 個缺口

各自造成的 fmax 之差值，與 fmin 之差值。 

同理 gmax(1,n,x,0) = fmax(1,n,x,0) - fmax(1,n,x-1,0)；gmin(1,n,x,0) = fmin(1,n,x,0) - fmin(1,n,x-1,0)。 

 

(二)研究過程 

第 1 節.確定 N(m,n,0,0)中，S(m,n,0,0)的通式 

 

例 1：N(2,2,0,0) <如圖二> 

F(1,1)=F(1,2)=F(1,3)=F(1,4)=F(2,1)=F(2,2)=F(2,3)=F(2,4)=7 

F(0,0) = 8，S(2,2,0,0) = 64。 

                                              

                                                            (圖二) 

簡單的觀察可以推知以下性質：                              

【性質 1】 所有直線都有 2m+1 個結點；所有圓都有 2n 個結點。共 2nm+1 個結點。 

對於所有 N(m,n,0,0)，F(0,0)=2mn；若(i,j)≠(0,0)，則 F(i,j)=2m+2n-1。 
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則根據【性質 1】可得： 

【定理一】 S(m,n,0,0) = 4mn(m+n)                                           

           

驗證：N(2,2,0,0) <如圖二> 代入公式可得 S(2,2,0,0) = 64，與例 1 所計算的數值皆相符。 

則對於所有 N(m,n,0,0)的問題可由【定理一】解決。 

接下來我們討論當蜘蛛網中加入缺口時的情形。 

 

第 2 節.確定 N(1,n,x,0)和 N(m,1,0,y)中，蜘蛛數 S 的通式 

【性質 2】∀N(m,n,x,y)，S(m,n,x,y) = S(m,n,0,0) - f(m,n,x,y) 

因為已有【定理一】：S(m,n,0,0)的公式，則根據【性質 2】，只要求得 f(m,n,x,y)，便可知

S(m,n,x,y)，所以以下的研究內容都把目標放在求 fmax 和 fmin 上面。 

 

【引理 1】 在兩個原有的缺口之間且具有 k 個結點的線段上，再放置新的缺口時， 

 .只能對這 k 個結點的 F(i,j)產生影響。 

說明：∵這 k 個結點以外的結點，本來就和此 k 個結點彼此不能到達， 

∴新的缺口對此段以外的結點沒有影響。 

∴若設 k 個結點被新缺口分為 a、b 兩段(a+b=k)， 

  .則 a、b 的值只和這 k 個結點的減少量有關。<如圖三>   

 

            (圖三)                          (圖四)                (圖五)  

例 1：N(1,n,2,0)  

∵兩個缺口將圓切成兩段，而圓上共有 2n 個結點。 

∴設一段有 k 個結點，則另一段有 2n- k 個結點。k∈﹝1,2n-1﹞。 

  則 k 個結點的這一段，f = k(2n- k)。(每一結點都少了 2n-k 個結點可以到達) 

  2n-k 個結點的這一段，f = (2n-k)k。(每一結點都少了 k 個結點可到達) 

∴f(1,n,2,0) = k(2n- k) + (2n- k)k = -2k²+4nk  …………………………(1)式 

∴f(1,n,2,0)的函數圖形為開口向下的拋物線，且一階導數 f，(1,n,2,0) = - 4k+ 4n， 

∴fmax(1,n,2,0)發生在 f，(1,n,2,0) = 0 的時候；fmin(1,n,2,0)則發生在函數圖形的兩端點之一。 

max：令.-.4k+ 4n= 0，得 k= n，將 n 代回(1)式，得 f(1,n,2,0)= 2n²。 

     其缺口相對位置<如圖四>：讓圓上的兩段，有最平均的結點數。 

min：分別將 k=1 和 k=2n-1 代回(1)式，均得 f(1,n,2,0)=4n-2。 

其缺口放置的位置<如圖五>：讓圓上的兩段結點數分配最極端化。 
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小結：f(1,n,2,0)= -2k²+4nk，且 4n-2 ≤  f(1,n,2,0) ≤  2n²，要使 f(1,n,2,0)有最大值，

 是讓被缺口隔開的兩段結點數相等；最小值則是讓兩段的結點數相差最多。



           

從上面的例子，初步瞭解到在圓和直線上放置缺口的差異，及在一條直線或一個圓上，

當給定被缺口隔開的各段結點數時，可分別計算出 fx 和 fy 的結果。 

【引理 2】(1)對於所有 N(1,n,x,0)，fx = 4n²-∑
=

x

k
ka

1

2 ； 

.(2)對於所有 N(m,1,0,y)，fy=(2m+1)²-∑
+

=

1

1

2
y

k
kb ，

ka 、
kb 為圓和直線各段的結點數。 

      pf：(1)因為 x 個缺口將圓分為 x 段，設各段分有 1a , 2a ,…, xa 個結點， 

     ∵ ka 這一段到不了其它(2n- ka )個點，又∑
=

x

k
ka

1
=2n， 

     ∴對 ka 這一段的減少量為 ka (2n- ka )， ∴fx =∑
=

−
x

k
kk ana

1
)2( = 4n²-∑

=

x

k
ka

1

2 。 

         (2)同理 y 個缺口將直線分為 y+1 段，設各分有 1b ,…, 1+yb 個結點， 

         fy =∑
+

=

−+
1

1
)12(

y

k
kk bmb =(2m+1)²-∑

+

=

1

1

2
y

k
kb                #  

則根據【引理 2】，只要圓和直線上各段的結點數組合都不變，fx 和 fy 為定值。 

 

【引理 3】在同一圓或直線上，若各線段的結點數組合不變， 

         .則變動各段排列的順序不會影響 f 的大小。 

   說明：N(4,2,0,3)，<圖六>、<圖七>為兩不同排列的網： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         

                    (圖六)                            (圖七) 

同樣是三個缺口在一直線上，分成 1a 、 2a 、 3a 、 4a 四段， 

結點數各為 1,3,2,3，雖然兩者排列不同，但 fy 值同為 58。 

從上面的例子，我們猜測： 

放置缺口於同一圓或直線時，fmax 發生在各段的結點數分配最「平均化」時。 

而 fmin 則發生在各段的結點數分配最「極端化」的情況。 

 

-5- 



           

【定理二】N(1,n,x,0)和 N(m,1,0,y)的均化與極化 

          對於所有 N(1,n,x,0)或 N(m,1,0,y)，欲使 f 有最大值，要讓各段有『平均化』 

          的結點數。而要使 f 有最小值，則讓各段有『極端化』的結點數。 

    pf：(1)平均化：以 N(1,n,x,0)圓上的情況分析， 

          根據【引理 2】，fx=4n²-∑
=

x

k
ka

1

2 ；又已知∑
=

x

k
ka

1
=2n， 

          則根據柯西不等式：(∑
=

x

k
ka

1

2 )(∑
=

x

k 1

21 )≥ (∑
=

x

k
ka

1
)²， 

          所以∑
=

x

k
ka

1

2 ≥  
x
n24  ，可得 fx ≤ 

x
nn

2
2 44 − 。 

          則當 xaaaa ==== ....321 時等式成立，fmax=
x
nn

2
2 44 − 。 

所以各段有最平均的節點數。 但此時限定於 2n≣0 (mod x)  

 當 2n≣k (mod x)時，其中 0 < k < x， 

 若存在 i≠j 使 | ji aa − |≥ 2，(即有兩段結點數相差 2 以上) 

          根據【引理 1】： ia 和 ja 之間的缺口不會影響 ia 和 ja 以外的結點 

          所以若存在兩線段 ia 、 ja 相鄰，則 ia 、 ja 間的缺口造成的減少量為 2 ia ja ， 

 則在│ ia - ja │≤ 1 時，2 ia ja 有最大值。 

          於是調整 ia 和 ja 的結點數，使達成│ ia - ja │≤ 1 的目標。 

          又根據【引理 3】：更換缺口順序使 ia 和 ja 相鄰，fx 並不會改變。 

          所以若存在 ia 、 ja 不相鄰且| ji aa − |≥ 2， 

          則先更換缺口順序讓此兩段相鄰，再調整使│ ia - ja │≤ 1。 

 重複這個步驟，直到任意兩段的結點數最多相差 1， 

 此時 xaaaa ,....,,, 321 的分佈稱為「平均化」，fx 有最大值。 

則這時圓上會有 k 段具有 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1 個結點，x-k 段有 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

個結點。如下圖： 

 
 同理可證 N(m,1,0,y)的情形。 
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(2)極端化：以 N(m,1,0,y)直線上的情況分析， 

 類似平均化的想法，兩線段 ib 和 jb 間的缺口所造成的減少量為 2 ib jb  

          而 ib 和 jb 間的結點分配在一端為 1，一端為 ib + jb -1 時，減少量有最小值。 

 於是調整 ib 和 jb 的結點數，使得一端為 1，一端為 ib + jb -1，重複這個步驟， 

 直到直線上有 y 段只有 1 個結點，1 段有 2m+1-y 個結點。如下圖： 

 

這樣的結點分佈情形即稱為「極端化」。 

同理可證 N(1,n,x,0)的情形。  # 

根據【定理二】分配缺口的策略，可以得出 N(1,n,x,0)及 N(m,1,0,y)兩者 fmax 和 fmin 的公式。 

針對圓上的缺口而言 

【定理三】∀N(1,n,x,0) 

          (1)fmax=2n(2n- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

)- (2n- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

x)( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1)， 

          (2)fmin=(x-1)(4n- x) 

      pf：.(1)根據【定理二】的「平均化」策略， 

     .fmax 發生在 r 段有 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1 個結點，x-r 段有 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

個結點時， 

            .其中 r=2n- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

x，(因為 2n= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

x+r ) 

        .∴fmax= 2n(2n- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

)- (2n- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

x)( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1)。 

          (2)根據【定理二】的「極端化」策略， 

     .    .fmin 發生在圓上 x-1 段有 1 個點，1 段有 2n-x+1 個點時， 

     ,    .∴fmin = (x-1)(4n-x)     # 

同理可得直線上的情形。 

針對直線上的缺口而言 

【定理四】∀N(m,1,0,y) 

          (1)fmax=(2m+1)(2m+1- ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m

) -［2m+1- ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m

(y+1)］( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m

+1)， 

          (2)fmin=(4m+1-y)y 

到此，所有 N(1,n,x,0)和 N(m,1,0,y)之 fmax 及 fmin 的問題，可由【定理三】、【定理四】解決。 

接下來在第三節當中我們擴展到討論將缺口放在 m 個圓上，或 n 條直線上的情形。 

 

第 3 節.確定 N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)中，蜘蛛數 S 的通式 

 

根據【定理三】的結果，若知道每個圓上的缺口數 xk，則可以求得 N(m,n,x,0)的 fmax 與 fmin。 
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【定理五】∀N(m,n,x,0) 

          (1)fmax=2n( 2an- a- 2∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡a

k kx
n

1

2
)+∑

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡a

k kk
k x

n
x
nx

1
)12(2

 

          (2)fmin = 4n(x-a) +x -∑
=

a

k
kx

1

2  

         xk 為 a 個圓中(具有非零的缺口數)，第 k 個圓的缺口數，且∑
=

=
a

k
k xx

1

。 

      pf：(1)假設 m 個圓上的缺口數各為 x1、x2 …xm ，其中若有 a 個圓的缺口數不為 0，   

    根據【定理三】之(1)： 

            fmax=  
1

max  ∑
=

a

k
kf =∑

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

a

k k
k

kk x
nx

x
nn

x
nnn

1
)12)(22()22)(2(     

   = 2n(2an-a- 2∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡a

k kx
n

1

2
) +∑

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡a

k kk
k x

n
x
nx

1
)12(2

 

          (2)同理，根據【定理三】之(2)： 

             fmin =∑
=

−−
a

k
kk xnx

1
)4)(1( = 4n(x- a)+ x -∑

=

a

k
kx

1

2
          # 

同理根據【定理四】我們推導出【定理六】，求得 N(m,n,0,y)的 fmax 與 fmin。 

【定理六】∀N(m,n,0,y)  

(1)fmax=(4m+2)(mb-∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+b

k ky
m

1 1
12 )+ ∑

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

+
b

k kk
k y

m
y
my

1
)1

1
12(

1
12)1(  

(2)fmin=(4m+1)y-∑
=

b

k
ky

1

2，yk 為 b 條具有非零缺口數的直線中，第 k 條直線的缺口數，且 yy
b

k
k =∑

=1

。 

但在【定理五】及【定理六】之中，並不能看出缺口如何分配給所有的圓或直線， 

可使 N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)有 fmax 或 fmin 的情況發生，故【定理五】和【定理六】僅為 

求 fmax 和 fmin 的必要條件。 

說明：<如圖八>在 f 均有最大值的情況下，要再加入一個新缺口，則可以有兩種方式：      

 
(圖八) 

 

           
                (圖九)                             (圖十) 
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我們猜測 N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)的缺口分配，應該是類推 N(1,n,x,0)和 N(m,1,0,y)的結果： 

在 N(m,n,x,0)或 N(m,n,0,y)中，分別將缺口平均分配到各 m 個圓或 n 條直線上，

而各圓及直線上的結點又平均分佈時有 fmax；極端分佈時會有 fmin。 

這裡我們引進 g(利益函數)。(符號及說明 6.) 

從<圖八>變成<圖九>，減少量的變化量= fmax(m,1,0,2) - fmax(m,1,0,1) = gmax(m,1,0,2)  

從<圖八>變成<圖十>，減少量的變化量= fmax(m,1,0,3) - fmax(m,1,0,2) = gmax(m,1,0,3)  

只要我們能證明 g 在缺口數增加時皆為遞減函數，即可得知： 

分配缺口給不同的直線或圓時，平均化分配可得 fmax，極端化分配可得 fmin。 

【引理 4】(1)gmax(1,n,x,0)= 4n( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

) + x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1) - (x-1) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

+1) 

.(2)gmin(1,n,x,0)= 4n+2- 2x 

      pf：(1)因為 gmax(1,n,x,0) = fmax(1,n,x,0) - fmax(1,n,x-1,0) 

    . 根據【定理三】之(1)，知道 fmax(1,n,x,0)和 fmax(1,n,x-1,0)， 

    . 所以 gmax(1,n,x,0) = fmax(1,n,x,0) - fmax(1,n,x-1,0) 

         = 4n( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

) + x ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1) - (x-1) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

+1) 

        (2)同理根據【定理三】之(2)，gmin(1,n,x,0) = fmin(1,n,x,0)- fmin(1,n,x-1,0)= 4n+2-2x   # 

同理根據【定理四】推導出 gmax(m,1,0,y)和 gmin(m,1,0,y)的公式。 

【引理 5】(1)gmax(m,1,0,y)=(4m+2)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
y

m 12 - ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m )+(y+1) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m ( ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m +1)- y ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m ( ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+
1
12

y
m +1) 

         .(2)gmin(m,1,0,y)= 4m+2-2y 

其中 gmin 的情況因為 x、y 的係數均為負值，所以明顯為遞減函數。 

但 gmax 則牽涉到「高斯記號」的運算，較為複雜。 

考慮高斯函數的圖形，發現高斯函數整數點不可微分，但其他的地方皆可微且等於 0， 

於是，要證明「gmax 為遞減」等價於「gmax 的一階導數≤ 0」。 

【引理 6】gmax(1,n,x,0)、gmax(m,1,0,y)為遞減函數。 

          pf：以圓上的情況分析： 

 (1)若
x
n2
∈N，且

1
2
−x
n

∈N，則 gmax(1,n,x,0) = 4n²(
1

1
−x

 - 
x
1

) ≥  0， 

   故 g´max(1,n,x,0) = 4n²( 2

1
x

- 2)1(
1
−x

) ≤  0 

.(2)若 x
n2
∉N，且

1
2
−x
n

∉N，則 g´max(1,n,x,0)=( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

)( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

+1) 

  .因為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

 ≥  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

，所以 g´max(1,n,x,0) ≤  0 

.(3)若 x
n2
∉N，且

1
2
−x
n

∈N，g´max(1,n,x,0)= - (
1

2
−x
n

+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

)(
1

2
−x
n

- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

) + ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

 

   則因為
1

2
−x
n

 > 
x
n2

 ≥  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

，且
1

2
−x
n

和 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

皆為正整數， 
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   所以
1

2
−x
n

- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

 
≥  1，所以 g´max(1,n,x,0) ≤  -

1
2
−x
n

 ≤  0 

 (4)若
x
n2
∈N，且

1
2
−x
n

∉N，g´max(1,n,x,0) = (
x
n2

+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

)(
x
n2

- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

) - ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

 

   其中
1

2
−x
n

 ≥  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

且
1

2
−x
n

 ≥  
x
n2

，則因為 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

為最接近
1

2
−x
n

的自然數， 

   所以
1

2
−x
n ≥ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−1
2

x
n ≥

x
n2

， 故 g´max(1,n,x,0) ≤  - ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−1
2

x
n

 ≤  0 

      同理可證 gmax(m,1,0,y)為遞減函數。                                   # 

根據【引理 6】可知「分配缺口給不同的圓或直線時，平均化可得 fmax，極端化可得 fmin。」 

    【定理七】N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)的均化與極化 

         對於所有 N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)，欲使 f 有最大值，將缺口平均分配給每一圓  

         或每一直線，並且各圓或直線上結點的分配亦須平均化。而要使 f 有最小值， 

         則將缺口極端地分配給圓或直線，且各個圓或直線上的結點分配也須極端化。 

 

我們注意到在圓上放置一個缺口對蜘蛛數是沒有影響的，所以 m 個圓和 n 條直線的均化

與極化策略會有一些不同。 

【性質 3】(1) m 個圓的均化一開始以兩個缺口為一個單位分配，在每個圓都有兩個缺口 

          . 之後，再以一個缺口為一個單位來分配； 

          . 極化則要先在所有圓上放置一個缺口後，剩下的 x-m 個缺口再對此 m 個圓 

          . 做極端化地分配。 

         (2) n 條直線的均化和極化均以一個缺口為單位來分配。 

   說明：(1)對圓上的缺口來說，要有 fmax 必須避免讓圓上只有一個缺口， 

    . 所以若有 3 個缺口，要全部放在同一圓上<如圖十一> 

    . 但若有 4 個缺口，則每 2 個缺口分配給一個圓。<如圖十二> 

    . 而若要有 fmin，則先在所有的圓上放一個缺口，<如圖十三> 

    . 再把剩下的 x-m 個缺口極端化分配給圓。<如圖十四> 

         (2)對直線上的缺口來說，只要將缺口平均化或極端化分配即可。 

   (圖十一)            (圖十二)             (圖十三)            (圖十四) 

 

則根據【定理七】和【性質 3】，我們可以將【定理五】和【定理六】的結果做修正， 
得到求 f(m,n,x,0)和 f(m,n,0,y)的公式。 
 

-10- 



           

針對圓上的情況而言 
【定理八】∀N(m,n,x,0)， 

    .Max：(1)若 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

≧2： 

        .則 fmax ＝ 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−− )(
1

2)(2222 m
m
xx

m
x

nm
m
xxm

m
x
nmmnn      

+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x
n2

(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x
n2

+1)(m-x+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

m) +( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

+1)

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

2

m
x

n (

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

2

m
x

n +1)(x- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

m) 

        (2)若 0≦ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

≦1， 

            (i)在 x≦3 時，a=1，fmax = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−−

x
nnn 22122 + x ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
n2

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1)。 

    .(ii)在 x > 3 時，若 x 為偶數，則 a=
2
x

，fmax= xn 2 。 

 若 x 為奇數，則 a=
2

1−x
，fmax = n–nx+4n(n- ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

3
2n

)+3 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
2n

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
2n

+1) 

Min：(3)若
m
x

>1， 

       則 fmin= (4n+1)(x-m) - (4n2-1) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

12n
mx

- (r+1)2 + 1，其中 r=x-m-(2n-1) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

12n
mx

  

     (4)若 0≤
m
x ≤1，則 fmin = 0 

pf of Max：(1)若 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

≧2，則根據【定理七】均化的策略，每個圓至少有兩個缺口， 

            缺口之放置如下時有 fmax：m-r 個具有 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

個缺口的圓， 

            r 個具有 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

+1 個缺口的圓，其中 r = x- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

m。根據【定理五】之(1)： 

            fmax＝2n(2an- a- 2∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡a

k kx
n

1

2
) +∑

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡a

k kk
k x

n
x
nx

1
)12(2  

            此時的 a=m，所以均化後， 

             fmax ＝

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−− )(
1

2)(2222 m
m
xx

m
x

nm
m
xxm

m
x
nmmnn
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 + ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x
n2

(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x
n2

+1)(m-x+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

m) + ( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

+1)

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

2

m
x

n (

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

2

m
x

n +1)(x- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

m) 

 

.(2)若 0≦ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

≦1 則根據【定理七】均化概念及【性質 3】， 

           .(i)在 x≦3 時，只有一個具有 x 個缺口的圓，即 a=1， 

               所以 fmax = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−−

x
nnn 22122 + x ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
n2

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
n2

+1)。 

                .(ii)在 x > 3 時，若 x 為偶數，則 a=
2
x

，缺口之放置如下時有 fmax： 

2
x

個具有 2 個缺口的圓 ，則 fmax= xn 2  

               若 x 為奇數，則 a=
2

1−x
，缺口之放置如下時有 fmax： 

2
3−x

個具有 2 個缺口的圓，1 個具有 3 個缺口的圓  

fmax = n–nx+4n(n- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
2n

)+ 3 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
2n

( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
2n

+1) 

pf of Min：(3)若
m
x

>1，根據【性質 3】和【定理七】極化之概念， 

           .先在 m 個圓上各放一個缺口，再將剩餘的 x-m 個缺口極端化分配， 

           .缺口放置如下時有 fmin： ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

12n
mx

個具有 2n 個缺口的圓， 

            m-1- ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

12n
mx

個具有 1 個缺口的圓，1 個具有 r+1 個缺口的圓， 

           .其中 r=x-m- (2n-1) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

12n
mx

。 

           .根據【定理五】之(2)知：fmin = 4n(x-a)+x-∑
=

a

k
kx

1

2
，而此時 a = m， 

           .故 fmin = (4n+1)(x-m) - (4n2-1) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

12n
mx

 - (r+1)2 + 1。 

(4)若 0≤
m
x ≤ 1，則根據【性質 3】，分配給所有圓各一個缺口， 

           所以 fmin 會發生在有 x 個具有 1 個缺口的圓時， 

           但因為在圓上放置一個缺口，並不會對蜘蛛數造成影響，所以 fmin = 0   #   

 

同理可得直線上的情形。 
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針對直線上的情況而言 

【定理九】∀N(m,n,0,y) 

          (1) fmax = (4m+2)

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
− )(

2

12)(
1

12 b
b
yy

b
y
mb

b
yyb

b
y
mmb  

+( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
y

+1)

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+

1

12

b
y
m (

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+

1

12

b
y
m +1)(b-y+ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
b
y

b) + ( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
b
y

+2)

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+

2

12

b
y
m (

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+

2

12

b
y
m +1)(y- ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
b
y

b) 

            .其中若 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
n
y

≧1，b=n；若 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
n
y

=0，則 b=y。 

          (2) fmin = y(4m+1-y) + 4m ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

m
y

2
(y-m-m ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

m
y

2
)， 

            其中若 y < 2mn，則 b= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

m
y

2
+1；若 y=2mn，則 b=n 。 

到此，所有 N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)之 fmax 及 fmin 的問題，可由【定理八】、【定理九】解決。 
 

第 4 節.確定 N(m,n,x,y)中，蜘蛛數 S(m,n,x,y)的通式 

因為圓和直線為兩個獨立的系統，所以 N(m,n,x,y)中之 fmax 及 fmin 的問題， 

只要將圓和直線的 fmax 或 fmin 相加即可。 

【定理十】：∀N(m,n,x,y) 

           (1)Max：若 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

≧2，則 fmax=【定理八】之(1) +【定理九】之(1) 

                  .若 0≦ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
x

≦1，則 fmax=【定理八】之(2) +【定理九】之(1) 

           (2)Min：若
m
x

>1，則 fmin =【定理八】之(3) +【定理九】之(2) 

             .     若 0≦
m
x

≦1，則 fmin =【定理八】之(4) +【定理九】之(2) 

至此，若給定一組 N(m,n,x,y)，只要先根據【定理一】計算出 S(m,n,0,0)，再依【定理十】

計算出 f 的最大值和最小值，即可得到 S(m,n,x,y)的最大值和最小值。 

 

最後以 N(2,2,2,2)的驗證作為第一章的結束。 

N(2,2,2,2)： 

第一部分：以最基本的方法數出各個數值。 

S(2,2,0,0) = 56。<如圖十五>。 

 

我們將圓和直線分開討論，並且因為只需考慮總減少量， 

所以只要比較結點數分配的不同組合情形即可。 

定義(a,b)表示直線上或圓上被分為兩段：                           (圖十五) 
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分別為相連的 a 個結點和相連的 b 個結點。(a,b,c,…)的情況以此方式類推。 
兩個缺口分配給兩個圓，有下列情況：                          
(i)兩缺口在同一圓：則圓被缺口分為兩段，                

  有(1,3)、(2,2)兩種分法。 

  (1,3)的分法 f = 6，<如圖十六>； 

  (2,2)的分法 f = 8，<如圖十七>。 

(ii)兩缺口在不同圓： 

  只有一種分法，f = 0。<如圖十八>。 

比較<圖十六>到<圖十八>三個圖的減少量可知： 

fmax = 8，為<圖十七> ； fmin = 0，為<圖十八>。                        (圖十六) 

所以 Smin(2,2,2,0) = 56；Smax(2,2,2,0) = 64。 

                   

 

 

 

 

 

  

                                       

                                                                    

                 (圖十八)  

兩個缺口分配給兩條直線，有下列情況： 

(i)兩缺口在同一條直線：直線被缺口分為 3 段     .   

 有(1,1,3)、(1,2,2)兩種分配方法。   

(1,1,3)的分法 f = 14，<如圖十九>；                             (圖十九)   

  (1,2,2)的分法 f = 16，<如圖二十 >。                                               

(圖二十)                                            

(ii)兩缺口在不同直線：直線各被分為兩段，                      

每條直線有(1,4)、(2,3)兩種分配方法，所以共有三種不同分法。兩條皆(1,4)的分法 f = 16，如

圖二十一；兩條皆(2,3)的分法 f = 24，如圖二十二。 (1,4)、(2,3)各一的分法 f = 20，如圖二十。         

(圖二十一)                      (圖二十二)                      (圖二十三)  
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比較從<圖十九>到<圖二十三>五個圖的減少量可知：fmax = 24，為<圖二十二>； 

fmin = 14，為<圖十九>。  所以 Smin(2,2,0,2) = 40；Smax(2,2,0,2) = 50。 

將圓和直線最大值和最小值的圖形分別放在一起，即可得到 S(2,2,2,2)的最大值和最小值。 

<如圖二十四>，Smax(2,2,2,2) = 50 ； <如圖二十五>，Smin(2,2,2,2) = 32 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            (圖二十四)                          (圖二十五) 

第二部份：以公式計算出各個數值。 

(i)S(2,2,0,0)   

 .則根據【定理一】：  S(2,2,0,0) = 4mn(m+n) = 64。 

(ii)S(2,2,2,0)的 min  

 .考慮圓上的缺口： 

 .則根據【定理二】和【定理七】及【性質 3】: 

 .2 個缺口分給 2 個圓，當其中 1 圓有 2 個缺口，且結點數分配平均化時有 fmax。 

 .則根據【定理三】之(1)：  fmax(2,2,2,0) = 8 

 .及根據【定理八】之(2)： 因為 0≦ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
2

≦1，且 2≦3，所以 a=1，fmax(2,2,2,0) = 8。 

 .則 Smin(2,2,2,0) = S(2,2,0,0) - fmax(2,2,2,0) = 56。 

(iii)S(2,2,2,0)的 max  <如圖十八> 

 .而當 2 個圓都各有 1 個缺口時有 fmin。根據【定理三】之(2)：fmin(2,2,2,0)= 0 

 .及根據【定理八】之(4)：.因為 0≦
2
2

≦1，所以 fmin(2,2,2,0)= 0，Smax(2,2,2,0) = 64。 

(iv)S(2,2,0,2)的 min  <如圖二十二> 

考慮直線上的缺口： 

 .根據【定理二】和【定理七】及【性質 3】： 

  2 個缺口分給 2 條直線，當 2 條直線各有一個缺口，且結點數分配平均化時有 fmax。 

 .則根據【定理四】之(1)： fmax(2,2,0,2) = 24 

及根據【定理九】之(1)： fmax(2,2,0,2) = 24。則 Smin(2,2,0,2) = 40。 

(v)S(2,2,0,2)的 max  <如圖十九> 

 .當 1 條直線上有 2 個缺口，且結點數分配極端化時有 fmin。 

 .根據【定理四】之(2)： fmin(2,2,0,2) = 14 ； 及【定理九】之(2)： fmin(2,2,0,2) = 14， 

 .則 Smax(2,2,0,2) = 50。 

(vi)S(2,2,2,2)的 min  <如圖二十四> 
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 .根據【定理十】，因為 0≦ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
2
2

≦1，所以 fmax=【定理八】之(2)+【定理九】之(1) 

 .所以 fmax(2,2,2,2) = 32，.Smin(2,2,2,2) = 32。 

(vii)S(5,4,5,4)的 max  <如圖三十二> 

 .根據【定理十】，因為 0≦
2
2

≦1，所以 fmin =【定理九】之(2) 

 .所以 fmin(2,2,2,2) = 14 ，.Smax(2,2,2,2) = 50 

將第一部分和第二部份做對照，可知各項數值皆相同。 

 

陸、研究結果 

一、在研究過程中，我們得到許多定理和性質，分別針對各種不同的情形求出蜘蛛數 

    S 的最小值和最大值。而我們採取的策略是先求減少量函數 f，再推得蜘蛛數 S。 

二、我們將研究的結果整理如下： 

定理一    S(m,n,0,0)    無缺口的蜘蛛數 

定理二    均化與極化－N(1,n,x,0)和 N(m,1,0,y)

定理三    f(1,n,x,0)之 Max、Min  

定理四    f(m,1,0,y)之 Max、Min 

定理五    求 f(m,n,x,0)Max、Min 的必要條件 

定理六    求 f(m,n,0,y)Max、Min 的必要條件 

定理七    均化與極化－N(m,n,x,0)和 N(m,n,0,y)

定理八    f(m,n,x,0)之 Max、Min 

定理九    f(m,n,0,y)之 Max、Min 

定理十    f(m,n,x,y)之 Max、Min 

定理十一  f(m,n,k)之 Min 的缺口擺放策略 

定理十二  f(m,n,k)之 Min 

定理十三  f(m,n,k)之 Max 的缺口擺放策略 

定理十四  f(m,n,k)之 Max 

三、在研究過程中，我們用了大量的高斯符號，在不熟悉其運算的規則之下，剛開始無法 

證明 g 為遞減函數，因為 gmax 牽涉到「高斯記號」的運算，使得式子十分複雜。 

我們在這裡花了很多的時間。過程中我們藉助電腦針對【引理 4】之(1)和【引理 5】之(1)，

分別代入不同的 m、n 觀察。(程式碼見附錄)根據數據，除了在圓上放置一個缺口對蜘蛛

數沒有影響，導致 gmax(1,n,1,0)=0 以外，我們確定這個方向是正確的。直到有一天和老師

討論到導函數的想法，才終於證明了 gmax 為遞減函數，推導出後面定理八、九、十的結果。

這使我們想到高斯的一句話：『數學中的一些美麗定理具有這樣的特性：它們極易從事實

中歸納，但證明卻隠藏得極深。』 

四、在我們的研究當中，其核心問題即為「均化和極化」。而在一個圓或一條直線中的 

    「均化和極化」所代表的意義，即等同於將一個數字分成許多個較小的數字，要使所有 

    較小的數字兩兩相乘的和，有最大值或最小值的分配方法。 

 



           

柒、討論與應用 

一、嘗試將蜘蛛網以正 n 邊形的所有對角線代替，尋找是否有新的性質和定理。 

但此一方向因正 n 邊形之對角線交點個數情況太複雜而未有結果。 

二、從【定理一】知道：給定一個網 N(m,n,0,0)，則 S(m,n,0,0)=4mn(m+n)。 

  若給定 S / ＜S，則是否存在缺口數(x,y)，使得 S(m,n,x,y)= S / ，並討論有幾組(x,y) 

    非負整數解，這是日後研究的未來展望。 

三、一般以為蜘蛛數和圖論有關，然作品研究的方向為：將蜘蛛網的結構代數化，並求得 

    極值的方法探討。事實上，本文中的蜘蛛網是一種規律而對稱的網，面對可能無規律 

    或不對稱的網路，可以本研究的成果作為參考，應用在局部性問題(即視為規律而對稱的 

 部分網)的解決協助。 

四、為深刻了解圓和直線的差異與獨立性，我們掌握的方式是由研究 x+y=k 問題切入，此項

工作著實不易，不僅利用 VB 電腦語言協助，並由 gc 和 gL 兩類函數的方式說明清楚而獲

得解決。 

五、後面三章有：改變蜘蛛網的形態、新採地雷遊戲(蜘蛛篇)、施工路段與戰爭策略設計構想， 

   .作為本文研究的應用範疇。 
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評語： 

1.討論完整，反應出作者的努力及用心。 

2.作品裏出現作者自己定義的數學符號，顯示

數學概念得以掌握，並且具備抽象思考之能

力。 

 


