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當我們同在一起＂滾蛋＂！ 

壹、 摘要 

在此次的研究中，藉著製作動態幾何構圖(GSP)來觀察橢圓夾在兩軸間滾動、

橢圓在平面上滾動、橢圓繞橢圓所形成的圖形，以期發現其中的規律及性質。 

貳、 研究動機 

「你畫的東西好像一顆蛋，害得我肚子都咕嚕咕嚕地發出聲響。」時已接近

中午，在第四堂的專題課裡，圖形藉著 GSP 被呈現出來。突然，腦袋瓜裡邊

閃過一個念頭－若是能利用橢圓滾動時所產生的圖形，究竟可研究出哪些在

課堂上所沒探討過的性質呢？「咦！說不定可以讓蛋滾到肚子裡去。」在心

裡偷偷這麼想著。許多疑問與好奇如同窗外的落葉般堆積在心上，於是，我

們便開始著手進行一個與「蛋」有關的數學科展。 

參、 研究目的 

在利用 GSP 所製作出欲觀察的圖形中發現到： 
一、 橢圓夾兩軸間滾動（以下稱橢圓繞軸）時其橢圓中心和原點連線跟兩軸

之間的夾角變化有某種規則，以求其方程式。 

二、 橢圓繞軸時其兩焦點在某種條件下所形成的特殊軌跡。 

三、 橢圓在平面上滾動時兩焦點所形成出來的軌跡。 

四、一橢圓繞一和其全等的橢圓時，其焦點固定地繞著特殊的軌道。 

五、一橢圓繞一和其全等的橢圓時，其橢圓上一點形成之類心臟線。 

於是我們進一步去研究、討論在觀察中所發現到的幾種特殊性質，以滿足我

們對橢圓滾動的好奇心，以及解開心中的種種疑問。 

肆、 研究設備及器材 

電腦：動態幾何構圖軟體（以下簡稱：GSP）、Word2000 以上軟體、小畫家、

網際網路。 

伍、 研究過程或方法 

一、 利用在高二下的數學課程中，我們所學到的橢圓基本原理跟相關性質、

以及在專題研究課中，老師為了讓我們能對圓錐曲線有更進一步的了解

而教授的 GSP 軟體，藉此我們能夠利用 GSP 來畫出此次科展中所要研究

的幾種橢圓圖形。 

二、 因為參加本次科學展覽，我們有了一個很好的機會來研究、觀察橢圓滾

動圖形的幾種性質、規律。於是我們開始先從網路下手，經由網路的搜

尋及過濾不切合我們要求的網站，我們終於找到一個擁有關於我們此次



 2

研究中所欲觀察之圖形的網站：

http://poncelet.math.nthu.edu.tw/chuan/ellipse/ellipse.html 

三、 在其中我們找到了「橢圓繞軸」、「橢圓繞橢圓」兩個 GSP 圖形，但很遺

憾地，其中只有分享圖形卻沒有說明如何去繪製，但研究一個圖形是要

從繪製開始，才能真正參透其原理。所以我們就利用 GSP 對圖形裡每一

個母單位（parents）形成的子單位（children）及形成原因在 properties

中（對母單位點滑鼠右鍵後的選單）有 English caption，觀察其背後

的原始碼，藉此一步一步地推導出製作圖形的每一個步驟。 

四、在暸解所蒐集到的資訊裡的圖形作法後，我們開始延伸圖形，將圖形擴

展到我們所欲研究的幾種樣式，然後觀察其中的性質、規律，最後再討

論其形成原因。 

陸、 討論 

一、 橢圓繞軸 

(一)、 說明： 

1. 研究橢圓夾在兩軸間（必與兩軸相切）滾動（或稱繞軸）其圖形有何規

律性或是性質存在。 

(二)、 圖形基本概念： 

1. 假設一橢圓Ｉ上兩條互相垂直的切線 T1、T2其斜率分別為 m、
1
m

− 。 

2. 當兩切線 T1、T2斜率改變時，兩切線會切著橢圓繞動；反過來同樣兩

切線斜率改變時，想像眼睛跟著切線移動，其圖形為兩切線固定，而橢

圓夾在兩切線間滾動。若我們將此兩切線視為兩座標軸 X、Y，即為我們

所要研究之橢圓繞軸圖形。 

3. 橢圓繞軸簡圖： 
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圖解：I為橢圓中心；F1、F2為橢圓兩焦點； 

      T1、T2為橢圓之兩切線(視為 X、Y 軸)； 

D1、D2為兩切線與橢圓之切點； 

   O 為兩切線之交點(視為座標原點)。 

 

(三)、 橢圓繞軸 GSP 作法： 

1. 「所謂：萬丈高樓平地起」接下來我們所要接觸的圖形中，都是以橢圓

為基礎畫出的，現在就讓我們說明 GSP 製作出橢圓的方法吧！ 

(1) 首先以點 2bF 為中心(作為橢圓其中一焦點)以 2b bF C (=R)為半徑畫

一圓Ｃｂ，並在圓內取一點 1bF (作為橢圓另一焦點)，並將 1 2b bF F 連

線取中點 Ib(作為橢圓中心)。 

(2) 在圓Ｃｂ上取一動點Ｐ１並將 1 1bP F 、 1 2bP F 連接且作 1 1bP F 之中垂

線交 1 1bP F 於點Ｍ１、 1 2bP F  於點Ｄ１b，則當動點Ｐ１繞圓旋轉時，

點Ｄ１b所形成之軌跡即為一橢圓 Ib。 

(3) 完成圖： 
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圖解：圓 Cb其半徑為（R=2a）Cb為圓上一點； 

   P1為圓上動點；M1為 1 1bP F 之中垂線 T1的垂足； 

      D1b為中垂線與橢圓 Ib之切點；Ib為橢圓； 

F1b、F2b為橢圓兩焦點； 

此橢圓 Ib 之長軸長=2a=R；兩焦點距離 1 2b bF F =2c； 

半短軸長=b= 2 2a c− 。(a>b)  

 

2. 橢圓繞軸之作法： 

 欲做橢圓 Ib 的兩條互相垂直之切線： 

(1) 先做一條通過 F1b 且垂直於線段 P1F1b 的直線，讓其與圓 C 交於一點

P2 ，再將 P2 和 F2b 連起來。 
(2) 取線段 P1F1b 的中點，將其命名為 M2 ，接著再做一條通過 M2 且垂

直於線段 P2F1b 的直線，這條直線即為橢圓 Ib 一條垂直於切線 T1b 的

另一條切線 T2b ，再來將 T2b 與橢圓 Ib 的切點命名為 D2b ，而兩切線

的交點則命名為 Ob。 

 圖形Ａ： 
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 將橢圓的焦點(F1b 、F2b)、切點(D1b、D2b)及兩切線交點(Ob)平移。 

(3) 首先在平面上畫一直線通過 O點。 

(4) 接著做向量 ObO ，然後將 F1b 、F2b、D1b、D2b 以向量 ObO 平移，

得到 F1' 、F2' 、D 1' 、D2' 。 

 圖形Ｂ： 

 

 



 6

 將點 F1' 、F2' 、D 1' 、D2' 沿著 O點旋轉。 

(5) 先以向量 ObO 將圓 C也平移。 

(6) 再來先量出∠D 1'O H2 的角度，將點 F1' 、F2' 、D 1' 、D2'及圓以

∠D 1'O H2 沿著 O點旋轉，得 F1、F2、D 1、D2 及圓。 

 圖形Ｃ： 

 完成。 

(7) 接著以 F1、F2 為焦點再畫一個橢圓 I ，切 T1、T2 於 D 1、D2 即可。 

 完成圖形： 
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(8) 以 P1 為動點轉動時，橢圓 I會以垂直軸 T1 和水平軸 T2 為切線繞動即

為完成之圖形。 

(9) 接下來所討論各項主題皆主要由以上圖中之橢圓 I： 

其焦點 F1、F2；橢圓中心Ｉ；兩垂直切線 T1、T2；兩切點 D 1、D2；

有向角∠F1ID1；Ｉ、Ｏ與兩軸夾角∠IOD1、∠IOD2來說明表達，

故若無需要，不再另外標示說明！ 

 

(四)、 橢圓繞軸時，橢圓中心、座標原點與兩軸間夾角的性質： 

1. 說明： 

橢圓繞軸時，橢圓中心、座標原點與兩軸間夾角（與 X軸：∠IOD2；與

Y軸：∠IOD1）和有向角∠D1bIbF1b(=∠F1ID1)的函數關係圖形有其規

律性。 

2. 目的： 

經由函數圖形的呈現來進一步觀察及討論其中的規律。 

3. 其函數圖形： 

 圖形 A(∠IOD1)： 

 圖形 B(∠D2OI)： 

  

4. 作法： 

橢圓Ｉb對應之圓 Cb上的動點 P1移動時，橢圓 I 與兩軸相切且繞動，橢

圓中心、座標原點與兩軸間夾角（∠IOD1、∠IOD2）會隨著有向角 



 8

∠D1bIbF1b(=∠F1ID1)改變，其兩者間關係所形成的函數圖形即為上述

中圖形 A、B。 

 圖示： 

5. 觀察及討論： 

 觀察以上兩種函數圖形(以下以橢圓中心、座標原點和水平面 Y軸之夾

角∠IOD1 來說明)，我們可以發現其函數圖形呈現出一種規律，類似

一種波函數（擁有一定振幅、頻率、波長），值得讓我們來研究及討論

其圖形所表達出的訊息。  

(1) 橢圓中心和座標原點間連線距離為固定值 2 2a b+ ： 

 圖形 A： 
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橢圓中心 I之軌跡圖形 

 圖形Ｂ： 

 

圖中綠色圓即為兩切線交點 O之軌跡 

A. 說明及證明： 

証(a)：令橢圓Ｉ方程式為
2 2

2 2

x 1
a

y
b

+ = (a>b)﹔ 

     其兩條切線Ｔ１、Ｔ２斜率分別為m、
1
m

− 。 
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則方程式Ｔ１：
2 2 2y mx a m b= ± + ────────(1) 

    Ｔ２：
2

2 21 1y x a b
m m

⎛ ⎞= − ± − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

─────(2)      同取正號… 

(1)移項： 2 2 2y mx a m b− = + ─────────(3)    

(2)同乘以 m後移項： 2 2 2x my a b m+ = + ────(4) 

將(3)、(4)分別平方得到： 
2 2 2 2 2 22y mxy m x a m b− + = + ───(5) 
2 2 2 2 2 22x mxy m y a b m+ + = + ───(6)              兩式相加… 

可以得到： 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y m x m y a b m a m b+ + + = + + + ───(7) 

整理後得： ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 21 1x y m a b m+ + = + +  

將左右兩邊同除與 ( )2 1m + 可以得到： 2 2 2 2x y a b+ = + ───即為所求！ 

可知座標原點和橢圓中心連線固定距離為 2 2a b+ 。 

 

(2) 橢圓中心、座標原點和兩軸之夾角極值： 

 依照函數圖形所表達出： 

A. 當有向角∠D1bIbF1b(=∠F1ID1)為 2
π
時：∠IOD1有最小值且∠IOD2

為最大值。 

B. 當有向角∠D1bIbF1b(=∠F1ID1)為π時：∠IOD1有最大值且∠IOD2

為最小值。 

C. 推論： 

a. 一橫式橢圓，其方程式可表成
2 2

2 2

x 1
a

y
b

+ =  (a>b)； 

一直式橢圓，其方程式可表成
2 2

2 2

x 1y
b a

+ =  (a>b)。 

b. 若將橢圓繞兩軸的圖形視為橢圓方程式中的 a、b (分別為半長軸、

半短軸長)值在變動，即 a→b→a、b→a→b，也就是有向角∠F1ID1

在 0～3600間變化時，橢圓在兩軸上表現出的圖形會隨其值的變動

從「水平橫躺」
2 2

2 2

x 1
a

y
b

+ = 旋轉成「鉛直直立」
2 2

2 2

x 1y
b a

+ = 再旋轉

回水平橫躺。 



 11

c. 當水平橫躺的時候，橢圓中心到 Y軸的距離恰為 a，到 X軸的距離

恰為 b。且此時橢圓中心、座標原點和 Y軸的夾角(∠IOD1)為

1tan a
b

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

d. 當鉛直直立的時候，橢圓中心到 Y軸的距離恰為 b，到 X軸的距離

恰為 a。且此時橢圓中心、座標原點和 x軸的夾角(∠IOD1)為

1tan b
a

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

e. 橢圓到兩軸的最大距離為 a、最小距離為 b，故 >a b
b a

，∴ 1tan a
b

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

> 

1tan b
a

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 証(b)：令橢圓Ｉ方程式為
2 2

2 2

x 1
a

y
b

+ = (a>b)： 

      其兩條切線Ｔ１、Ｔ２斜率分別為m、
1
m

− 。 

則方程式Ｔ１：
2 2 2y mx a m b= ± + ────────(1) 

    Ｔ２：
2

2 21 1y x a b
m m

⎛ ⎞= − ± − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

─────(2) （取Ｔ１：正值）

推導：橢圓中心(0,0)到切線距離→ 

利用點到直線距離公式：distance=
2 2

ax by c

a b

+ +

+
 

則 d(I, Ｔ１)=

2 2 2

2 21

y mx a m b

m

− − +

+
=

2 2 2

2 21
a m b
m

+
+

 

m=0 時，d(O, Ｔ１)有最小值： 2b b= ────────(3) 

m=∞時，d(O, Ｔ１)有最大值： 2a a= ────────(4) 

由証(a)得知座標原點和橢圓中心連線固定距離為 2 2a b+ ────(5) 

由(3)、(4)、(5)得知： 

當切線Ｔ１斜率 m=0；有向角∠F1ID1= 2
π
時，∠IOD1有最小值： 
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( )11 1 1

2 2

,
sin sin tan

d I T b b
aIO a b

− − −⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠+⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 

當切線Ｔ１斜率 m=∞；有向角∠F1ID1=π時，∠IOD1有最大值： 

( )11 1 1

2 2

,
sin sin tan

d I T a a
bIO a b

− − −⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠+⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 

f. 由 e.得知角(∠IOD1)的範圍在 1 1tan tana b
b a

− −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞↔⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
兩值之間。 

g. ∵∠IOD2為∠IOD1之餘角，故其角度變化值不再另外說明。 

h. 由 e.及証(a)，我們可得知橢圓中心該點在橢圓繞軸時會以座標原

點為固定點、長度為 IO  (= 2 2a b+ )、擺角為 1 1tan tana b
b a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

－

之擺線，且隨有向角∠F1ID1 改變而來回擺動。 

 

 

(3) 橢圓弧長曲率影響切線斜率 m 值： 

 圖示： 
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 橢圓有向角∠F1ID1與切線Ｔ１斜率 m 值變化之函數圖形： 

A. 切線Ｔ１斜率 m 變化與橢圓曲率示意圖： 

 

這三張圖分別依序為橢圓 I有向角∠F1ID1＝00、450、900 時切線Ｔ１的位置。 

切點 D1 所經弧段曲率大小依序為：最大、中、最小。 

B. 推論： 

a.切線Ｔ１斜率 m 隨橢圓Ｉ有向角∠F1ID1而改變 

b.橢圓弧長（切線之切點所經弧段）的曲率（彎曲程度）影響切線Ｔ１

斜率 m， 

即：切點 D1 所經某弧段的曲率較大處(較劇烈)：m 值改變程度大。 

    切點 D1 所經某弧段的曲率較小處(較緩和)：m 值改變程度小。 

c.也就是當有向角∠F1ID1＝00、1800、3600：m 值改變程度最大。 

           當有向角∠F1ID1＝900、2700：m 值改變程度最小。 

d.由以上推論及圖 A 我們可以知道當橢圓 I 有向角∠F1ID1： 

在 00→900 間，切線Ｔ１斜率 m 改變程度由大→小。 

在 900→1800 間，切線Ｔ１斜率 m 改變程度由小→大。 

在 1800→2700 間，切線Ｔ１斜率 m 改變程度由大→小。 

在 2700→3600 間，切線Ｔ１斜率 m 改變程度由小→大。 
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(4) 切線Ｔ１斜率 m 與橢圓Ｉ中心到切線Ｔ１距離關係： 

A. 由証(b)得知： 

d(I, Ｔ１)=

2 2 2

2 21

y mx a m b

m

− − +

+
=

2 2 2

2 21
a m b
m

+
+

 

B. d(I, Ｔ１)變化與 m 值變化之函數圖形： 

 

C. 綜合 m 值與有向角關係和 m 值與 d(I, Ｔ１) 關係： 

我們得到有向角∠F1ID1與 d(I, Ｔ１)的關係函數圖： 

D. 推論： 

  綜合以上橢圓曲率、切線斜率、橢圓到切線距離間的關係可得知： 

  當橢圓 I 有向角∠F1ID1： 

在 00→900 間，d(I, Ｔ１)改變程度由大→小。 

在 900→1800 間，d(I, Ｔ１)改變程度由小→大。 

在 1800→2700 間，d(I, Ｔ１)改變程度由大→小。 

在 2700→3600 間，d(I, Ｔ１)改變程度由小→大。 
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(5) 總結『橢圓Ｉ有向角∠F1ID1』和『橢圓Ｉ與一軸Ｔ１之夾角∠IOD1』

的關係： 

從以上(1)~(4)歸納下來可知： 

A. 當橢圓 I有向角∠F1ID1改變時，切點 D1所經的橢圓弧段曲率就會

跟著改變。 

B. 而當弧段曲率一改變，切線Ｔ１的斜率 m 也就隨之改變，如此一來

便影響了切線Ｔ１到橢圓中心 I的垂直距離。 

C. 又因為橢圓中心到兩切線交點(座標原點 O)的距離為一定值：

2 2a b+ ，所以當切線到橢圓中心的垂直距離改變，橢圓中心、座標

原點 O、切線Ｔ１之夾角∠IOD1的正弦函數值必隨之改變，即此夾角

∠IOD1發生了變化：
( )11

1

,
IOD sin

d I T
IO

− ⎡ ⎤
∠ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
。 

D. 結論：當橢圓 I 有向角∠F1ID1： 

在 00→900 間，夾角∠IOD1 改變量由大→小。 

在 900→1800 間，夾角∠IOD1 改變量由小→大。 

在 1800→2700 間，夾角∠IOD1 改變量由大→小。 

在 2700→3600 間，夾角∠IOD1 改變量由小→大。 

 

(五)、 橢圓繞軸有向角∠F1ID1與夾角∠IOD1之函數方程式： 

 

(圖中各點標示下方小 b係為基本圓之代號) 
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假設圖中橢圓Ｉ方程式為
2 2

2 2

x 1
a

y
b

+ = (a>b)；θ有向角∠F1ID1；ψ夾角∠IOD1

其中點 D(p,q)為切線 T1與橢圓 I 之切點且切線 T1之斜率為 m； 

則 tan qm
p

θ= = ； 

由點 D(p,q)代入橢圓上一點求切線方程式： 

       

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

2 2

2

1

1

by=
q
py=-
q

x y
a b
px qy
a b
pxb qya a b
qya a b pxb

pxb
qa

b bx
a q

⎯⎯→ + =

⎯⎯→ + =

⎯⎯→ + =

⎯⎯→ = −

⎯⎯→ −

⎯⎯→ ⋅ +

由

 

由上得知
2 2

1 2 2

1
tan

p b bT m
q a aθ

= − ⋅ = − ⋅斜率  

由証 a.可以知座標原點和橢圓中心連線固定距離為 2 2a b+  

且由証 b.可以知 d(I, Ｔ１)=
2 2 2

2 21
a m b
m

+
+
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則      

( )
( )( )

( )( ) ( )

2 2 2
11 1

1 2 2 2

2

2

22
2 2

22 2 2

22 2 2 2
2 2

2

4 2
2 2

2 2 2

4 6
2 2

2 2 2 4

,
IOD sin sin

1

1
tan

1
tan

=
1 1 1

tan

1 + + tan
tan= =

1 1+ + +
tan tan

d I T a m b
IO m a b

bm
a

ba b
aa m b

m a b b a b
a

b bb
a a

b b ba b
a a

ϕ

θ

θ

θ

θ
θ

θ θ

− −
⎡ ⎤⎡ ⎤ +⎢ ⎥= ∠ = =⎢ ⎥ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − ⋅

⎛ ⎞
− ⋅ +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + ⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⋅

⋅ ⋅

代入

2 4 2
2 2

2 4 2

2
2

2

2 2 4
2 2

2 2 4

2 2
1

2 2 2 4
2

+ tan + + tan

tan + b      
atan + + tan +

tan +Ssin 1tan +S + tan +S
S

b a
a a b

b
a

b a b
a b a

θ θ

θ

θ θ

θϕ
θ θ

−

= ⎯⎯→

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

設橢圓壓縮率S= 則

 

即為所求！ 

 
(六)、 橢圓繞軸時，特殊半長軸及半短軸長（a、b）的焦點軌跡： 

(1) 特殊 a、b 值之∠IOD1 與有向角∠F1ID1 的函數圖形： 

 

(2) 特殊 a、b 值之焦點軌跡圖形及說明： 

<Pf>：因為橢圓的焦距趨近於半長軸長度(即 c→ a)，所以可將橢圓的
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兩焦點視為長軸端點，又因為橢圓的半短軸(b)極小，趨近於零，所以

可以將橢圓視為一直線來討論，即是要討論此直線兩端點的軌跡。 

A. 當橢圓由 變到 再變到 的時候， 

就像是兩焦點連線由 變到 然後再變到

 

一樣，所以兩焦點的軌跡為 。 

 

B. 而要是當橢圓由 變到 再變回到 ，

也就是兩焦點連線由 變到 再變回到

，此時兩焦點的軌跡即為 。 
 

C. 由此可知，當橢圓的半短軸(b)極小時，此橢圓兩焦點轉動時的軌跡

為一個扇形 。 
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二、 橢圓在平面上滾動 

(一). 說明： 

研究橢圓在平面上滾動（必和水平面相切）其圖形有何規律性或是

性質存在。 

(二). 圖形基本概念： 

1. 假設一橢圓Ｉ在平面上所滾過的角度為φ（橢圓中心Ｉ、切點 D2 與長

軸的中垂線 H 之夾角改變量）。當φ改變時，橢圓將在平面 2T 上滾動，

其滾動之弧長跟φ的改變值有關。 

(三). 橢圓滾平面 GSP 作法： 

1. 橢圓滾平面作法＆圖示 

(1). 首先畫一直線 2T ，其上一點 B 為起始點、單位向量長為 2cm，此線

即為平面 x。 

(2). 畫一半徑為 R=2a 的圓 Cb，並將圓心 2bF 和圓內任一點 1bF 作連線，

其中 1 2b bF F 之長為 2c，並在 1 2b bF F 上取中點 bI 為橢圓 bI 之中心，並

依照前面橢圓製作說明做一橢圓 bI ，其半長軸為 a，半短軸為

b(a>b)，其中 1P 為動點。 

(3). 依照前面橢圓繞軸製作說明做兩互相垂直之切線(斜率分別為 m、

1
m

− )為 1bT 、 2bT 分別交橢圓 bI 於 1bD 、 2bD ，且 1bT 、 2bT 相交於

bO 。 

 圖形 A： 
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(4). 作 1 2b bF F 之中垂線 1bI H ，並計算 2 1b bD I H∠  (1°~360°)。 

 

 圖形Ｂ： 

(5). 以橢圓 bI 2 1b bD I H∠ 改變量計算橢圓 I(為橢圓 bI 之平移旋轉後圖
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形)滾過之弧長： 

    =
2 1

0 2
360

b bD I H π⎡ ∠ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
橢圓周長 ───(a) 

(6). 將起始點 B水平平移，其中平移距離為=(a)式ⅹ單位向量~~~(b)。

此點為 2D (橢圓 I與 x軸之切點)。 

(7). 以向量 O2bD2將 2bD 、 1bD 、 1bF 、 2bF 、 bO 及圓 bC 平移至 2D 、

1
,
bD 、 1

,
bF 、 2

,
bF 、

,
bO 及圓

,
bC 。 

(8). 以 b 2O' D B∠ 將 2D 、 1
,
bD 、 1

,
bF 、 2

,
bF 、 ,

bO 及圓 ,
bC 旋轉至 2D 、D 1、

1F 、 2F 、O 及圓 C(其中 O 在 x 軸上)。 

(9). 將 O與 D 1 連線即為橢圓 I之切線 1T ， 1F 與 2F 之中點為橢圓中心

I。 

(10). 以橢圓中心 I與兩焦點 1F 、 2F 作一橢圓 I(其中 3P 、 3M 及 3D 為

製作橢圓時之動點，垂足點及切點)。 

 

 圖形 C： 
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(11). 當動點 1P 在圓上移動時，橢圓 bI 上的 2 1b bD I H∠ 改變，橢圓 I滾過

距離為(2)式，此即我們所要觀查研究之橢圓滾平面的圖形。 

 圖形 D： 

 

 

說明：B為起點， 2D 為橢圓在平面 T2上切點；當有向角 2 1b bD I H∠ 即

2D IH∠ 改變， 2D 在平面 T2上移動，橢圓 I跟著滾動。 

(四). 其橢圓Ｉ兩焦點軌跡圖形： 

 圖形 A： 

 圖形 B： 
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(五). 橢圓周長概算： 

1. 假設一橢圓 I（半長軸 a、半短軸 b、兩焦點距離 2c）及其外接圓 C上

三頂點方向角相同（＝α、β、γ）的兩個三角形△ABC、△A’B’C’，

則其面積比率： 
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2

2

cos sin 1
cos sin 11
cos sin 12

1' ' ' cos sin 1
2 cos sin 1

cos sin 1

b
a

a b
a b
a ba ABC

a A B C a a
a a
a a

α α
β β
γ γ
α α
β β
γ γ

== =  

即圓Ｃ面積被壓縮成
b
a

倍→橢圓Ｉ面積； 

則圓 C 周長約被壓縮了
b
a

倍→橢圓Ｉ周長。 

2. 推論：橢圓周長約為 2 ba
a

π (a>b>0) 

3. 由於此推導橢圓周長實際上必須使用到微積分，但在現行高中課程並

未教到這個地方，且在找尋的各種書籍資料中也未正確提出橢圓周長

的公式；故此橢圓周長係以圓壓縮率來推論，其實際長度略有誤差，

而此誤差在橢圓趨近於圓的時候會越小，而越扁（壓縮程度越大）誤

差會越大。 

4. 由第 3.故參考文獻書籍以及網路資料中得知橢圓周長的另一個公式(也
是學長們之前科展推算過的橢圓周長公式)為： 

  ( )2 22 a b abπ− + 以及 ( ) ( )( ){ }3 a+b 3 3a b a bπ − + +  
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5.  其中當半長軸a=0.90cm時 ( )2 22 a b abπ− + 與 2 ba
a

π 兩者間的誤差如

下： 

略有模糊.若有不清楚請多多包含，謝謝!! 

 

(六). 焦點 F1、F2軌跡性質： 

由軌跡圖型中觀察出，若將其焦點軌跡視為一週期波 x 與 y 位移的函數： 

1. 兩焦點軌跡左右對稱。 

2. 軌跡圖形 y 方向位移為 a（橢圓Ｉ正立時中心到平面距離）。 

3. 波長λ=周長。 

4. 焦點到平面距離最大為：焦點到長軸端點最大距離：a+c； 

焦點到平面距離最小為：焦點到長軸端點最小距離：a-c。 

則焦點軌跡圖形的振幅即為兩焦點間距離 2c 的一半。 
5. 頻率隨橢圓滾動而改變。 

三、 橢圓繞橢圓 

(一)、 橢圓繞一橢圓之兩焦點軌跡 

1. 作法： 

(1). 先畫出一圓 C，在此圓 C中畫出一橢圓 I1，其焦點為 F1、F2(其橢

圓繪製方法同上，故不另加說明)。根據橢圓的基本性質得知此圓半

徑 R=2a。 

 圖形 A： 
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(2). 以切線 T1將圓 C映射，映射所得的圓 C'的半徑與圓 C的半徑相同，

同為 2a。並且在此映射而成的圓 C'中再畫另一橢圓 I2，使其焦點為

F2'、P1。 

 圖形 B： 

 
(3). 其中焦點 P1為圓 C上的動點，當此動點移動時，焦點 F2'的軌跡會

形成一圓。 
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 圖形 C： 

 

2. 證明： 

∵圓 C以切線 T1作映射， 2 1F D ＝ 2 1'F D ────────(1) 

又由橢圓性質得知： 2 1F D  + 1 1F D ＝2a 為定值──────(2) 

綜合(1)、(2)可得： 1 1F D ＋ 2 1'F D ＝2a 為定值，故形成一圓 

（F1為圓心， 1 2 'F F 為半徑）。 

(二)、 橢圓繞一橢圓時其上任一點之軌跡圖形： 

1. 令橢圓 Ib繞另一橢圓 Ia滾動；設 Ib上任一點 h 之方向角為∠bac 則當橢 

圓 Ib滾動時其 h點所形成之軌跡圖形為一類心臟線，其圖型如下： 
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以下為我們所推導出來的橢圓繞一全等橢圓時其橢圓 I2上任一點之軌跡方程式：

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2

2

: 2cos cos sin cos cos ' sin ' cos 2 '

: 2cos cos sin sin cos ' sin ' sin 2 '

tan , ' :

1 tan
tan , '

tan 1

x a b x a b x x

y a b x a b x x

bx
a

b
a

xb
a

φ θ θ φ θ θ φ

φ θ θ φ θ θ φ

θ θ

θ
φ

θ

+ + + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

１ ２　　　　　       　 分別為橢圓Ｉ,Ｉ上任一點之方向角

　　　x :

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

１ ２分別為橢圓Ｉ,Ｉ上任一點之有向角

 

其中幾個特殊的點之軌跡方程式： 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

: 2cos cos sin cos cos 2

: 2cos cos sin sin sin 2

2 1: 2cos cos sin cos cos 2
2

: 2cos cos sin sin

x a b x a x n

y a b x a x n

nx a b x b x

y a b

φ θ θ φ φ π

φ θ θ φ φ π

φ θ θ φ φ π

φ θ θ φ

+ + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

+

２

２

橢圓Ｉ長軸端點之軌跡方程式：

橢圓Ｉ短軸端點之軌跡方程式：

( ) ( ) 2 1sin 2
2
nx b xφ π+⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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2. 其軌跡圖形之函數方程式的證明由於篇幅過長，將在當天一併交給查

閱，如有不妥實感抱歉！ 

柒、 研究結果 

一、 橢圓繞軸其橢圓中心與座標原點連線距離為定值 r2=a2+b2。 

二、 橢圓繞軸其橢圓中心、座標原點、與兩軸之間的最大角度為 1tan a
b

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

橢圓繞軸其橢圓中心、座標原點、與兩軸之間的最小角度為 1tan b
a

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

三、 橢圓繞軸當橢圓 I 有向角∠F1ID1： 

在 00→900 間，夾角∠IOD1 改變量由大→小。 

在 900→1800 間，夾角∠IOD1 改變量由小→大。 

在 1800→2700 間，夾角∠IOD1 改變量由大→小。 

在 2700→3600 間，夾角∠IOD1 改變量由小→大。 

四、 橢圓繞軸有向角∠F1ID1與夾角∠IOD1之函數方程式: 

 
五、 橢圓繞軸，當橢圓的半短軸(b)趨近於 0 時，此橢圓兩焦點的軌跡近似

為一個扇形。 

六、 橢圓滾平面，兩焦點軌跡視為一 y 方向位移為 a、波長λ=周長、振幅

為 c、頻率為變值的週期波。 

七、 一橢圓繞另一全等橢圓時，其兩焦點軌跡為兩個相同半徑的圓。 

八、 橢圓繞一和其全等橢圓時其上任一點之軌跡方程式： 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

: 2cos cos sin cos cos ' sin ' cos 2 '

: 2cos cos sin sin cos ' sin ' sin 2 '

x a b x a b x x

y a b x a b x x

φ θ θ φ θ θ φ

φ θ θ φ θ θ φ

+ + + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ + + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦
 

捌、 結論 

除了在課堂上老師教過的橢圓基本性質之外，我們將蛋在地面上滾動的行為

也應用到橢圓身上，除了橢圓繞軸、橢圓繞橢圓、橢圓在平面上滾動，還觀

察其中的規律性，並將課堂上所學的知識應用上，這次科展對我們來說既是

一個可以鍛鍊思考邏輯，又可以應用所學的好機會，希望這次體驗能對我們

在未來從事其他活動提供一個美好的經驗。 
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TThhee  EEnndd  

TThhaannkk  yyoouu  ffoorr  yyoouurr  rreeaaddiinngg…………  



中華民國第四十五屆中小學科學展覽會 

評    語 

 
 

高中組 數學科  

 

佳作  

 
040407 

當我們同在一起"滾蛋"！！ 

 

國立宜蘭高級中學 

 

評語： 

1.使用基本數學知識推導曲線之方程式，並能

與數學軟體的視覺展示結果比對，提升本作

品的價值。 

2.作者已了解微積分並非萬靈丹，微積分的方

法無法獲得精確、完整橢圓的周長公式。 

3.若能加強團隊默契會更有加分的效果。 
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