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鋼珠在旋輪線軌道上運動的研究  

摘 要  

鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 上 純 滾 動 時 ， 有 等 時 性 ， 其 簡 諧 運 動 的 週 期 和 振 幅

無 關 。 用 電 腦 繪 圖 ， 畫 出 旋 輪 線 ， 再 用 電 腦 割 字 ， 在 壓 克 力 上 割 出 旋 輪 線 ，

組 合 成 旋 輪 線 軌 道 。  

1 .  測 量 鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 上 作 簡 諧 運 動 的 週 期 ， 證 明 鋼 珠 純 滾 動 時 ， 週 期 和

振 幅 無 關 。  

2 .  鋼 珠 由 軌 道 不 同 高 度 (h )釋 放 ， 測 量 運 動 至 底 端 的 時 間 ( t )， 質 心 速 度 (v )， 作

圖 ， 以 及ht − hv − 圖 ， 可 找 到 鋼 珠 發 生 滑 動 兼 滾 動 的 臨 界 高 度 ， 求 得 靜 摩

擦 係 數 。  

3 .  兩 相 同 的 鋼 珠，一 靜 置 於 完 整 旋 輪 線 軌 道 的 底 部，另 一 個 由 高 度 h 1 處 釋 放 ，

被 撞 鋼 珠 滾 動 上 升 到 最 大 高 度 2h′，由 2h′和 h 1的 關 係 式 可 求 得 恢 復 係 數。再 將

一 鋼 珠 靜 置 於 半 旋 輪 線 軌 道 的 底 部 ， 另 一 個 由 高 度 h1 處 釋 放 ， 原 靜 止 鋼 珠

被 撞 後 作 水 平 拋 體 運 動 ， 可 量 出 2v′， 作 12 vv −′ 圖 亦 可 求 出 恢 復 係 數 。  
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一 、  研 究 動 機 ：  

今 年 一 月 作 者 以 「 利 用 滾 動 實 驗 測 量 摩 擦 係 數 」 參 加 2005 年 台 灣 國 際 科

學 展 覽 ， 評 審 教 授 指 導 作 者 針 對 旋 輪 線 軌 道 做 進 一 步 研 究 。 本 實 驗 應 用 高 中

物 質 科 學 物 理 篇 ： 第 四 章 簡 諧 運 動 單 元 、 第 八 章 非 彈 性 碰 撞 單 元 及 第 九 章 純

滾 動 單 元 ； 做 完 實 驗 後 ， 對 上 述 三 章 有 更 深 刻 的 瞭 解 。  

 

二 、  研 究 目 的 ：  

1.  推 導 鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 上 作 簡 諧 運 動 的 公 式 ， 並 實 驗 證 明 。  

2 .  測 量 鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 由 純 滾 動 變 成 滑 動 兼 滾 動 的 高 度，求 出 鋼 珠 和 軌

道 間 的 摩 擦 係 數 。  

3 .  利 用 兩 鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 上 的 碰 撞 ， 求 出 恢 復 係 數 。  

 

三 、  實 驗 器 材 ：  

1.  用 Sigma 繪 圖 軟 體 畫 出 旋 輪

線，用 “ 電 腦 割 字 ＂  割 成 旋 輪

線 軌 道 ， 如 圖 一 ，  

(1)壓 克 力 製：旋 輪 線 軌 道 (半 徑

9.4cm， 軌 距 1.04cm)  

(2)壓 克 力 製：半 旋 輪 線 軌 道 (半

徑 17.6cm， 軌 距 1.04cm)。  
圖一：旋輪線曲面 

2 .  光 電 計 時 器 。  

3 .  鋼 珠 (半 徑 0.75cm 及 1.11cm 各 一 個 ， 半 徑 1.02 cm 二 個 )。  

4 .  碼 錶 、 尺 。  
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四 、  原 理 ：  

1.  半 徑 r 的 輪 子 在 水 平 面 上 純

滾 動 時 輪 緣 上 一 點 p(x,y ) 的

軌 跡 為 旋 輪 線 。  

φφ sinrrx −=    …  (1)  

φcosrry −=    …  (2)  

0 x

y

A rπ2

B

p φr

0 x

y

A rπ2

B

p φr
p φr

圖二：旋輪線 

2 .  質 量 為 m， 半 徑 為 R， 轉 動

慣 量 2

5
2 mRI = 的 鋼 珠 ， 在 旋

輪 線 上 純 滾 動 時 受 淨 力 F，

距 底 端 s 處 ：  

θsin
7
5 gmmaF ==      …  (3)  

ksmgksF −=⇒−= θsin
7
5  …  (4)  

將 (1)(2)式 微 分  )cos1( φφ −= rddx  ，  φφ sinrddy =  

( ) ( )22 dydxds += = φφ dr
2

sin2  

由 圖 三 可 知  θπφ 2−=  ∴ θθdrds cos4−=  

將 (4)微 分  kdsdmg −=θθcos
7
5

krmg 4
7
5

=⇒   …  (5)  

簡 諧 運 動 的 週 期  
g
r

k
mT

5
742 ππ ==          …  (6)  

換 言 之 ， 鋼 珠 在 旋 輪 線 上 純 滾 動 時 ， 其

週 期 和 振 幅 無 關 。  

s

A′

B′

φ

θ

θπ
−

2

θπ
−

2

ds

s

A′

B′

φ

θ

θπ
−

2

θπ
−

2

ds

圖三：鋼珠在旋輪線上 

N

θcosmg

d

βR

NN

θcosmg

d

βR

N

圖四：鋼珠在有槽斜面上

受力 

3 .  有 槽 斜 板 的 槽 距 d， 斜 角 θ， 鋼 珠 純 滾 動

時 ， 質 心 速 度 ωrv = ， r 為 鋼 珠 有 效 的 滾

動 半 徑 ，ω為 角 速 度 ， 如 圖 四 所 示 ，  
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2

22 4/cos
R

dRRRr −
== β     …  (7)  

4 .  鋼 珠 在 有 槽 斜 板 上 純 滾 動 時 ， 靜 摩 擦 力 f， 力 矩 ατ Ifr ==    …  (8)  

mafmg =−θsin           …  (9)  

可 得
β
θ

2cos52
sin2

+
=

mgf           …  (10)  

5 .  純 滾 動 不 生 熱 ， 所 以 力 學 能 守 恆 22

2
1

2
1 ωImvmgh +=    …  (11)  

可 得
β
β

2

2

cos52
cos10

+
=

ghv          …  (12)  

6 .  最 大 靜 摩 擦 力 NNNf ss 2, =′′= µ      …  (13)  由 (13)及 圖 四  

可 得 靜 摩 擦 係 數
β
βθµ 2cos52

costan2
+

=s  …  (14)  

7 .  鋼 珠 在 槽 距 d 的 旋 輪 線 軌 道 作 簡 諧 運 動 時 ， 由 (6)及 圖 四 可 得 週 期 為  

( )
β
βπ 2

2

cos5
cos524

g
rT +

=        …  (15)  

8 .  由 旋 輪 線 軌 道 高 度 h 處 純 滾 動 置 底 端 的 時 間  

β
βπ 2

2

cos5
)cos52(

4 g
rTt +

==       …  (16)  

質 心 速 度
β
β

2

2

cos52
cos10

+
=

ghv        …  (12)  

9 .  兩 質 量 相 等 的 鋼 珠，一 個 m2靜 止 在 旋 輪 線 曲 面 底 部，另 一 個 m1由 高 h 1純

滾 動 而 下 ， 撞 m2後 ， 高 度 為 1h′，  

m1撞 m2前 12

2

1 cos52
cos10 hgv

β
β

+
=     …  (12)  

m2被 撞 後 有 質 心 速 度 ，受 靜 摩 擦 力 作 用，純 滾 動 上 升 2，∴2v′ h′ 22 2 hgv ′=′  

m1撞 後 還 有 質 心 速 度 及 角 速 度1v′
r

v ,
1,

1 =ω  
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恢 復 係 數
12

12

vv
vve

−
′−′

−=           …  (17)   

∵ v 2=0  ∴ 112 evvv =′−′        …  (18)  

另 由 動 量 守 恆 221111 vmvmvm ′+′= ⇒ 211 vvv ′+′=   …  (19)  

(18)+ (19)得 12 2
1vev +

=′        …  (20)  

⇒  12

2
2

2 cos52
cos5)

2
1( heh

β
β

+
⋅

+
=′     …  (21)  

 

五 、  實 驗 方 法 ：  

實 驗 (一 )  測 量 鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 上 簡 諧 運 動 的 週 期  

將 半 徑 9.4cm 的 旋 輪 線 曲 面 置 於 水 平 桌 面 上 ， 調 整 曲 面 底 部 至 真 正

水 平 後，鋼 珠 在 軌 道 上 來 回 滾 動，可 超 過 75 次 以 上，用 碼 錶 量 任 意

10 次 純 滾 動 的 時 間 ， 求 出 週 期 的 平 均 值 。  

實 驗 (二 )  測 量 鋼 珠 和 軌 道 的 靜 摩 擦 係 數  

鉛垂

白紙

x′

y′

複寫紙

v

B

h 光電閘

A
鉛垂

白紙

x′

y′

複寫紙

v

B

h 光電閘

A

圖五：測量鋼珠和軌道的靜摩擦係數 

1 .  半 徑 17.6cm 的 旋 輪 線 軌 道 固 定

在 桌 緣 ； 軌 道 出 口 處 上 方 ， 放

置 光 電 閘 ， 出 口 處 正 下 方 繫 一

鉛 垂 ， 在 鉛 垂 線 下 方 的 地 面 放

一 張 白 紙 上 置 複 寫 紙 。  

2 .  鋼 珠 被 光 電 計 時 器 的 電 磁 鐵 吸

住 ， 啟 動 計 時 器 ； 當 鋼 珠 抵 曲

面 最 底 端 ， 通 過 光 電 閘 時 ， 計

時 器 停 止 計 時 ， 顯 現 時 間 t。  

3 .  鋼 珠 由 曲 面 底 端 水 平 拋 出 ， 落 入 複 寫 紙 上 方 ， 在 白 紙 上 留 下 痕 跡 ， 量 出

水 平 位 移 ， 鉛 直 位 移x′ y ′， 由 vtx =′ ，  2

2
1 gty =′  ⇒ x

y
gv ′
′

=
2

  …  (22)  
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4.  利 用 上 述 方 法，可 同 時 測 得 鋼 珠 在 軌 道 上 運 動 的 時 間 t 及 在 軌 道 最 低 點

的 質 心 速 度 v。  

5 .  改 變 釋 放 點 的 高 度 h， 分 別 量 得 t 和 x′， 作 ht − 圖 及 hv − 圖 。  

實 驗 (三 )  測 量 鋼 珠 的 恢 復 係 數  

(三 ~1)方 法 一 ：  

1 .  兩 質 量 相 等 的 鋼 珠 ， 一 由 高 度 h 1釋 放 ， 另 一 個 靜 置 於 曲 面 底 端 ， 被 撞 後

上 滾 高 度 為 2h′， 量 h 1、 2h′。  

2 .  改 變 h 1， 分 別 量 得 ， 利 用 (21)式 求 恢 復 係 數 e。  2h′

(三 ~2)方 法 二 ：  

3 .  為 了 作 對 照 ， 再 進 行 下 述 實 驗 ：  

(1)鋼 珠 m1=m2， 將 m2靜 置 於 半 旋 輪 線 軌 道 的 底 端 ， m1由 高 度 h 1釋 放 ， 由

h 1和 cosβ算 出 v 1。m 2被 撞 後，和 圖 五 所 示 一 樣，以 水 平 拋 出，由 (22)

式 可 求 得

2v′

2v′。  

(2)由 (20)  12 2
1vev +

=′ ，作 12 vv −′ 圖，由 斜 率 可 求 得 e 和 方 法 一 所 得 結 果 作

比 較 。  

六 、  實 驗 結 果 及 討 論 ：  

實 驗 (一 )：  

鋼 珠 半 徑 1.11cm， 軌 道 軌 距 1.04cm， 軌 道 半 徑 r=9.4cm， cosβ =0.8835，

由 (15)  ( )
β
βπ 2

2

cos5
cos524

g
rT +

=  =1.514 秒 ， 由 測 量 來 回 10 次 滾 動 的 時 間 ， 得 平 均

一 次 時 間 為 1.510 秒 ， 誤 差 僅 -0 .26%。  

實 驗 (二 )：  

1 .  鋼 珠 半 徑 各 為 0.75cm 及 1.11cm， 軌 道 半 徑 r=17.6cm， 軌 距 1.04cm，  

cosβ 分 別 為 0.7206 及 0.8835， ht − 圖 如 圖 六 所 示 。  
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2. 半 徑 1.11cm 的 鋼 珠 依 (16)  

( )
β
βπ 2

2

cos5
cos52

g
rt +

= =0.518 秒 ， 實

驗 結 果 為 0.530 秒 ， 相 差 的 時 間

為 電 磁 鐵 殘 磁 的 影 響 ； 但 在

h=10.6cm 以 內 ， 為 直 線 ，

h>10.6cm 因 鋼 珠 有 滑 動 現 象，所

以 不 再 有 等 時 性 。 h=10.6cm 

ht −

cm11.1=R

cm75.0=R

0.45

0.50

0.55

0.60

5.0 7.0 9.0 11.0 13.0 15.0

h (cm)

Ti
m

e(
s)

cm11.1=R

cm75.0=R

cm11.1=R cm11.1=R

cm75.0=R cm75.0=R

0.45

0.50

0.55

0.60

5.0 7.0 9.0 11.0 13.0 15.0

h (cm)

Ti
m

e(
s)

圖六：鋼珠由軌道滾下的 關 係 圖ht −

為 純 滾 動 的 臨 界 點 ， 換 言 之 ， 此 時 的 摩 擦 力 為 最 大 靜 摩 擦 力 f s ， 由 (14)  

β
βθµ 2cos52

costan2
+

=s ， 因 cosβ =0.8835， 再 由 (2)及 圖 二 ， y = 2r-h  =  24.6cm       

⇒  φ  =  113.43∘= π -2θ  ⇒θ =33.28∘代 入  (14)  得 µ s=0.20。  

3 .半 徑 0.75cm的 鋼 珠 依 (16)  t  =0.560 秒 ， 實 驗 結 果 為 0.566 秒 。 h=10.1cm

以 上 時 ， 鋼 珠 滑 動 兼 滾 動 ， 可 得 µ s亦 為 0.20。  

4 .表 一 、 表 二 分 別 為 兩 鋼 珠 的 釋 放 高 度 h 與 水 平 位 移 x′的 關 係 數 據 ， 曲 面

底 端 離 地 的 高 度 y '  =  80.80cm，將 數 據 分 別 代 入 (22) x
y
gv ′
′

=
2

，得 鋼 珠 在

軌 道 最 低 點 的 質 心 速 度 v。  

 
表 一 ： 鋼 珠 半 徑 R=1.11cm， 釋 放 高 度 h 和 軌 道 最 低 點 速 度 v 的 關 係  

 
h (cm) h ( cm ) x′  (cm) v (cm/s)  
5 .20 2.28 32.50±0.06 80.03 ±0.15 
7.60 2.76 39.30±0.10 96.78 ±0.25 
9.50 3.08 43.90±0.07 108.10±0.17 

10.60 3.26 46.90±0.08 115.49±0.20 
11.80 3.44 48.80±0.07 120.17±0.17 
14.00 3.74 52.90±0.09 130.27±0.22 
15.50 3.94 55.00±0.11 135.44±0.27 
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表 二 ： 鋼 珠 半 徑 R= 0.75cm， 釋 放 高 度 h 和 軌 道 最 低 點 速 度 v 的 關 係  
 

h (cm) h ( cm ) x′  (cm) v (cm/s)  
5 .20 2.28 30.10±0.05 74.12 ±0.12 
7.60 2.76 36.20±0.07 89.14 ±0.17 
9.50 3.08 40.80±0.08 100.47±0.20 

10.60 3.26 42.90±0.08 105.64±0.20 
11.80 3.44 44.60±0.06 109.83±0.15 
14.00 3.74 49.20±0.10 121.16±0.25 
15.50 3.94 50.70±0.09 124.85±0.22 

 

cm11.1=R
cm75.0=R

)cm(h
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V
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cm11.1=R
cm75.0=R
cm11.1=R
cm75.0=R

)cm(h
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V
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(c
m

/s
)

圖七：鋼珠由軌道滾下的 v - h 關 係 圖

5. 圖 七 為 兩 鋼 珠 的 v - h 圖 ， 半 徑

1.11cm 的 鋼 珠 ， 在 h=10.6cm 以

下 做 純 滾 動 運 動 ， 其 v - h 圖 為

直 線 ， 斜 率 =35.9 ， 由 (12)  

hghv 0.36
cos52
cos10

2

2

=
+

=
β
β

相 符，且

由 h=10.6cm亦 可 求 得 µ s=0.20。  

6 .半 徑 0.75cm 的 鋼 珠 的 v - h 圖 斜  

率 33.4 和 理 論 值 33.3 亦 相 符 ， h=10.1cm 以 下 圖 形 為 直 線 ， 亦 可 得

µ s=0.20。  

實 驗 (三 )：  

(三 ~0)動 機 ：  

兩 相 同 的 鋼 珠 分 別 用 電 磁 鐵 吸 住 ， 將 鋼 珠 置 放 於 軌 道 兩 側 等 高 處 ， 啟

動 開 關 ， 兩 鋼 珠 同 時 抵 達 底 部 ， 而 且 具 有 相 同 的 速 率 ， 撞 後 ， 兩 鋼 珠 反 方

向 上 升 ， 滾 回 後 再 同 時 在 底 部 相 撞 ， 相 撞 四 次 後 兩 鋼 珠 同 時 停 在 底 部 。 (1)

依 據 參 考 資 料 鋼 珠 的 恢 復 係 數 因 材 料 而 異，但 高 達 0.90>e>0.69，(2)若 不 碰

撞 鋼 珠 可 來 回 75 趟 ， 相 撞 只 來 回 4 趟 相 差 甚 多 (3)滾 動 的 鋼 珠 相 撞 的 時 間

甚 短 ， 摩 擦 又 不 大 ， 是 什 麼 原 因 使 兩 同 時 滾 動 的 鋼 珠 僅 作 四 次 碰 撞 ？  

 

 



 

(三 ~1)方 法 一 ：  

1 .  在 旋 輪 線 上 ， 兩 同 大 的 鋼 珠 半 徑 =1.02cm， cosβ =0.8603， 表 三 為 其 一

鋼 珠 釋 放 高 度 h 1 與 被 撞 鋼 珠 撞 後 高 度 2h′的 關 係 數 據 ， 將 數 據 分 別 代 入

(21)  12

2
2

2 cos52
cos5)

2
1( heh

β
β

+
⋅

+
=′ ， 求 得 恢 復 係 數 e。  

表 三 ： 被 撞 球 沿 旋 輪 線 軌 道 上 升 測 恢 復 係 數 之 12 hh −′ 關 係  
 

h 1 (cm) 1.30 2.62 4.80 5.80 7.80 9.90 12.60 

2h′ (cm) 0.42±0.01 0.85±0.01 1.56±0.02 1.88±0.01 2.40±0.02 3.10±0.01 4.00±0.03
e 0.410 0.414 0.412 0.413 0.377 0.389 0.399 

 

2 .  利 用 本 方 法 測 得 鋼 珠 的 恢 復 係 數 僅 約 0.4， 和 公 認 值 相 去 甚 遠 。  

(三 ~2)方 法 二 ：  

3 .  表 四 為 m1釋 放 高 度 h 1和 被 撞 鋼 珠 水 平 拋 出，著 地 時 水 平 位 移 的 關 係 數

據 ， 將 h

x′

1 分 別 代 入 (12)  
β
β

2

2

cos52
cos10

+
=

ghv ， 求 得 v 1 ， 曲 面 底 端 離 地 的 高 度

y '  =  80.80cm， 將 分 別 代 入 (22)x′ x
y
gv ′
′

=
2

， 求 得 2v′。 再 將 數 據 分 別 代 入

(20) 12 2
1vev +

=′  求 得 e， 由 h 1≦ 10.5cm所 得 ， 求 得 平 均 值 e=0.80±0.002。  

 

表 四 ： 被 撞 球 水 平 拋 體 測 恢 復 係 數 的 12 vv −′ 關 係  

 

h 1 (cm) v 1(cm/s)  x′  (cm) 2v′  (cm/s)  e 
3.40 65.77 24.10±0.04 59.35±0.10 0.80 
5.70 85.16 31.20±0.05 76.83±0.12 0.80 
8.40 103.38 37.90±0.06 93.33±0.15 0.81 

10.50 115.58 42.30±0.05 104.17±0.12 0.80 
11.10 118.84 42.40±0.08 104.41±0.20 0.76 
13.70 132.03 45.60±0.07 112.29±0.17 0.70 
16.20 143.57 49.20±0.08 121.16±0.20 0.69 

 

 

9
4.  圖 八 中 ， 在 h=10.5cm 以 下 鋼 珠
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做 純 滾 動 運 動 ， 其

圖 為 直 線 ， 斜 率

=0.90 ， 由

(20)

12 vv −′

12 2
1vev +

=′ ， 求 得

e=0.80。  

5 .  兩 相 同 鋼 珠 用 不 同 的 方 法  

(而 且 只 有 測 2v′方 法 不 同 )，  

但 求 得 的 恢 復 係 數 相 差 很 多 ， 方 法 二 的 結 果 和 公 認 值 相 符 。  

6 .  由 於 方 法 二 求 時 ， 使 鋼 珠 水 平 拋 出 ， 運 動 期 間 僅 受 空 氣 阻 力 ， 所 以 求

得 的 值 較 接 近 實 際 值 。 方 法 一 中 ， 被 撞 的 鋼 珠 獲 得 質 心 速 度 ， 沿 軌

道 純 滾 動 而 上 時，摩 擦 力 向 下，使 其 具 有 角 速 度

2v′

2v′ 2v′

r
v ,

2=ω ；鋼 珠 上 升 期 間 ，

重 力 的 分 力 使 其 質 心 速 度 減 慢 ， 摩 擦 力 向 上 以 減 低 ω， 至 時 沒 有 移 動

亦 沒 有 滾 動，因 撞 後 在 極 短 的 時 間 內，鋼 珠 受 到 軌 道 的 摩 擦 力 要 做 兩 次

的 方 向 改 變，而 無 法 純 滾 動，因 此 測 得 的

2h′

2h′較 小， 2v′ 較 小，∴ e 值 較 小 。

是 否 如 此 ， 值 得 進 一 步 研 究 。  

七 、  結 論 ：  

1.  鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 上 做 純 滾 動 的 簡 諧 運 動 時，有 等 時 性，即 週 期 和 振 幅

無 關 。  

2 .  鋼 珠 由 旋 輪 線 軌 道 上 釋 放 到 底 端 時，若 純 滾 動 v - h 圖 為 直 線， ht − 圖 為

水 平 線 ， 滑 動 兼 滾 動 時 ， 則 不 再 為 線 性 。 找 出 此 臨 界 點 ， 可 算 出 鋼 珠 和

軌 道 的 靜 摩 擦 係 數 。  

3 .  一 鋼 珠 在 旋 輪 線 軌 道 底 部，另 一 大 小 相 同 的 鋼 珠 和 其 正 面 碰 撞，鋼 珠 在

軌 道 上 的 運 動 為 純 滾 動 時，可 利 用 鋼 珠 的 釋 放 高 度 h 1及 被 撞 鋼 珠 的 2v′求

出 恢 復 係 數 。  
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評語： 

1. 本實驗系統化配合理論及實驗數據，探討

軌道運動，應予繼續深入探討。 

2. 本實驗使用鋼珠分析恢復係數之影響，可

以再進一步探討其他材質球珠，並分析其

物理可能機制 

3. 可以參考更多相關資料，如多變化軌道之

球珠運動，以延伸應用本研究探討。


