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摘要 

首先，我們從研究關於邊長比為 1：2 的圖形開始，因為剛起步沒有頭緒，也無從下手，

於是我們展現人類本能『土法煉鋼』，搬出圓規、直尺等一堆工具，徒手繪圖（慢慢畫的方法

實在有夠遜!!)，以小正三角形或正方形，甚至是正多邊形去繞大正方形和其他正多邊形內部

周圍，一開始很順利，但是當 n 愈來愈大的時候，困擾就產生了；因此激發了我們人類潛能，

改以「自轉」、「公轉」方法，並試著研究正 N 邊形旋轉正 M 邊形( M > N )，導出公式。 

     最後，加上 p 的改變，挫折越滾越多，正處於百思不解、困阨之際，所謂:「山不轉路

轉，路不轉人轉。」，惟有發揮人類極致的靭性，再以「機率分配、樹狀圖」的觀念加持，當

能迎刃而解，找出圈數與軌跡長度之規律，再逐步推廣到邊長比為 1：P。 

壹、 研究動機 

在南一書局第 2 冊第 3 章中，提到「角的度量與弧度」時，延伸教材有一道「91 年基本

學測(一)」的試題：「如下圖(一)，有一個邊長為 6 公分的正方形 ABCD，在此正方形的兩邊上

放置兩個邊長為 6 公分的正三角形(△ADE、△FDC)。試問當△ADE 以 D 為圓心順時鐘旋轉

至與△FDC 完全重合時，E 點所經過的路線長為多少?」，當同學解出答案後，老師就順勢出
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道題目＂如下圖(二)，正三角形 ABP(邊長 1)置於正方形 AXYZ(邊長 2)內，將正三角形 ABP

沿著正方形邊長順時針方向轉動，請問要經過多少路途才能歸定位？＂，幾個不知天高地厚

的小子就這樣上當囉!!! 

 

 

 

 

  

 

貳、 研究目的 

正 N 邊形旋轉正 M 邊形( M > N )，圈數與軌跡是否有規律？N 與 M 是否可為任意數？ 

與數學某個性質是否相關聯？ 

參、 研究設備及器材 

紙、筆、gsp 數學軟體、益智玩具。 

肆、 研究過程 

俗話說：「萬事起頭難。」面對這樣看似複雜的問題，我們就以戰戰兢兢的心態來面對。

首先讓我們先來小試身手，以徒手繪圖的方法來觀察，看能不能找出規律： 

定義： 

1. rxn：正 n 邊形中，為分類不同長度的旋轉半徑，所使用的名稱。 

  
 

(圖二) 
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2. mθ ：正 m 邊形任一內角。 

例如： °= 904θ  、 °= 1085θ  

3. 
[ ]
pm
npmpm

n

,R = ：正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比為 1：P 的圈數 

研究過程(一) 

一、正三角形繞正方形邊上旋轉 ( 邊長比 1 : 2 )： 

(一) 圈數： 

 

 

 

 

 

 

 

由上圖可知，小三角形轉大正方形一圈，小三角形上的 P 點會以順時針的方向前

進兩個頂點位置，因此，轉三圈後就能回到原定點。 
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(二) 軌跡路徑長： 

由上圖中分析，發現每六步中，必有二大步(旋轉 °120 )、二小步(旋轉 °30 )、二

步不動，相當於每三步中，必有一大步、一小步、一步不動，所以三角形轉三

圈，每圈走 8 步，且旋轉半徑為三角形邊長 ( r1
3  = 1)，則： 

P 點所走的路徑長＝
3

2012
3
183

360
30120 ππ =×××××
°

°+° )(  

＊正三角形繞正五邊形也符合此規律。 

＊另外起始位置不同時，經過繪圖發現圈數與路徑長皆相同。（見附錄一） 

二、正方形繞正五邊形內部旋轉 ( 邊長比 1 : 2 )： 

(一) 圈數： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上圖可知，小正方形轉大正五邊形一圈，小正方形上的 P 點會以順時針的方

向前進兩個頂點位置，因此，轉兩圈後就能回到原定點。 

r1
4 =1、 °90    no r1

4
=1、 °90

r 2
4
= 2 、

no 

r1
4
=1、 °90  no r1

4
=1、 °90  

r1
4
=1、 °90  r 2

4
= 2 、 °18  
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(二) 軌跡路徑長： 

1. 發現旋轉半徑不同(分屬兩類：r1
4 =1        、r 2

4 = 2       ) 

＊ 推測起始位置不同時，所走的軌跡及其路徑長不同。（見附錄一） 

 

2. 每四步中，有兩大步(旋轉 °90 、r1
4  =1)、一小步(旋轉 °18 、r 2

4 = 2 )、一步不

動，所以正方形轉兩圈，每圈走 10 步，則：  

P 點所走的軌跡長= 22
4
1210

360
1812

4
2210

360
90

×××××
°
°

+×××××
°
° ππ  

= π)
2
2(5 +  

 

三、正方形繞正六邊形內部旋轉 ( 邊長比 1 : 2 )： 

(一) 圈數：小正方形轉大正六邊形，小正方形上的 P 點轉一圈後就能回到原定點。 

(二) 軌跡路徑長： 

每四步中，有兩大步(旋轉 °90 、r1
4 =1)、一小步(旋轉 °18 、r 2

4 = 2 )、一步不動， 

所以正方形轉一圈，每圈走 12 步，則： 

P 點所走的軌跡長= 22
4
112

360
1812

4
212

360
90

××××
°
°

+××××
°
° ππ  

  = π)
10

233( +  

 

四、正五邊形繞正六邊形內部旋轉 ( 邊長比 1 : 2 )： 

(一) 圈數： 

1 
1 

2  
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由上圖可知，小正五邊形轉大正六邊形一圈，小正五邊形上的 P 點會以順時針

的方向前進兩個頂點位置，因此，轉五圈後就能回到原定點。 

(二) 軌跡路徑長： 

1. 發現旋轉半徑不同(分屬兩類：r1
5 =1、r 2

5 = 2
51+

) 

r 2
5 推導： 

 

 

ΔABC~ΔAMB  (AAA 相似) 、設 1=AB 、 xAC = (x 為正數) 

由相似形對應邊成比例知、                              (負不合) 

＊ 由此可推測起始位置不同時，圈數相同但所走的軌跡及其路徑長不同。 

B

A

E

C D

M
B

A

E

C D

11
1 x
x

=
−

2
51

012

±
=

=−−

x

xx

P10

P11

P11.P12

P8

P7

P10

P9

P7

P6
P6.P7

p5

P6

P4

p5

P4

P3
P3

P2P1 . P2A

P

P1

r1
5 =1、 °72  r1

5 =1、 °72  no  

no  

r 2
5 、 °12  

r 2
5 、 °72  r1

5 =1、 °12  

r 2
5 、 °72 r 2

5 、 °12 no  r1
5 =1、 °72

r1
5 =1、 °12  
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2. 每十步中，有四大步(旋轉 °72 、r 2
5 = 2

51+
)、四小步(旋轉 °12 、r1

5 =1)、兩步

不動，相當於每五步中，有兩大步、兩小步、一不動；而兩大步和兩小步中，

旋轉半徑r1
5 =1、和r 2

5 = 2
51+
各半，所以正五邊形轉五圈，每圈走 12 步，則： 

P 點所走的軌跡長

= )()( 1
2

512
5
1512

360
121

2
512

5
1512

360
72

+
+

×××××
°
°

++
+

×××××
°
° ππ  

= π)(
2

53
5
28 +

 

五、歸納： 

(一) 由前幾項圖解可以歸納一些原理，轉多少圈似乎是在找（最小公倍數）問題。 

例如：正三角形 正四邊形    3
8

]3,8[
=       (以下皆邊長比 1：2)    

正四邊形 正五邊形    2
10

]4,10[
=             

正五邊形 正六邊形    5
12

[12,5]
=             

如果繼續推廣下去則可推： 

正 n 邊形 正 m 邊形， 
m

nm
2

],2[
  即可求出旋轉圈數。 

(二) 再運用公式推導正三角形、正五邊形來轉正多邊形所需圈數， 

似乎又有一些新發現： 

例如：正三角形 正 m 邊形    非一圈即三圈 

正五邊形 正 m 邊形    非一圈即五圈 

我們大膽預測當 n 為奇數，正 n 邊形 正 m 邊形呢？  



 8

是不是符合非一圈即 n 圈？ 

看看下列情形：                     

正九邊形 正十邊形     9
20

]9,20[
=    正九邊形 正十一邊形   9

22
]9,22[
=  

正九邊形 正十二邊形   3
24

]9,24[
=    正九邊形 正十三邊形   

[ , ]
=

26 9 1
26

 

  →不符合推論！！ 

此結果實在令人覺得晴天霹靂，但是失敗為成功之母，繼續努力必有所得！！！ 

繼續打拼，終於感動上蒼，讓我們發現： 

當 n 為質數，正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比為 1：2 時， 

各種半徑都平均分配，且大步：小步為 1：1(請參閱研究結果 page16) 

研究過程(二) 

一、 接下來我們討論 1：P 的情形，經過一連串辛苦的逐步推演之後，我們發現內部正

n 邊形似乎在做「自轉」運動，於是乎推導的方法大大的進化(見附錄二)： 

改變 n 的奇、偶性，看看情形如何： 

(一) 正三角形繞正方形邊內部旋轉：   

1. 邊長比 1 : 3 

(1) 圈數：小三角形轉大正方形一圈即回到原定點。 

 

 

(2) 軌跡路徑長： 

r1
3
 

°30  

 

NO
r1

3
 

°30  
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同理，因為每三步中有一大步(旋轉 °120 )、一小步(旋轉 °30 )、一步不動，所以

三角形轉一圈，每圈走 12 步，且旋轉半徑為三角形邊長 ( r1
3  = 1)，則： 

P 點所走的路徑長=
3

1012
3
143

360
30120 ππ =×××××⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

°
°+°

 

(二) 正方形繞正五邊形內部旋轉：  

1. 邊長比 1 ： 3  (如下圖) 

(1) 圈數： 

 

 

 

 

 

由上圖可知，小正方形轉大正五邊形一圈，小正方形上的 P 點會以順

時針的方向前進 3 個頂點位置，因此，轉四圈後就能回到原定點。 

(2) 軌跡路徑長： 

總步數中，有
3
1
步、r1

4  =1 的大步；
6
1
步、r 2

4 = 2 的大步(旋轉 °90 )；

6
1
步、r1

4 =1 的小步；
12
1

步、r 2
4 = 2 的小步 (小步旋轉 °18 )；

4
1
步不

動，所以正方形轉四圈，每圈走 15 步， 

則 P 點所走的軌跡長： 

πππ

ππ

)2
2

1111()22
12
112

6
1(415

360
18

)22
6
112

3
1(415

360
90

0

0

0

0

+=××+×××××

××+×××××
 

2. 邊長比 1 ： 4  (如下圖) 

NOr1
4
=1 
°90  

NO

NO  r 2
4
= 2  

°18  

r1
4
=1 
°90  

r1
4
=1 
°90  

r1
4
=1 
°90  

r 2
4
= 2  

°90  

r 2
4
= 2  

°90  
r1

4
=1 
°18  

r1
4
=1 
°18  
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(1) 圈數： 

 

 

由上圖可知，小正方形轉大正五邊形轉一圈後就能回到原定點。 

(2) 軌跡路徑長： 

總步數中，有
4
2
步、r1

4  =1 的大步；0 步、r 2
4 = 2 的大步(旋轉 °90 )；

0 步、r1
4=1 的小步；

4
1
步、r 2

4 = 2 的小步 (小步旋轉 °18 )；
4
1
步不動，

所以正方形轉一圈，每圈走 20 步，  

則 P 點所走的軌跡長： 

πππ )
2
25(22

4
1120

360
1812

4
2120

360
90

0

0

0

0

+=×××××+×××××  

3. 以此類推，可發現正四邊形 正 m 邊形，邊長比為 1：P 的規律 

(1) 當 P＝4K+1  或 P＝4K-1 時    

 1：3                1：5 1：7 1：9 1：11 歸納 

大 1 
1
3
 

2
5
 

3
7
 

4
9
 

5
11

 
1

2
P
P
−

 

大 2  
1
6
 

1
5
 

3
14

 
2
9
 

5
22

 
1 1 1 11

2 2 4 4
P
P P P
−

− − − −  

小 1 
1
6
 

1
10

 
1

14
 

1
18

 
1
22

 
1

2P
 

小 2  
1

12
 

1
20

 
1
28

 
1
36

 
1
44

 
1

4P
 

(2) 當 P＝4K  或 P＝4K+2 時    

NO1
90
r =
°

 2
18
r =
°

1
90
r =
°
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 1：4 1：6 1：8 1：10 1：12 歸納 

大 1 
2
4
 

6
12

 
4
8
 

10
20

 
12
24

 
1
2
 

大 2  0  
2

12
 

1
8
 

4
20

 
2

12
 

1 1 14 1
2 4

p k
p

= → − − −時  

1 1 14 2 1
2 2 4

p k
p

= + → − − −時

小 1 0  0  0  0  0  0  

小 2  
1
4
 

1
12

 
1
8
 

1
20

 
1

12
 

14p k
P

= →時  

14 2
2

p k
P

= + →時  

＊ 由上可推得，改變邊長比不只影響圈數，更會改變路徑長。 

(三) 由前幾項推導，可發現和研究過程(一)相同與相異的結論： 

1. 轉多少圈同樣是在找（最小公倍數）問題。 

例如：   

正四邊形 正五邊形    4
15

415
=

],[
       (邊長比 1：3) 

正四角形 正五邊形    4
25

425
=

],[
       (邊長比 1：5)    

正四邊形 正六邊形    1
24

[24,4]
=         (邊長比 1：4) 

◎從中發現，邊長比改變圈數也會跟著改變。 

2. 如果繼續推廣下去則可推，當邊長比為 1：p 

正 n 邊形 正 m 邊形， 
pm
npm ],[

  即可求出旋轉圈數。 
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(四) 回過來研究特殊的情形，正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比 1：1 

1. 正三邊形 正四邊形 

           每三步一循環 

(1) 圈數：帶公式可算得圈數＝
[ ]

3
4
34

=
,

 

(2) 軌跡路徑長： 

總步數中，每三步一循環，有 0 步、r1
3  =1 的大步(旋轉 °90 )； 

2 步、r1
3  =1 的小步 (小步旋轉 °18 )；1 步不動。 

→推知總步數中，
3
2
步、r1

3  =1 的小步；
3
1
步不動。 

2. 以此法類推，可發現正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比為 1：1 的步數規律 

 正三 正 m 正四 正 m 正五 正 m 正六 正 m 正七 正 m 

r1

3 3
2
步 r 1

4 4
2
步 r5

1

5
2
步 r 1

6 6
2
步 r7

1

7
2
步 

3
1
步不動 r 2

4 4
1
步 r5

2

5
2
步 r 2

6 6
2
步 r7

2

7
2
步 

 
4
1
步不動 

5
1
步不動 r 3

6 6
1
步 r 3

7 7
2
步 

各所 

種佔 

旋步 

轉數 

半比 

徑例 
   

6
1
步不動 

7
1
步不動 

＊ 全都只有小步沒有大步。(請參閱研究結果 page18) 

研究過程(三) 

到此又有了新發現，各種半徑的步數比例，似乎與機率統計上的樹狀圖有點關聯， 

加上「自轉」運動，便可簡化成如下圖： 
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如下討論：（正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比 1：P） 

1. （p，n）＝1 ，以 1：6，正五邊形 正 m 邊形為例：（參考下圖） 

小步平均分配在各種半徑，且大步：小步＝5：1 

 

 

 
 
 
 
 

大步 r1
5 ： 6

5
5
2
×  r2

5 ： 6
5

5
2
×   

小步 r1
5 ： 6

1
5
2
×  r2

5 ： 6
1

5
2
×   

合計 
5
2
 

5
2
 

若（p，n）＝1，則小步會平均分配在各種半徑裡，且大步：小步＝（p－1）：1 

2. （p，n）≠1， 

(1) 以 1：10，正 12 邊形 正 m 邊形為例：參考下圖 

 

 

 

 

 

 

 

大大大大大

大小大大大

大小大大大

大大小大大

NO 
r1

5

r2
5

r1
5

r2
5

大大大大小 

大大大大大 

大小大大大 

大大大大大 
NO 

小大大大大 

大大大大大 

大小大大大 

大大小大大 

大大大大大 

大大大大大 
大大大大大 

r1
12

r1
12r2

12  

r2
12

r3
12

r3
12  

r4
12

r4
12  

r5
12

r5
12

r6
12
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[ ]12,10 ＝60、( )6,10 ＝2 小步出現在r2
6 、r 4

6 、r 6
6中，各二次 

大步 r1
12 ：12

2
 r 2

12 ： 60
2

12
2
−  r3

12 ： 
12
2
r 4

12： 60
2

12
2
− r5

12 ：12
2

 r 6
12： 60

1
12
1
−

小步 r1
12 ：0 r 2

12 ： 60
2

 r3
12 ：0 r 4

12 ： 60
2

 r5
12 ：0 r 6

12 ： 60
1

 

合計 
12
2

 
12
2

 
12
2

 
12
2

 
12
2

 
12
1

 

(2) 以 1：6，正 9 邊形 正 m 邊形為例：參考下圖 

 

 

 

 

 

 

[ ]9,6 ＝18 、 ( )9,6 ＝3 小步出現在r2
9 、r1

9 、r4
9 中，各一次 

大步 r1
9 ： 18

1
9
2
−   r2

9 ： 18
1

9
2
−   r3

9 ： 9
2
 r4

9 ： 18
1

9
2
−   

小步 r1
9 ：18

1
  r2

9 ：18
1

  r3
9 ：0  r4

9 ：18
1

  

合計     
9
2
     

9
2
     

9
2
     

9
2
 

(請參閱結論 page 20~22 頁) 

伍、 研究結果 

NO 

大大 小大 

大小 

大大 

大大 

大大 

大大 

大小 

r1
9

r1
9

r 2
9

r 2
9

r3
9

r3
9  

r 4
9r 4

9
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一、先討論 1：2 

(一) 正三角形 正 m 邊形   (m＞3)  

1. 圈數： 

(1) 當 m＝ 3k ，正三角形繞正 m 邊形
2
3

mR =1 圈後，即能回到原定點。 

(2) 當 m≠ 3k ，正三角形繞正 m 邊形
2
3

mR =3 圈後，即能回到原定點。 

2. 軌跡路徑長：  

∴路徑長＝ rR mmm 1
3

2
3 2

3
1

360
60120

×××××⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

°
°−+° πθ

。 

(二) 正方形 正 m 邊形   (m＞4)  

1. 圈數： 

(1) 當 m 為偶數，正方形繞正 m 邊形R m2
4 =1 圈後，即能回到原定點。 

(2) 當 m 為奇數，正方形繞正 m 邊形R m2
4 =2 圈後，即能回到原定點。 

2. 軌跡路徑長：                                                               

∴路徑長＝ ( ) rRrR mm m
m

m 2
4

2
4

1
4

2
4 2

4
1902

4
2

360
90

×××××°−+×××××
°
° πθπ 。 

(三) 正五邊形 正 m 邊形   (m＞5)  

1. 圈數： 

(1) 當 m ＝ 5k，正五邊形繞正 m 邊形R m2
5 =1 圈後，即能回到原定點。 

(2) 當 m ≠ 5k，正五邊形繞正 m 邊形R m2
5 =5 圈後，即能回到原定點。 

2. 軌跡路徑長： 

∴路徑長＝ ( ) ( )2 1 2 2 1 2
5 5 5 5 5 5

10872 1 12 2
360 5 360 5

θπ π− °°
× × × × × + + × × × × × +

° °
m mmm mR r r R r r  
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(四)  當 n 為質數，正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比為 1：2 時 ： 

1. 圈數： 

(1) 當 m 是 n 的倍數    R2m
n ＝

m
nm

2
],2[
＝ 1 圈 

(2) 若 m 不是 n 的倍數   R2m
n ＝

m
nm

2
],2[
＝ n 圈 

2. 軌跡路徑長： ∑
−

=

××××××⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

°
−

+
°
−° 2

1

1

2 2
2
122

360360
180

n

k

k
n

m
n

nmn rn
mR π

θθθ
 

二、 再討論邊長比為 1：P  (P＞2) 

改變 n 的奇、偶性，看看情形如何： 

(一) 正三邊形 正 m 邊形   (m＞3)    

1. 若 ( ) 13,P = ，路徑長：

121
3
2

360
06

121
3
2

360
120

33R ××××××
°
°−

+××
−

××××
°
° π

θ
π

p
pm

p
ppm Rpmmpm

 

2. 若 ( ) 13,P ≠  ，路徑長：

121
360

06
12)1

3
2(

360
120

33R ×××××
°
°−

+××−×××
°
° π

θ
π

p
pm

p
pm Rpmmpm

 

 

(二) 正四邊形 正 m 邊形   (m＞4)  

1. 若 P= 4k  ( k∈Ν )  

(1) 圈數：1 圈後，即能回到原定點。 

(2) 路徑長： 

( )

44

4

1 12 1 2 2
360 2 360

1 1 11 2 2
360 2 4

mpm pm
p

pm
p

θ θθ π π

θ π

−
× × × × + × × × ×

° °

+ × × − − − × ×
°
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2. 若 P= 4k ＋ 2  ( k∈Ν )  

(1) 圈數： 

當 m 為偶數，R4
pm

＝1 圈後即能回到原定點。 

當 m 為奇數，R4
pm

＝2 圈後即能回到原定點。 

(2) 路徑長： 

22
2
1

4
1

2
11

360

22
2
1

360
12

2
1

360

4
4

4
4

4
4

××−−−×××
°

+

×××××
°

−
+×××××

°

π)
p

(pmθ

π
p

pm
θθ

πpm
θ

R

RR
pm

pmmpm

 

3. 若 P= 4k － 1 或 P= 4k ＋ 1 ( k∈Ν )  

(1) 圈數： 

當 m 為偶數，Rpm
4 ＝2 圈後即能回到原定點。 

當 m 為奇數，Rpm
4 ＝4 圈後即能回到原定點。 

(2) 路徑長：  

22
4
1

360

22
4
1

4
1

2
1

2
11

360

12
2
1

360
12

2
1

360

4
4

4
4

4
4

4
4

×××××
°

−
+

××−−−
−

−×××
°

+

×××××
°

−
+××

−
×××

°

π
θθ

p
pm

π)
ppp

p(pm
θ

π
p

pm
θθ

π
p

ppmθ

R

R

RR

pmm

pm

pmmpm

 

三、 最後討論特殊情形，邊長比為 1：1 

(一) 正 n 邊形 正 m 邊形   (m＞n)  

1. 圈數：
[ ]
n
nmRm

n

,
=  

2. 路徑長：n 是奇數→  ∑
−

=

×××××
− 2

1

1
0 22

360

n

x

x
n

m
n

nm rn
mR π

θθ
 

n 是偶數→  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
×+×××××

°
− ∑

−

=
rR
n

n

n

x

x
n

m
n

nm

n
r

n
πm

θ
2

1
2

1

122
360

θ
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四、到此，總算有點成就，由研究過程(三)得知，( )np, 可決定小步落在何處，在加上機

率統計上的樹狀圖，如下討論：（正 n 邊形 正 m 邊形，邊長比 1：P） 

(一) ( )np, ＝1： 

1. n 是偶數： 

大
p
p

nrxn
12 −

×=     小
pnrxn
12

×=    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= )1

2
(,3,2,1 nx L  

大
p
p

nr
n

n

11
2

−
×=      小

pnr
n

n

11
2 ×=  

2. n 是奇數： 

大
p
p

nrxn
12 −

×=     小
pnrxn
12

×=     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
2

1,3,2,1 nx L  

(二) ( )np, ≠1： 

討論： 

1. 21 2222 kk +−=+   ( )1224 kk −=   ( )122 kk −=  有整數解 

2. 21 4242 kk +−=+  ( )1244 kk −=   ( )121 kk −=   有整數解 

3. 21 22 dkdk +−=+  ( )124 kkd −=   若 d≠2 , 4  則沒有整數解 

因此有如下的結論： 

1. ( )np, ＝d＝2 or 4  （n 必為偶數） 

討論小rxn身在何處，出現機率為 [ ]np,
2

 

若 dkx += 2  or  dkx +−= 2  ，則小rxn= [ ]np,
2

， 大rxn= [ ]npn ,
22

−  

若 kn 22
2

+=  or kn 22
2

+−= ，則小 [ ]npr
n

n ,
1

2 = ， 大 [ ]npnr
n

n ,
11

2 −=  

若 kn 22
2

+≠  or kn 22
2

+−≠ ，則小 02 =r
n

n   ， 大
nr

n

n

1
2 =   

其餘小rxn=0、大
nrxn
2

=  
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2. ( )np, ＝d≠2  or  4 

(1) n 為偶數 

討論小rxn身在何處，出現機率為 [ ]np,
1

 

若 dkx += 2  or  dkx +−= 2  ，則小rxn= [ ]np,
1

， 大rxn= [ ]npn ,
12

−  

若 kn 22
2

+=  or kn 22
2

+−= ，則小 [ ]npr
n

n ,
1

2 = ， 大 [ ]npnr
n

n ,
11

2 −=  

若 kn 22
2

+≠  or kn 22
2

+−≠ ，則小 02 =r
n

n   ， 大
nr

n

n

1
2 =   

其餘小rxn=0、大
nrxn
2

=  

(2) n 為奇數 

討論小rxn身在何處，出現機率為 [ ]np,
1

 

若 dkx += 2  or  dkx +−= 2  ，則小rxn= [ ]np,
1

， 大rxn= [ ]npn ,
12

−  

若 kn 22
2

1
+=

−
 or kn 22

2
1

+−=
−

，則小 [ ]npr
n

n ,
1

2 = ，大 [ ]npnr
n

n ,
11

2 −=  

若 kn 22
2

1
+≠

−
 or kn 22

2
1

+−≠
−

，則小 02 =r
n

n   ， 大
nr

n

n

1
2 =   

其餘小rxn=0、大
nrxn
2

=  

＊＊ 似乎奇數較單純喔!! 完整的公式請參閱結論 ＊＊ 

陸、 討論 

一、前面研究的圖形邊長都是 1：P（p 為正整數），若 p 是任意數呢？比如說：p=1. 5，

轉一步就會產生靠在另一邊長的長度為無理數，而無理數的加減運算無法回復有理

數(除非為 0)，因此我們大膽預測是無法回到原點，正確結果仍須多方討論。 

二、p 點所在的軌跡函數表示法也是值得探討的問題。 

三、旋轉軌跡所得到的圖形，常會使人們有意想不到的驚奇（見附錄三），本專題若改變

各種條件旋轉(比如說置於外面旋轉)，再透過繪圖軟體或許會有奇特圖形呈現在你我
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眼前哦！讓我們一起努力吧！！！ 

柒、 結論 

一、特殊情形：邊長比為 1：1 ， 正 n 邊形 正 m 邊形   (m＞n)  

圈數：
[ ]
m
nmRm

n

,
=   

路徑長：當 n 是奇數： ∑
−

=

×××××
− 2

1

1
0 22

360

n

x

x
n

m
n

nm rn
mR π

θθ
  

當 n 是偶數：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
×+×××××

°
− ∑

−

=
rR
n

n

n

x

x
n

m
n

nm

n
r

n
πm

θ
2

1
2

1

122
360

θ   

二、一般情形：邊長比為 1：p ， 正 n 邊形 正 m 邊形    (m＞n) 

圈數：
[ ]
pm
npmRpm

n

,
=  

路徑長： 

(一) 1:P   正 n  正 m ， ( ) 1, =np  

n 是奇數→ ∑
−

=

×××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××

°
−

+
−

××
°
−° 2

1

1
212

360
12

360
180

n

x

x
n

pm
n

nmn rR pm
pnp

p
n

πθθθ  

n 是偶數→ 

2

1
2

1

211
360

11
360

180

212
360

12
360

180

n

n
pm
n

nmn

n

x

x
n

pm
n

nmn

rpm
pnp

p
n

pm
pnp

p
n

R

rR

××××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××

°
−

+
−

××
°
−°

+×××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××

°
−

+
−

××
°
−° ∑

−

=

πθθθ

πθθθ

 

(二) 1:P   正 n  正 m， ( ) 1, ≠np  

1. ( ) == dnp, 2 or 4  

(1)  若 xdn
+= 2

2
，或 xdn

+−= 2
2

，則 
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[ ] [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+××××⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

°
−

−
°
−°

−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
×+××××

°
−°

∑

∑
−

=

rrR

rrR

n

n
y
n

pm
n

nmn

n

n

n

x

x
n

pm
n

n

npnp
pm

nn
pm

2

2

1
2

1

2
,
12

,
2

360360
180

2122
360

180

ππ
θθθ

ππ
θ

 

其中 0,2或2且
2

1 2121 ≥+−=+=<≤ kkdkydkyny 整數 

(2) 若 xdn
+≠ 2

2
，或 xdn

+−≠ 2
2

 

[ ] ∑

∑

××××⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

°
−

−
°
−°

−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
×+××××

°
−°

−

=

rR

rrR

y
n

pm
n

nmn

n

n

n

x

x
n

pm
n

n

np
pm

nn
pm

π
θθθ

ππ
θ

2
,
2

360360
180

2122
360

180
2

1
2

1  

其中 0,2或2且
2

1 2121 ≥+−=+=<≤ kkdkydkyny 整數 

2. ( ) ≠= dnp, 2 or 4  

(1) n 是奇數 

[ ] ∑∑ ××⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

°
−

−
°
−°

−××××
°
−°

−

=
rrR y
n

nmn

n

x

x
n

pm
n

n

npn
pm πθθθπθ 2

,
1

360360
18022

360
180 2

1

1

 

其中 0,2或2且
2

11 2121 ≥+−=+=
−

≤≤ kkdkydkyny  

(2) n 是偶數 

[ ] rR

rrR

y
n

pm
n

nmn

n

n

n

x

x
n

pm
n

n

np
pm

nn
pm

π
θθθ

ππ
θ

2
,
1

360360
180

2122
360

180
2

1
2

1

××××⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

°
−

−
°
−°

−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
×+××××

°
−° ∑

−

=  

其中 0,2或2且
2

1 2121 ≥+−=+=≤≤ kkdkydkyny  整數 

三、最後討論若 p 不為整數情形： 

劇情越演越烈，欲罷不能，若 P 不為整數的情況，甚至 p 點所在軌跡的函數表示法，

基於時間不允許之下只好暫時擱置，不過我們這群傻小子仍會繼續努力，期盼國展之前

能出現奇蹟，更希望有志之士若有良策，能不吝指教，實乃吾等小輩之榮幸也！ 
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【附錄一】 

1. 正三角形 正四邊形：雖然起點不同，但是所含的大小步與旋轉半徑皆不

變，所以不會影響圈數與路徑長。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 正四邊形 正五邊形：如上圖，起點不同，大步的旋轉半徑與小步的旋轉

半徑呈現相對換的狀態。 

【附錄二】進化推導法圖示範例：  (以正四邊形 正五邊形 邊長比 1：3 為例) 

1.原始版： 
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 °90

1
4r

°90

1
4r

°90

1
4r

°90

1
4r

°18

1
4r

°18

1
4r

°18

1
4r

°18

2
4r

°90

2
4r

°90

2
4r

°90

1
4r

NO

NO

NO

NO

2.進化版： 

 

 

 

 

 

 

 

【附錄三】下面的圓形除了最外層是真的，其餘可都是由許多條直線緊密而形成的， 

您說妙不妙呢！！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



中華民國第四十五屆中小學科學展覽會 

評    語 

 
 

國中組 數學科  

 

第三名  

 
030426 

迷途知返 

 

臺北縣立福和國民中學 

 

評語： 

考慮正 n邊形在正 m邊形內滾動時，某一頂點

所移動的路徑長，對 n=3、4、5和 n為質數的

情況，當邊長比為 1:2 時，做出了完整的討

論，也對邊比為 1 = P 

n=3、4 的情形作了一些分析，能活用中學所

學的概念對一個困難的問題做深入的探討，是

很不錯的作品。 


