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摘 要 

本研究利用幾何和代數的方法配合Corel Draw繪圖軟體突破一般探索星形內角和公

式的範圍，從直線星形延伸探討至折線星形。另外，使用 GSP 繪製星形，用以呈現折線

星形的動態漸變過程，且驗證公式的正確性。主要的研究流程及結果如下： 

1. 直線星形種類：首先，利用正N邊形的外框，固定相隔L點連線即可完成星形。經推

理和實際連線的結果，最多可連出[(N-3)/2]種。 

2. 探討直線星形內角和的一般性公式：無論星形內部的層數存在與否，可證得任意 N（L）

星形內角和公式為 S（N,L）＝（N-2L-2）×180°。 

3. 探討折線星形的一般內角和公式：當星線為一個折點時，任意 )(ˆ LN 折線星形內角和

為 ),(ˆ LNS ＝ ),(ˆ LNQ －（2L＋2）×180°，其中 ),(ˆ LNQ 是折角總和。 

4. 在一個折點，且折角均相等的條件下，正 ),(ˆ KLN 折線星形內角和為 ),,(ˆ KLNS ＝（NK

－2L－2）×180°。其 K值的變化範圍（2L+2）/N≤K≤ 1＋2（L-[L/2]）/2，星形變化

的範圍為正 N條放射線至正 N（[L/2] ）直線星形之間，在這個變化的範圍中除了包

含了不同層的直線星形（[(N-3)/2]- [L/2]+1種）外，層與層之間尚存在無窮多個星形。 

5. 當折線星形具 M 個折點時，一般的星形內角和為 ˆ( , , )S N L M ＝（N(1-M)－2L－2）

×180°＋ ˆ ( , , )Q N L M ；而當 M 個折角均相等時，正 ˆ ( , , )N L K M 星形內角和為
ˆ( , , , )S N L K M ＝{N[MK－(M－1)]－2L－2}×180°。 
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壹、研究動機 

    國三上學期數學第一章第一節的例題一教了關於五角星形內角和的計算，我們應用三角

形外角定理得到五角星形內角和為180°。中午營養午餐學校發了楊桃，我們好奇的想知道楊

桃剖面後的內角和為何，意外發現有的切面接近正五角星形，有的卻大於或小於180°，甚至

有的切面是六角星形，這引發我們提出多角星形內角和為何，是否具有規律性（公式），又如

何畫出多角星形等等的問題。在網路上進行文獻蒐集的結果，我們發現有不少研究報告已證

出多角星形內角和的公式，原本要放棄這個題目，但仔細推敲公式討論的範圍僅限於星形連

線屬於直線的情況（直線星形），因此我們想要進一步延伸，當星形連線不是直線時，這樣的

星形有多少種（折線星形）?又星形內角和公式是否依然存在?因此我們決定用自己的方式循

序漸進探索這個問題，並隨時與老師討論。 

 

 

貳、研究目的 

    首先探討N角星形連線為直線時的直線星形分類及內角和公式，再進一步延伸到連線為

折線時的折線星形分類、內角和公式、及應用。 

 

 

叁、研究設備及器材 

個人電腦1台、Corel Draw 9商業繪圖軟體一套、GSP動態幾何繪圖軟體一套 

 

 

肆、研究方法 

老師建議我們使用Corel Draw 9商業繪圖軟體及GSP動態幾何繪圖軟體，一方面繪製幾

何圖形，另一方面透過介面的操作了解星形變化的可能性及規律性，並驗證公式的正確性。 
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伍、研究過程及結果討論 

 
名詞定義：  
「直線星形內角和」：所有星角的內角總和，以 S函數表示。 
「直線星形外角和」：所有星角的外角總和，以 R函數表示。 
「直線星形凹角和」：所有星形凹角總和，以 P函數表示。 
 

一、直線星形分類及性質 

＜研究策略＞ 

由經驗中已知正五邊形的對角線相連（每隔一點）即可連出正五角星形，我們以此延伸

利用 Corel Draw 9繪製許多正 N邊形外框，列印出來後，在實際連線的過程中尋找連成正 N

角星形的規則，並觀察可繪出多少種不同的直線星形，以了解直線星形分類的數學法則，及

其他性質。 

（一）利用正 N邊形外框繪製直線星形，相隔 L點連線與直線星形種類的關係： 

1.由於三角形與四角形內部無法連出星形，因此我們從正五邊形開始嘗試（N≧5），至少

每相隔 1點連線，看看可連出幾種星形（如表 1），並思考成因。 

 
表 1：正 N多邊形與相隔 L點連線所能繪出的正 N角星形種類 

註： N表正 N邊形、L表相隔 L點對角線相連、橘色區域表示無法繼續連出相同角數的不同星形 
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（二）性質一：每條星線內側包含一個 N多邊形，最外側則對應 

L個星角及 L＋1個凹角。 
例圖 4：   
為 13（3）星形，每條星線（如紅線）內側包含一個 13邊形 
（綠色區域），而最外側均對應 3個星角，4個凹角。 
（三）性質二：構成星角的兩條星線，可將正 N角星形分成三部分，其中星線最外側均對應

L個星角（呈上），及 L＋1個凹角，則內側部分應包含 N–2L的星角及 N-2×（L＋1）
＝N-2L-2個凹角。 
例圖 5： 
11（3）星形中，每個星角（如∠1）的兩條星線（紅線） 
最外側均有 3個星角及 4個凹角，則內側則剩下 11–2×3＝5 
個星角，及 11-2×（3＋1）＝3個凹角（紅線區）。 

 
 
 
 
 
（五）性質三：當固定 N時，星形種數並非無限制的發展，且 N越大，星形種數也越多，
其關係如下： 

       
 

 
    

  
（六）性質四：綜前所述，L值除代表相隔點數、任意星線最外側對應的星角數外，亦可

表示星形發展的層數，呈（五）的關係式，可知層數最大為[
 N-3 

 2 ]。 

 

二、直線星形內角和公式 

＜研究策略＞ 
了解了直線星形的分類 N（L），及相關的性質後，我們決定從 L代表星形層數的觀點，探討
任意直線星形內部層數存在時的星形內角和公式，再進一步探討內部層數不存在的任意直線

星形內角和公式。 
（一） 當直線星形內部層數存在時，直線星形內角和公式為 S（N,L）=（N–2L–2）×180° 
說明： 
1.任意直線星形只要內部層數存在，根據三角形外角定理可得則有下列關係： 

      N（L）星形外角和＝N（L–1）星形外角和＋（凸 N邊形外角和） 
      
 

N-2L=11-6=5 

圖 5

外 外

內
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當 N為奇數時，1≦L≦
 N-3 

 2 ，共
 N-3 

 2 種星形；當 N為偶數時，1≦L≦
 N-4 

 2 ，共
 N-4 

 2 種星形 

⇒ 1≦L≦[
 N-3 

 2 ]，共有 [
 N-3 

 2 ] 種星形（N≧5，L為正整數，[  ]為高斯符號） 
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2. 令 N（L）星形外角和為 R（N,L）；N（L）星形內角和為 S（N,L） 
已知 任意凸 N邊形外角和，即 R（N,0）恆為 360°＝2×180° 
呈 1的關係式，可改寫為 R（N,L）＝ R（N,L–1）＋R（N,0）： 

L值 R（N,L） ＝ R（N,L–1） ＋ R（N,0） 

0 R（N,0） ＝ 0° ＋ 1×（2×180°） 
1 R（N,1） ＝ R（N,0） ＋ 1×（2×180°） 
2 R（N,2） ＝ R（N,1） ＋ 1×（2×180°） 
3 R（N,3） ＝ R（N,2） ＋ 1×（2×180°） 

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ 

L-1 R（N,L-1） ＝ R（N,L-2） ＋ 1×（2×180°） 
L R（N,L） ＝ R（N,L-1） ＋ 1×（2×180°） 
總合 R（N,L） ＝ 0° ＋ （L＋1）×（2×180°） 
由上表可知 N（L）直線星形外角和為： 
 R（N,L）＝（L＋1）×（2×180°）＝（2L＋2）×180° 
所以 N（L）直線星形內角和為：  
S（N,L）＝N×180°－ R（N,L）＝ N×180°－（2L＋2）×180°＝（N－2L－2）×180°              

 
3. 呈 2,  N（L）直線星形外角和公式為 R（N,L）＝（2L＋2）×180° 
        N（L）直線星形內角和公式為 S（N,L）＝（N－2L－2）×180° 

 
 
（二）當星形內部層數不存在時（每條星線最外側對應的星角數（L）依然相同），直線星形
內角和公式亦為 S（N,L）=（N–2L–2）×180° 
說明： 
1.對星形外框而言，星形內角和（S（N,L））與凹角和（P（N,L））有下列關係： 
             
    
 

 
例圖 10 
□２（連接法）：將 10角星形頂角相連，外圍可圍出 10多邊形，又此多邊形與星形外
框之間 
恰圍出 10個三角形（黃色區），因此可得關係式： 
10多邊形內角和＝10角星形內角和＋綠色角和 
其中 綠色角和＝10個三角形內角和－紅色角和 
因此關係式可改寫為： 
10多邊形內角和＝10角星形內角和＋10個三角形內角和－紅色角和  

定理一：N角星形內角和＋360°＝N角星形凹角和 
即   S（N,L）＋360°＝P（N,L）  
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即  （10-2）×180°＝10角星形內角和＋（10×180°）－ 10角星形凹角和 ⇒ 10角星
形內角和＋360°＝10角星形凹角和 
⇒S（10,2）＋360°＝P（10,2） 
 
 
 
 
 
 
 

1. 固定一個星角，構成該星角的兩條星線與其他部分星線，可圍成一個折扇形外框，此
外框包含（N-2L）個星角，及（N-2L-2）個凹角（性質二），其各星角的內角和與凹
角和關係為： 定理二：（N-2L）個星角的內角和＝（N-2L-2）個凹角和 

 
 

2. 呈 3的關係式，考慮每個星角類似的情形，可得關係式如下：  
                定理三：（N-2L）×S（N,L）＝（N-2L-2）×P（N,L） 
3. 綜合 2、4的結論： 
定理一：S（N,L）＋360°＝P（N,L）---------------------------○1  

    
定理三：（N-2L）×S（N,L）＝（N-2L-2）×P（N,L）-------○2  
將○1 式代入○2 式中，得 

  S（N,L）＝（N-2L-2）×180° --------○3  
將○3 式代入○1 式，得 
P（N,L）＝（N-2L-2）×180°＋360°＝（N-2L）×180° 
由此可知，當星形內部層數不存在時，星形內角和公式、外角和公式、凹角和公式均

未改變。 
4. 綜合以上討論可知，當星線為直線時，任意 N（L）星形的性質如下： 
（1） 星形內角和恆為 S（N,L）＝（N-2L-2）×180° 
（2） 星形外角和恆為 R（N,L）＝（2L＋2）×180° 
（3） 星形凹角和恆為 P（N,L）＝（N-2L）×180° 

 
 
 
 
三、折線星形（星線為折線時）分類及內角和公式 
＜研究策略＞ 
運用前面探討直線星形的定理為基礎，我們想進一步直接探討當星線為折線時（一個折

點）的折線星形一般內角和公式，然後再針對特定折角條件討論折線星形的種類及公式。 
    名詞定義： 

圖
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例圖 13：  

「折線星形折角合」：所有折角角度總合，以 Q̂函數表示。 

    「折線星形內角合」：星角的內角總和，以 Ŝ函數表示。 

    「折線星形凹角合」：星形凹角總合，以 P̂函數表示。 

    「折線星形外角合」：星角的外角總合，以 R̂函數表示。 
 
 
（一）星線為一個折點時，一般折線星形內角和公式： 

1. 星形外框的性質：由於折點被限制於星形外框之內，因此星形外框角數依然維持 N
個星角及 N個凹角，必符合定理一的關係式： 

 
 
 
 
 

2. 任意星角及兩側星線（折線）所圍成的多邊形外框（如圖 15的紅色外框，兩折點
內凹）：依據性質六，此多邊形外框相當於 N-2L角星形，因此再應用定理一的原理
可得下列的關係式： 

    
   

  

3. 依定理四，依序（順時鐘）列出 )(ˆ LN 角星形每個星角類似的關係式，將 N條式子

加總的結果可得： 
 

 
 
 

 
      4. 利用定理一與定理五解聯立方程式： 

定理一： ),(ˆ LNS ＋360°＝ ),(ˆ LNP ---------------------------------------------------------○1  
         
        定理五：（N-2L） ),(ˆ LNS ＋（N×360°）＝（N-2L-2） ),(ˆ LNP ＋2 ),(ˆ LNQ -------○2  

將○1 式帶入○2 式得 
),(ˆ LNS ＝ ),(ˆ LNQ －（2L＋2）×180° ----------------○3  

將○3 式代入○1 式得 
       ),(ˆ LNP ＝ ),(ˆ LNQ －（2L）×180°  
根據○3 式，N（L）星形外角和 ),(ˆ LNR  ＝N×180°－ ),(ˆ LNS  

定理一：N角星形內角和＋360°＝N角星形凹角和

即   ),(ˆ LNS ＋360°＝ ),(ˆ LNP �  

定理四：N-2L個星角內角和＋360°＝N-2L-2個凹角和＋2個折角合 

定理五：（N-2L）× )(ˆ LN 星形內角和＋（N×360°）＝（N-2L-2）× )(ˆ LN 星形
凹角和＋2× )(ˆ LN 星形折角和  
  ⇒ （N-2L） ),(ˆ LNS ＋（N×360°）＝（N-2L-2） ),(ˆ LNP ＋2 ),(ˆ LNQ  
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                                        ＝（N＋2L＋2）×180°－ ),(ˆ LNQ  
5.呈上結果，一般 )(ˆ LN 折線星形（一個折點），恆有下列的關係式： 
 
 
 
 

 
 

（二）討論：當每個折角相等時，折線星形種類（ ),(ˆ KLN ）及公式 

1. 令折角角度為 X＝K×180°（K屬於實數），則 N個折角的星形折角和為 
    N X＝N K×180°（K=1時，星線為直線；K>1時，星線外凸；K<1時，星線內凹） 

即     )(ˆ LN 折線星形折角和＝ ),,(ˆ KLNQ ＝N K×180°  

 
2.由 ),(ˆ KLN 折線星形內角和公式可知當固定 N及 L時星形內角和並非為一固定值，
即隨著 K值變化，因此星形是隨 K值變動的動態星形，由於 K屬於實數，也代表著這
樣的星形具有無窮多個。 

 
 
 

3.正 ),(ˆ KLN 折線星形的變化探索： 
（1） 在折角相等的條件下，我們在 Corel Draw 9裡嘗試繪出各種不同的星形，
發現折角均相同的星形主要可分為兩大類，其中一類是正 ),(ˆ KLN 折線星形

（如圖 17），另一類姑且稱之為旋 ),(ˆ KLN 折線星形（如圖 18），兩種均可
外接一個正 N 邊形，差別在於折點的位置不同。正 ),(ˆ KLN 折線星形折點

的位置在星線的中點，可使星形外框長均相等（如圖 17：AD＝ AE＝CE），
反之旋 ),(ˆ KLN 折線星形則否（如圖 18：AD≠ AE）。由於旋轉性的探討
較為複雜，因此我們決定只針對正 ),(ˆ KLN 折線星形變化作深入探討。 

 
 
          
 
 
 
 

（2）在正 ),(ˆ KLN 折線星形中，當固定 L=0時，N（N≥3）與不同 K值（
 2 
 N ≤ K≤1）的

關係如表3所示，正 ),0(ˆ KN 折線星形內角和為： 
),,(ˆ KLNS ＝ ),0,(ˆ KNS ＝（N K－2）×180°＝NX－360°  

 

圖 圖

O

G

A

H

D E
F

B C

O

G

A

H

D E
F

B C

)(ˆ LN 折線星形內角和＝ ),(ˆ LNS ＝ ),(ˆ LNQ －（2L＋2）×180° 
)(ˆ LN 折線星形凹角和＝ ),(ˆ LNP ＝ ),(ˆ LNQ －（2L）×180° 
)(ˆ LN 折線星形外角和＝ ),(ˆ LNR ＝（N＋2L＋2）×180°－ ),(ˆ LNQ  
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K
N

3

4

5

S(3,0,2/3)=0°
X=120X=120°

S(3,0,5/6)=90°
X=150

S(3,0,1)=180°
X=180

S (4,0,5/8)=90°
X=112.5°

S( 4,0,1 /2)=0°
X=90°

S(4,0,3/4)=180°
X=135°

S (4,0,1)=360°
X=180°

S(5,0,1)=54 0°
X=180°

S(5,0,4/5)=360°
X=144°

S(5,0,3/5)=180°
X=108°

S (5,0,1/2) =90°
X=90°

S( 5,0,2 /5)=0°
X=150°

6
S(6,0,5/6) =540°

X=150°
S(6,0,2 /3) =360°

X=120°
S(6,0,1/2)=180°

X=90°
S(6,0,5 /12)=90°

X=75°
S( 6,0,1 /3)=0°

X=60°
S(6,0,1)=72 0°

X=180°

7
S (7,0,5/7) =540°

X=128.57°
S(7,0,4/7)=360°

X=102.86°
S(7,0,3/7)=180°

X=77.14°
S(7,0,5/14)=90°

X=64.29°
S( 7,0,2 /7)=0°

X=51.42°
S(7,0,6 /7)=720°

X=154.29°
S(7,0,1)=900°

X=180°

2
N

5
2N

3
N

4
N

5
N

6
N

7
N

表 3  L＝0，正 ),0(ˆ KN 折線星形內角和 ),0,(ˆ KNS ＝（N K－2）×180°（或 NX－360°）， 2 
 N ≤ K≤1  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

（3）在正 ),(ˆ KLN 折線星形中，固定 L=1時，N（N≥5）與不同 K值（
 4 
 N ≤ K≤1＋  2 

 N ）

的關係如表 4，正 ),1(ˆ KN 折線星形內角和為： 
),,(ˆ KLNS ＝ ),1,(ˆ KNS ＝（N K－4）×180°＝NX－720°  

 

（5）在正 ),(ˆ KLN 折線星形中，當 L≧2時，星形變化的範圍是否仍在放射線與正 N

邊形之間? 如當 L＝2時，N的最小值為 7（參考表 1，因為從七角星開始有第
二層星形），而星形變化的範圍卻在放射線與第一層星形之間，少了第 1層至第
0層（正 N邊形）之間的星形（原因：折點在星線 1/2處且折點不得超過星形
外框，因為超過星形外框非公式證明討論範圍），我們把 L值與 N的最小值、
星形變化範圍（內角和的最大值與最小值）與 K的範圍的關係整理如下表 5：   
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表 5  ),,(ˆ KLNS 為折線星形內角和， ),( LNS 表為直線星形內角和 
L值 N的最小值 K)L,(N,Ŝ 最小值 K)L,(N,Ŝ 最大值 K的範圍 上下限的差 

0 3 0°（N條放射線） S(N,0) 
（正 N（0）星形）

 2 
 N ≤K≤ 1 1-

 2 
 N  

1 5 0°（N條放射線） S(N,0) 
（正 N（0）星形）

 4 
 N ≤ K≤1＋

 2 
 N  1-

 2 
 N  

2 7 0°（N條放射線） S(N,1) 
（正 N（1）星形）

 6 
 N ≤ K≤1＋

 2 
 N  1-

 4 
 N  

3 9 0°（N條放射線） S(N,1) 
（正 N（1）星形）

 8 
 N ≤ K≤1＋

 4 
 N  1-

 4 
 N  

4 11 0°（N條放射線） S(N,2) 
（正 N（2）星形）

 10 
 N ≤ K≤1＋

 4 
 N  1-

 6 
 N  

5 13 0°（N條放射線） S(N,2) 
（正 N（2）星形）

 12 
 N ≤ K≤1＋

 6 
 N  1-

 6 
 N  

6 15 0°（N條放射線） S(N,3) 
（正 N（3）星形）

 14 
 N ≤ K≤1＋

 6 
 N  1-

 8 
 N  

7 17 0°（N條放射線） S(N,3) 
（正 N（3）星形）

 16 
 N ≤ K≤1＋

 8 
 N  1-

 8 
 N  

8 19 0°（N條放射線） S(N,4) 
（正 N（4）星形）

 18 
 N ≤ K≤1＋

 8 
 N  1-

 10 
 N  

9 21 0°（N條放射線） S(N,4) 
（正 N（4）星形）

 20 
 N ≤ K≤1＋

 10 
 N  1-

 10 
 N  

︙ ︙ ︙ ︙  ︙ ︙ 

L 2 L＋3 0°（N條放射線） 
S(N, [ L 

 2 ]) 

（正 N（[ L 
 2 ]）星形） 

 2L+2 
 N ≤ K≤ 1＋

 2(L-[L/2]) 
 N  1-

 2(1+[L/2]) 
 N  

註：[  ]為高斯符號 
 
 
 

（三）當星線有兩個或兩個以上的折點時，星形內角和公式為何？ 

假設有M個折點 

  1.若折點移動不超過星形外框，則必符合定理一的外框性質： 

       

 

 

 

 

 

 

 

2. 固定一個星角，構成該星角的兩條星線與其他部分星線，可圍成一個折扇形外框，
此外框包含（N-2L）個星角，及（N-2L-2）個凹角及 2M個折角，利用連接法，如
圖 20，可證得關係式：  
定理六：（N-2L）個星角的內角和 ＋ M×360°＝（N-2L-2）個凹角和＋2M個折角和 

定理一：N角星形內角和＋360°＝N角星形凹角和

即   ˆ( , , )S N L M ＋360°＝ ˆ( , , )P N L M �  

圖 20 
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3. 依定理六，依序（順時鐘）列出 ˆ ( , )N L M 角星形每個星角類似的關係式，將 N條式

子加總的結果可得： 
 

 

 

 

 

4. 定理一與定理七解聯立方程式得M個折點時星形內角和的一般性公式： 
ˆ ( , )N L M 折線星形內角和＝ ˆ( , , )S N L M ＝（N－NM－2L－2）×180°＋ ˆ ( , , )Q N L M  
ˆ ( , )N L M 折線星形凹角和＝ ˆ( , , )P N L M ＝（N－NM－2L）×180°＋ ˆ ( , , )Q N L M  

 
 

5. 延伸探討M個折角均相等的正ˆ ( , , )N L K M 星形內角和公式： 

  假設每個折角為X，又X=K×180°，則關係式改寫為： 

ˆ ( , , )N L K M 折線星形內角和＝ ˆ( , , , )S N L K M ＝（N（MK－（M－1））－2L－2）×180° 

6. 將上述關係式列成下表，當折點數目不同時，亦代表有不同的星形內角和公式。 
 
 

折點數m 正 ˆ ( , , )N L K M 星形的內角和公式 
0 ˆ( , , ,0)S N L K ＝（N－2L－2）×180°    即為直線星形 
1 ˆ( , , ,1)S N L K ＝（NK－2L－2）×180° 
2 ˆ( , , , 2)S N L K ＝（N（2K－1）－2L－2）×180° 
3 ˆ( , , ,3)S N L K ＝（N（3K－2）－2L－2）×180° 
4 ˆ( , , , 4)S N L K ＝（N（4K－3）－2L－2）×180° 
5 ˆ( , , ,5)S N L K ＝（N（5K－4）－2L－2）×180° 
⋯ ⋯ 

m ˆ( , , , )S N L K m ＝（N（mK－（m－1））－2L－2）×180° 
 

7.運用GSP繪製多折點的星形，呈現星形漸變的過程，比較理論值與測量值的結果，

證得公式的正確性。 

定理七：（N-2L）× ˆ ( , )N L M 星形內角和＋（N×M×360°）＝（N-2L-2）× ˆ ( , )N L M
星形凹角和＋2× ˆ ( , )N L M 星形折角和  
  ⇒ （N-2L）ˆ( , , )S N L M ＋（N×M×360°）＝（N-2L-2）ˆ( , , )P N L M ＋2 ˆ ( , , )Q N L M
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陸、結 論 

一、星形的種類與星形的內角和公式 

（一）由L值的探討我們發現正N（L）直線星形有不同的層數（層與層之間無其他星形），

星角數越多層數也越多1≦L≦
 [N–3] 

 2 
，其中L為正整數。任意N（L）直線星形（星線為直

線，L為星線最外側對應的星角數）的內角和為S（N,L）＝（N-2L-2）×180° ，固定N和L，

則內角和亦被固定。若固定N，每增加（減少）一層，星形更為銳利（鈍），星形內角和減少

（增加）360°；若固定L，每多（少）一角，星形內角和增加（減少）180°。 

 

（二）任意 )(ˆ LN 折線星形內角和一般性公式為  ),(ˆ LNS ＝ ),(ˆ LNQ －（2L＋2）×180°，其中

),(ˆ LNQ 表星形折角和。而在折角均相等（X=K×180°）的條件下，正 ),(ˆ KLN 折線星形的變化

從正N條放射線至N（[
 L 
 2 
]）直線星形之間，除了包含直線星形（共[

 N-3 
 2 ]－[

 L 
 2 ]＋1種），層

與層之間亦存在著無窮多個星形（直線星形只是特例），讓正N角星形的探討更加完整。 

 

（三）當有m個折點時，ˆ ( , )N L M 折線星形內角和一般性公式為 ˆ( , , )S N L M ＝（N－NM－2L

－2）×180°＋ ˆ ( , , )Q N L M ；而M個折角均相等的正 ˆ ( , , )N L K M 星形內角和公式為

ˆ( , , , )S N L K M ＝（N（MK－（M－1））－2L－2）×180°。其中M=0或1，是本研究詳細討論

的範圍。兩個折點以上的正N角星形GSP的繪圖難度很高，是最有挑戰性的地方。 

（四）運用GSP的超強的數學運算，動態星形的星形內角和均與公式吻合，見附錄一。 

 

 

二、未來發展： 

（一）詳細探討兩個折點以上時正N角星形變化的情形，而其他非

正N角星形依折角條件不同應有不同形式的公式，未來可針對特殊

的折角條件進行探討。如右圖，兩個折點的折角和為360°，N=13，

L=3，帶入一般性公式可得星形內角和為̂( , , )S N L M ＝（N－NM－2L
－2）×180°＋ N×360°＝（N-2L-2）×180°＝900° 
 

 

 

（二）以本研究的星形內角和公式為基礎，探討星形其他的幾何性質，

如面積，周長，旋轉性（如右圖）、立體星形等等。 
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附錄一  
GSP實作：範例 1  

正 ),(ˆ KLN 折線星形系列，L=0、1、2。N從最簡單的三角星出發。證得公式解的正確性。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
註 1：所有紅色箭頭均表示折點位置，折點位於星線中點，且折點移動的路徑（以虛線
示意）與各星線（未凹折時）垂直。 

    註 2：每個星形下方均有星形內角和的測量值與理論值作對照。測量值是利用 GSP測量
每一個內角的總合，而理論值是將測得的 K值帶入公式中求得。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

理論值

測量值



GSP實作：範例 2 

正 ),(ˆ KLN 折線星形系列，L=3、4。N分別為 9和 14。其餘同上。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

GSP實作：範例 3 

正 ),(ˆ KLN 折線星形系列，L=5，N的最小值為 13，我們挑戰繪製正 16角星形，還沒畫完已
經眼冒金星了，不過還好最後測量值與理論值跑出來是一樣的。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

附錄二 
 

GSP實作：星形漸變展示 
說明： 
正 ),4(4̂1 K 折線星形的變化是由正 14（4）直線星形起始，折點向內凹至正 14條放射線，而
向外凸至正 14（2）直線星形。由 5/7≦K≦9/7的範圍來說，K值每增加（減少）1/7，星形
層數恰會減少（增加）1層。因此正 ),4(4̂1 K 折線星形的演變包含了（表 1）正 14角星形第二
層至第五層的星形，以及層與層之間的無窮多種星形。 
 
 

正 14（3）直線星形 
=正 )7/8,4(4̂1 折線星形 

正 14（2）直線星形 
=正 )7/9,4(4̂1 折線星形

正 14放射線 
=正 )7/5,4(4̂1 折線星形

正 14（5）直線星形 
=正 )7/6,4(4̂1 折線星形

折點向外凸 

(層數減1) 

折點向外凸

到底（星形外

框） 

折點向內

凹到底 

正 14（4）直線星形 
=正 )1,4(4̂1 折線星形 

折點向內凹 

(層數加一) 
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評語： 

對 n 角星形的角度和做完整的探討構思不

錯，唯研究方法若能再深入更佳。 




