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格格『有路』  

點數＋面數－線數＝1？！ 

 

壹、摘要： 

生活中隨處可見數學的美與它的影響力！學校停車場地是我們每天上下學必經的場地，

原本熟悉、平凡到無奇，想不到可以從一個簡單的問題中，透過不斷的追問、觀察、發現與

驗證，進而確定其中數形的變化規則，而且我們還發現這些有規律的平面圖形結構，其間的

（交點數＋單元凸多邊形面數－之間相鄰的邊數）竟然都等於定值 1！想不到課堂上所學的

數學知識，真的非常有用，幫助我們快速又準確解決看似複雜的趣味難題。 

 

 

貳、研究動機：  

在我們校園停車場地裡，散落著一些方格圖案，

圍繞這些方格的是更小的方塊磚。對這些圖形佈置，

我們深感興趣，記得曾經在數學課討論過數形關係的

主題，於是我們腦袋裡快速浮現下面這些問題：在一

個 3×3 大方格樣式裡總共會有有多少個小塊方磚圍繞

呢？能不能找到較快的方式算出小塊方磚的數目呢？

而大方格數與周圍的小塊方磚數有沒有某種關係存在

呢？⋯⋯以下是我們對這些問題的追蹤與討論。 

 

 

参、研究問題： 

一、在一個 3×3 大方格樣式裡有會圍繞著多少個小塊方磚呢？ 

二、如果是 10×10 大方格樣式呢？能不能找到較快的方式算出小塊方磚的數目呢？  

三、大方格樣式中的大方格數與圍繞的邊數、交接的角落點數，彼此之間存不存在某種

關係呢？ 

四、如果方格樣式改為其他多邊形樣式，比如：三角形、五邊形⋯⋯則情況會有如何變

化呢？ 

 

 

肆、研究內容： 

一、問題的起點： 

我們第一個有興趣的問題是：究竟在一個 3×3 大方格樣式(如右下圖形)裡共圍

繞多少塊小塊方磚呢？ 

(一)、思考策略： 

我們仔細觀察圍繞一個大方格周圍的小塊方磚，發現

如果將它們分成兩類在解題上較為簡單，也就是說，我們

將圍繞大方格的小塊方磚分類成右下圖中的紅黃兩類： 
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其中，黃色部分我們稱為圍繞大方格的四個邊，而紅色部分我們稱為圍繞大方

格的四個角落點。因為每個邊上有 8塊小塊方磚，每個角落點各有 1塊小塊方磚，

只要求出邊數和這些角落點數就可以推知結果。 

 

(二)、問題數學化： 

根據以上策略，我們便可將一個 3×3 的大方格樣式，逐步簡化成為下圖最右側

的 3×3 正方格，而從簡圖中馬上就可以發現，其中共有 24 個相鄰邊、16 個點，因

此所有圍繞 3×3 大方格的小塊方磚數共有： 

8×24＋1×16＝192＋16＝208(塊) 

 

 

 

二、問題的複雜度提高： 

在 3×3 大方格樣式中找交點數及邊數，數量不多只要數一數便可求出答案，但

如果要算出 10×10 或是更複雜的大方格樣式，這樣做是一件非常累人的事情，顯然

尋求其他策略有其必要性。 

 

(一)、規律的尋找： 

為了要能快一點找出 10×10 或更大的大方格樣式中的所有角落點數與邊數，我

們試著有系統地觀察一些例子，看看能不能找到一些規律性。(以下的大方格樣式圖

形皆是為了方便觀察而轉正後的簡圖。) 

 

 

 

 

 

 

 

         圖 1             圖 2              圖 3                  圖 4     
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由上列圖形可觀察出： 

 1×1 的大方格樣式裡可找出裡面有 4個角落點與 4條邊(圖 1) 

 2×2 的大方格樣式裡可找出裡面有 9個角落點與 12 條邊(圖 2) 

 3×3 的大方格樣式裡可找出裡面有 16 個角落點與 24 條邊(圖 3) 

 4×4 的大方格樣式裡可找出裡面有 25 個角落點與 40 條邊(圖 4)⋯⋯ 

 

我們把這些觀察製成下表： 

 大方格樣式 

項目 

1×1 2×2 3×3 4×4 ⋯⋯ 10×10 

點 4 9 16 25 ⋯⋯ ？ 

邊 4 12 24 40 ⋯⋯ ？ 

 

(二)、大方格樣式中所有的角落點數： 

我們可從上表中清楚的觀察到角落點數的變化如同下列數列： 

4、9、16、25⋯⋯ 

而這些數字分別是以下數列各項的平方數： 

2、3、4、5⋯⋯ 

他們對應的大方格樣式分別為： 

1×1、2×2、3×3、4×4⋯⋯ 

也就是說，這些角落點數是其對應的大方格樣式的大邊長加 1後的平方數，所

以我們推論： 

10×10 的大方格樣式中的角落點數應該有 

(10+1)
2＝112＝121 (個角落點) 

 

(三)、大方格樣式中所有的所有的邊數： 

再仔細觀察上表邊數的變化，可發現數列的規律都是依照 4的倍數排列下去

的： 

4 、12 、24 、40 ⋯⋯             

4×1、4×3、4×6、4×10⋯⋯ 

再進一步的觀察可得到： 

4＝4×1、12＝4×(1+2)、24＝4×(1+2+3)、40＝4×(1+2+3+4)⋯⋯ 

而他們對應的大方格樣式分別為： 

1×1、2×2、3×3、4×4⋯⋯ 

所以我們推論： 

10×10 的大方格樣式中的所有邊數 

＝4×(1+2+3+4+⋯+9+10) 

＝4×[(1+10)×10÷2] 

＝4×55 

＝220 (個邊) 
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(四)、推論答案： 

現在一來，大方格樣式中所有的所有的小塊方磚數就可求出：因為每一個角落

點代表 1塊小塊方磚，而每個邊又有 8個小塊方磚，由上列(二)、(三)分別得知 10×

10 大方格樣式中角落點數與邊數分別為 121 及 220，所以所有圍繞的小塊方磚數目 

＝121×1＋220×8 

＝121＋1760 

＝1881 (個小塊方磚) 

 

 

(五)、一般化討論： 

為了方便解決更大、更複雜的方格問題，我們做了一般化的討論，因此我們把

上面的表格重新整理成下表： 

大方格樣式 

項目 

1×1 2×2 3×3 4×4 ⋯ 10×10 n×n 

點 (1+1)2 (2+1)2 (3+1) 2 (4+1) 2 ... (10+1)2 ？ 

邊 4×1 4×(1+2) 4×(1+2+3) 4×(1+2+3+4) ⋯ 4×(1+2+⋯+10) ？ 

 

從此表依序觀察，我們推論 n × n 的大方格樣式中 

角落點數應該有：(n+1)2 (個) 

邊數共有＝4(1+2+3+⋯⋯+n)＝ 2
)1(4 nn ×+

×
＝2n(n+1)  (個) 

也是就說，從這一般的式子裡面我們可以快速的算出所有 n × n 的大方格樣式

中角落點數及邊個數，進而把圍繞的的小塊方磚數目算出來，例如在一個更大的大

方格樣式： 

20×20 的大方格樣式中 

角落點數共有：(20+1)2＝212＝441 

邊數共有：2×20×(20+1)＝40×21＝840 

所以圍繞的小塊方磚數目＝441×1＋840×8＝441＋6720＝7161 (個小塊方磚) 

 

(六)、以數學歸納法證明這個一般化推論的正確性： 

為了支持我們這樣的推論是正確的，我們嘗試用數學歸納法來證明這些一般化

式子： 

命題 A：所有 n × n (n∈N)大方格樣式中的角落點數＝(n+1) 2 

證明： 

 當 n＝1， 

即 1×1 大方格樣式中的角落點數(如右圖)為： 

4＝22＝(1+1) 2，命題成立。 

當 n＝2， 

即 2×2 大方格樣式中的角落點數(如右圖)為：9＝32＝(2+1) 2，命題成立。 
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假設n＝k成立，也就是說，在k × k大方格樣式中的角落點數共有(k+1)2 

如右下圖中的紅點數。 

∵正方形的每邊皆相等，∴所以一個 k×k

大方格樣式每一邊的角落點數為

( )21+k ＝(k+1)個 

 

當 n＝k+1 時， 

因為(k+1)×(k+1)大方格樣式為 k×k 大方格

樣式外圍再加上一層(如右圖中綠點)，即

多了 2(k+1)+1 個角落點。 

因此(k+1)×(k+1)大方格樣式中的所有角落

點數是 k×k 大方格樣式的所有紅色點數再加上外圍這一層的綠色點數，

即(k+1)
2+[2 (k+1)+1]＝(k2+2k+1)+(2k+2+1)＝k2+4k+4＝(k+2)2 

＝【(k+1)+1】2，命題成立 

 

得證：對於所有 n∈N的 n × n 大方格樣式的角落點數為(n+1)2   

# 
 

命題 B：所有 n × n (n∈N)大方格樣式中的邊數＝2n(n+1) 

證明： 

 當 n＝1， 

即 1×1 大方格樣式中的邊數(如右圖)為： 

4＝2×2＝2×1×(1+1)，命題成立。 

當 n＝2， 

即 2×2 大方格樣式中的邊數(如右圖)為： 

12＝4×3＝2×2×(2+1)，命題成立。 

 

假設 n＝k 成立，也就是說，在 k × k 大方格樣式中的邊數共有 2k(k+1)

個，如右下圖中紅色點數間的黑色線段。 

 

當 n＝k+1 時， 

因為(k+1)×(k+1)大方格樣式為 k×k 大方

格樣式外圍再加上一層(如右圖中藍色

線段)，可分解成橫向 k+1 個  樣

式及縱向 k+1 個 ，即多了 

2×[2×(k+1)]個邊。 

 

k+1個點

k+1

個
點 

2(k+1)個邊 

2(k+1)

個
邊  
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因此(k+1)×(k+1)大方格樣式中的所有邊個數是 k×k 大方格樣式的所有黑

色線段再加上外圍這一層的藍色線段，即 

2k(k+1)+2×[2×(k+1)] ＝(2k2+2k)+(4k+4)＝2 k2+6k+4＝2(k2+3k+2) 

＝2(k+1)(k+2)＝2(k+1)[(k+1)+1] 

 

得證：對於所有 n∈N的 n × n 大方格樣式中的邊個數為 2n(n+1) 

# 
 

 

太棒了！如此一來，我們有了這個一般化式子，就可以精準而快速地算出停車

場地裡圍繞方格小塊方磚的個數，也就是說，任何一個 n × n 大方格樣式中所有圍

繞的小塊方磚個數＝(n+1)2×1＋2n(n+1)×8＝17n2＋18n＋1＝(n＋1)(17n＋1) (個) 

 

 

 

三、點數＋面數－線數＝？ 

 

其實在停車場中的小塊方磚個數求法的重點，是在於找出角落點數與邊數即

可，但是大方格樣式中的方格數(以下簡稱為面數)與角落點數、圍繞的邊數，彼此

之間有沒有某種關係存在呢？以下是我們再進一步的追蹤與討論： 

(一)、大方格樣式中所有的正方格個數： 

我們觀察大方格的個數的變化後製成下表： 

 

 

 

 

我們得到下面這個對應的面數數列： 

1、4、9、16⋯⋯ 

也就是說面數就是每邊大方格數的平方。這個推論非常顯然，我們也利用了數

學歸納法把它證明了一下： 

命題 C：所有 n × n (n∈N)大方格樣式中的面數＝n 2 

證明： 

 當 n＝1， 

即 1×1 大方格樣式中的面數(如右圖)為： 

1＝12，命題成立。 

 

當 n＝2， 

即 2×2 大方格樣式中的面數(如右圖)為： 

4＝22，命題成立。 

 

大方格樣式 

項目 

1×1 2×2 3×3 4×4 ⋯ 

面數 1 4 9 16 ⋯ 
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假設 n＝k 成立，也就是說，在 k × k 大方格樣式中的面數共有 k2 

，如右下圖中的紅點所圍住的方格。∵正方形的每邊皆相等，∴k×k 大

方格樣式每一邊的面數為 

2k ＝k個。 

 

當 n＝k+1 時， 

因為(k+1)×(k+1)大方格樣式為 k×k 大

方格樣式外圍再加上一層(如右圖中

黃色區域)，即多了 2k+1 個方格(面)。 

因此，(k+1)×(k+1)大方格樣式中的所

有面數是k×k大方格樣式的所有紅色

點數包圍的方格，再加上外圍這一層的綠色點數包圍的方格，即k2+(2k+1)

＝k2+2k+1＝k2+2k+12＝(k+1) 2，命題成立。 

得證：因此對於所有 n∈N 的 n × n 大方格樣式的面數為 n2 

# 
 

(二)、點數＋面數－邊數＝1？！： 

為了能了解大方格樣式中點數、邊數和面數關係，我們把點數、面數、邊數同

時放入下表格以便觀察。 

 

 

 

 

 

 

 

 

仔細觀察上表中每一種大方格樣式點面邊的數目關係，我們發現它們都滿足以

下式子：點數＋面數－邊數＝1。 

由於我們擁有的數據並不多，所以我們無法肯定這一項發現往後延伸推論仍然

是否會成立，因此我們嘗試以數學歸納法來驗證： 

 

命題 D：所有 n × n (n∈N)大方格樣式中的點數、面數、邊數有以下的關係 

點數＋面數－邊數＝1 

證明： 

 當 n＝1， 

即 1×1 大方格樣式中(如右圖)的 

頂點數為：4，面數為：1，邊數為：4， 

∴點數＋面數－邊數＝4＋1－4＝1，命題成立。 

大方格樣式 

項目 

1×1 2×2 3×3 4×4 ⋯ 

點數 4 9 16 25 ⋯ 

面數 1 4 9 16 ⋯ 

邊數 4 12 24 40 ⋯ 

k個方格 

k

個
方
格 
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當 n＝2， 

即 2×2 大方格樣式中(如右圖)的點數為：9，面數為：4， 

邊數為：12， 

∴點數＋面數－邊數＝9＋4－12＝13－12＝1，命題成立。 

 

假設 n＝k 成立， 

也就是說，在 k × k 大方格樣式中的點數＋面數－邊數＝1 

 

當 n＝k+1 時， 

因為(k+1)×(k+1)大方格樣式為 k×k 大方格樣式(右下圖紅色區域)外圍再

加上一層(如右下圖黃色區域)，我們把多加

的那一層先橫向分解成數個  、再縱

向分解數個 ，但是在縱向分解時，

最後在右下角落角落剩下一個 (2 個

邊，2個綠點，但少一個黃色面的)。 

這三種分解單位中，各自(點數＋面數－線數)的結果皆是 0， 

因此，(k+1) ×(k+1)的大方格樣式中的(點數＋面數－邊數)的結果是跟 

k×k 的大方格樣式一樣的，也就是說， 

點數＋面數－邊數＝1，命題成立。 

 

得證：對於所有 n∈N的 n × n 大方格樣式的點數＋面數－邊數＝1 

# 
 

(三)、Double Check：  

其實由前面我們證明過的命題A、B、C，也可以來檢驗 n×n 大方格樣式中的點

數、面數及線數之間的關係。由命題A、B、C可知：n×n 大方格樣式中的點數＝(n+1)2，

面數＝n2，邊數＝2n(n+1)。 

所以：點數＋面數－邊數＝(n+1)2 ＋n2－2n(n+1)＝(n2+2n+1)＋n2－(2 n2+2n) 

＝2n2－2 n2＋2n－2n＋1＝1 

 

經由以上的討論，我們發現到、也證明了大方格樣式中的點數、面數與邊數維

持一定的關係，也就是說：點數＋面數－邊數＝1 

想不到最後的式子竟然這麼『乾淨、簡潔』，真是令人意外，也驚訝數學的美

居然就近在咫尺，藏身在我們週遭呢！ 
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四、延伸思考 

解決這個停車方格問題後，我們接下來感到有興趣的問題是：如果把正方格結

構改成其他正多邊形結構，情況會有什麼變化呢？還是可以找到其間的規律性？而

結構中點、線及面的數目的關係會跟正方形結構一樣嗎？以下我們的討論的重心在

於結構間的點數、面數與線數： 

 

(一)、有限的正多邊形結構： 

因為在正方形結構中，每增加新一層的結構都是複製第一個起始的正方形點、

邊、面組合，也就是全等圖形(正方形)的複製組合結構，因此如果將起始結構的正

方形改成正三角形時，其逐層增加的變化會有如下的結果： 

 

 

    

           

 

⋯⋯ 

然而，如果起始結構是其它大於四邊的正多邊形(即不是正三角形及正方形)，

例如，正五邊形，則它們在發展第二層結構時，會有不一樣的的多邊形結構產生(例

如右下圖中的兩個灰色四邊形)，甚至產生圖形重疊的現象(例如右下圖中黃色及藍

色的兩正五邊形重疊)，因此也就無法形成皆為全等的正多邊形組合結構。 

 

 

 

 

（起始結構）       （第二層衍生結構） 

 

 

因此，以下我們將只討論到正三角形結構的頂點數、面數及邊數的規律性與其

之間的關係。 

(二)、正三角形結構的頂點數、面數及邊數： 

我們嘗試著把正角形結構中的頂點數、面數及邊數，有系統的列成下表，以方

便我們進一步的觀察及推論：  

 

層數 

項目 

1 層 2 層 3 層 4 層 ⋯ 

頂點數 3 6 10 15 ⋯ 

面數 1 4 9 16 ⋯ 

邊數 3 9 18 30 ⋯ 
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1、 頂點數規律的觀察與證明 

頂點數的變化為：3、6、10、15⋯⋯ 

（1）、觀察與推論： 

我們觀察頂點數目的變化時，發現：其中，從第一層跟第二層做比較時，兩者

點數相差為 3，從第二層跟第三層做比較時，兩者點數相差為 4，從第三層跟第四層

做比較時，兩者點數相差為 5⋯⋯。而又 3＝1+2(一層結構：連續兩個數字相加)、6

＝1+2+3(二層結構：連續三個數字相加)、10＝1+2+3+4(三層結構：連續四個數字相

加)、15＝1+2+3+4+5(四層結構：連續五個數字相加)⋯⋯。 

因此我們做了這樣大膽的推測： 

10 層三角結構的頂點數＝1+2+3+⋯..+9+10+11(連續 11 個數字相加) 

＝(1+11)×11÷2＝12×11÷2＝6×11＝66 (個點) 

也就是說，依此類推，n層三角結構的頂點數＝1+2+3+⋯+n＋(n＋1) 

＝
2

 2)1)(n(n ++
 

 

（2）、證明推論的正確性： 

命題 D：n層三角結構的頂點數目＝
2

 2)1)(n(n ++
 

證明： 

 當 n＝1， 

1 層三角結構的頂點數目(如右圖)＝3＝
2

 2)(11)(1 +×+
，命題成立。 

當 n＝2， 

2 層三角結構的頂點數目(如右圖)＝6＝
2

 2)(21)(2 +×+
，命題成立。 

假設 n＝k 成立， 

也就是說，k層三角結構的頂點數目＝
2

 )21)(k(k ++  

當 n＝k+1 時， 

因為 k+1 層三角結構(如右圖)

比 k 層三角結構(紅色區域)的

層數多了一層(右圖綠色區

域)，而這一層比 k層三角結

構的最後一層多了 1 個頂

點，相當是把 k層最後一排的

所有頂點往左下 45度移動一

格(如右圖的 k+1 個綠點)，然

後在最右邊加上一個頂點。又

因為 k層最後一層共有 k+1 個頂點，所以 k+1 層三角結構比 k層三角結

構多了(k+1)+1 個頂點，即 k+2 個頂點數。 

k+1個頂點 多這 1個點
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因此 k+1 層三角結構中所有的頂點數 

＝
2

 )21)(k(k ++
+(k+2)＝

2
23k 2 ++ k
+

2
42 +k
 

＝
2

65k 2 ++ k
＝

2
)3)(2(k ++ k
＝

2
 ]21)(k][1)1[(k ++++
，命題成立 

 

得證：對於所有 n∈N的 n 層三角結構中的頂點數目 

＝
2

 2)1)(n(n ++  

# 
2、 面數規律的觀察與證明 

面數的變化為：1、4、9、16…… 
（1）、觀察與推論： 

顯然這些數字是下列數列各項的平方數： 

1、2、3、4⋯⋯ 

因此可以大膽的推測：10 層三角結構的面數有 10×10＝100(個面)，依此類推，

n層三角結構的頂點數應該有 n2個面。 
 

（2）、證明推論的正確性： 

命題 E：n層三角結構的面數＝n2 

證明： 

 當 n＝1， 

1 層三角結構的面數(如右圖)＝1＝12，命題成立。 

當 n＝2， 

2 層三角結構的面數(如右圖)＝4＝22，，命題成立。 

 

假設 n＝k 成立， 

也就是說，k層三角結構的面數＝k2 

 

當 n＝k+1 時， 

因為 k+1 層三角結構(如右圖)最後一層

(綠點部分)的面數共有2k+1個，因此k+1

層三角結構中所有的面數 

＝k2+(2k+1)＝k2+2k+1＝k2+2k+12 

＝(k+1) 2，命題成立。 

得證：對於所有 n∈N的 n 層三角結構中
的面數＝n2 

# 
 

 

2k個面 1個面 
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3、 邊數規律的觀察與證明 

邊數的變化為：3、9、18、30⋯⋯ 

（1）、觀察與推論： 

從第一層跟第二層做比較時，發現兩者邊數相差為 6，從第二層跟第三層做比

較時，發現兩者邊數相差為 9，從第三層跟第四層做比較時，發現兩者邊數相差為

12⋯⋯顯然，這些數字都是 3的倍數，因此將 3提出： 

3＝3×1、9＝3×(1+2)、18＝3×(1+2+3)、30＝3×(1+2+3+4)⋯⋯ 

因此我們大膽推測：10 層三角結構的邊數共有 

3×(1+2+3+⋯+9+10)＝3×[(1+11)×10÷2]＝3×(11×5)＝165 (個邊) 
依此類推，n層三角結構的邊數應該有 

3×(1+2+3+⋯+n)＝3×
2

 )1n(n +
＝

2
 )13n(n +
 

 

（2）、證明推論的正確性： 

命題 F：n 層三角結構的邊數＝
2

 )13n(n +
 

證明： 

 當 n＝1， 

即 1 層三角結構中(圖右)的邊數為 3＝6÷2＝3×1×(1+1)÷2，命題成立。 

當 n＝2， 

即 2 層三角結構樣式中(圖右)的邊數為 

9＝18÷2＝3×2×(2+1)÷2，命題成立。 

 

假設 n＝k 成立，也就是說，k層三角結構中的邊數共有 

2
 )13n(n +
個，如右下圖中的紅色點包圍的黑色線段。 

 

當 n＝k+1 時， 

因為(k+1)層三角結構為 k層三角結構下

面再加上一層(如右圖中藍色線段)，即多

了 3(k+1)個邊。(因為右圖中，(k+1)層三

角結構底部的邊有 k+1 個，而每個邊上

面又有兩個邊，所以共有 3(k+1)個邊。)                                     

 

                                      

因此(k+1)層三角結構中的所有邊個數，是 k層三角結構的所有黑色線段

再加上最下面這一層的藍色線段，即 

2
 )13k(k +
+3(k+1)＝

2
 33k 2 k+
+

2
 66k +
＝

2
 6633k 2 +++ kk
 

3(k+1)個邊 
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＝
2

 693k 2 ++ k
＝

2
 )233(k 2 ++ k
＝

2
 )2)(13(k ++ k
 

＝
2

)]1)1)[(13(k +++ k
，命題成立。 

得證：因此對於所有 n∈N 的 n 層三角結構中的邊個數為
2

 )13n(n +
 

# 
 

(三)、正三角形結構的頂點數、面數及邊數的關係： 

在前面的討論裡，我們利用了數學歸納法證明出我們的觀察是正確的，也就是

說：n層三角結構的頂點數＝
2

 2)1)(n(n ++
，面數＝n2，邊數＝

2
 )13n(n +
。因此，我

們也試著來計算一下它們所對應的頂點數、面數與邊數的關係： 

頂點數＋面數－邊數 

＝
2

 2)1)(n(n ++
＋n2－

2
 )13n(n +
＝

2
 23nn 2 ++
＋

2
2n 2

－
2

3n 3n 2 +
 

＝
2

332n 23nn 222 nn −−+++
＝

2
2
＝1 

想不到在正三角結構中，頂點數、面數與邊數仍然維持這樣一定的關係，真是

令人感到驚奇。 

 

 

伍、研究結果與討論： 

 一、我們一開始在探討停車場中的小塊方磚的個數問題，而有了以下的結論： 

(一)、在 3×3 大方格樣式中的小塊方磚為 8×24＋1×16＝192＋16＝208(塊)，而延伸

到 10×10⋯⋯n×n 的大方格樣式中的小塊方磚分別為： 

121×1＋220×8＝121＋1760＝1881 塊 

(n+1)2×1＋2n(n+1)×8＝17n2＋18n＋1＝(n＋1)(17n＋1)塊 

(二)、小塊方磚的數量又與邊數、點數相關，所以推斷、證明出在任何 n×n 的大方

格樣式中邊數、點數滿足下列關係式：邊數＝2n(n+1)，點數＝(n+1)2。 

這些式子可以有效的幫助我們解決有關更大方格圖形點數及邊數的問題。 

在這些大方格樣式中的點數、邊數、面數彼此之間又隱含了神奇關係，那

就是：點數＋面數－邊數＝１。 

(三)、當問題做水平延伸思考的時候，也就是說將上述問題中的正方形改成其他正

多邊形結構時，例如：正三角形、正五邊形⋯⋯，但是因為正五邊形以上

的正多邊形會產生圖形重疊的現象，所以不與討論，不過在任何 n層正三角

形結構中的點數＝
2

 )21)(n(n ++
、邊數＝n2、面數＝

2
 )13n(n +
，從此三者的

關係當中又找到了與正方形同樣的結果，那就是： 

點數＋面數－邊數＝１。 
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(四)、有了點數＋面數－邊數＝１這個關係式之後，就可以幫助我們檢驗算出來的

點數、邊數、面數之結果是否正確，並且適用於所有正三角形、正方形結

構中。 

 

 

二、這只是個開始： 

老師提醒我們，所有空間的立體圖形的點數、邊數(稜線數)、面數，皆遵循尤拉

公式，也就是說點數＋面數－邊數(稜線數)＝2，而在我們這一次所討論的正三角形結

構和正方形結構中，點數＋面數－邊數＝1，我們猜想會不會是因為正三角形結構和

正方形結構中屬於二維平面，與立體三維空間兩者的差別就在於少了建築在平面上的

高，因此（點數＋面數－邊數）的結果少了 1。另外，如果把這個問題推廣到更一般

的的平面圖形，它們是否也都依循著這個關係：點數＋面數－邊數＝1，還是有其他

限制條件呢？⋯⋯這些非常有意思的問題，真的很值得我們以後有機會再追根究底下

去。 

 

 

陸、研究感想： 

本次的數學探討中，從一個學校中平凡無奇的停車場，衍生出這麼多的學問，從尋找答

案的過程中不斷發現新的知識，讓我們了解到處處皆學問的道理，並且所學到的東西能

夠運用在生活當中，這是一個在學習生涯中難能可貴的經驗！ 
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評語： 

利用點數、面數與邊數來簡化計算，給出了方

格數的一般化結果，值得稱許。只是與尤拉公

式間的關聯性仍有待釐清，且此結論事實上並

不只侷限於規則圖形。 




