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凸 n邊形等面積線段數量之分布探索 

摘要 

    一、利用 ABC∆ 周界上一動點P，作出等面積線段PQ，利用GSP觀察PQ在 ABC∆ 內移         

動的軌跡，發現其軌跡形成曲線形狀。 

    二、將 ABC∆ 座標化，我們利用等面積條件求出等面積線移動所形成的曲線，是 PQ中點

所構造出的曲線段(雙曲線之一部分)，且共有 3條曲線段，形成內文所謂的「包絡

區」。 

      1.當P點在包絡區內，則有 3條等面積線段。 

      2.當P點在包絡區周界上，則有 2條等面積線段。 

      3.當P點在包絡區外，則有 1條等面積線段。 

三、以三角形的研究當基礎，擴展到凸 n邊形，我們發現：等面積線段數量之分布，仍

然與包絡區息息相關，且 

      1.凸 12 +m 邊形最多有 12 +m 條等面積線段。 

    2.凸 m2 邊形，必發生內文所謂的「換軌」。因此，最多只有 12 −m 條等面積線段。          

3.包絡曲線所分割出的區域，於相同區域其等面積線段數量相同，且相鄰兩區域      

     數量差兩條。 

四、若凸 n邊形有 k個「換軌點」，則此 n邊形過定點等面積線段至多有 kn − 條。 

註：說明書最後一頁附有本研究的操作光碟，煩請配合使用，以方便內容的了解。 

壹、 研究動機 

在課堂上，老師提到「三角形中線等分其面積，且三條中線交於一點，稱為重心」。

當時，我們想到利用此結果，可知過重心最少存在 3條等分面積線段。若在此三角形內

取一動點P與重心很接近，猜測應該還是有 3條以上等分面積線段。當P點越離開重心

時，其等分面積線段數量又會如何？而過定點的等面積線段數量是否與某些特定區域有

關？若有，那麼這些特定的區域是如何界定？….？？？一連串的問號，開啟我們的探索

之旅。 

貳、 研究目的 
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參、 研究器材 

電腦、GSP軟體。 

肆、 研究過程 

前言： 

由於「過三角形周界上一點，必有一條等分面積線段」，基於這樣的事實，我們想到

可利用所學的 GSP軟體來操作，先在 ABC∆ 周界上取一動點 P，接著作PQ (Q為 ABC∆ 周

界上一點)將 ABC∆ 面積兩等分，並觀察 PQ移動之軌跡變化(如圖一之 1、2、3)。(圖中，

AD、 BE、CF為 ABC∆ 三條中線) 

 
 
 
 
 
 
 

從圖中我們發現兩個現象： 

1.!PQ之軌跡構造出 3條曲線。 

2. 越往 ABC∆ 重心靠近之點有較多數量的等分面積線段通過。 

我們嘗試任意改變 ABC∆ 的圖形，結果上述兩現象仍存在。為了更加確認，我們上

網搜尋是否有相關資料？結果在[黃文達教授的個人網頁之中學科展主題]中，提到三角

形等分面積線具有包絡現象及相關作品「第三十一屆科展高中組─三角形分割線形成的

包絡線」。利用此線索，我們到市立圖書館找到該作品，由作品內容我們得到上述第一個

現象的解答，即「三角形等分面積線段 PQ構造出的曲線為雙曲線」。至於如何得知此雙

曲線？由於作品內容僅大略記載，並使用我們尚未學到的數學知識(如向量、矩陣、偏微

一、探討三角形等面積線段與其移動所產生的相關曲線之關聯性。 

    二、探討三角形等面積線段數量之多寡與分布。 

    三、以三角形研究當基礎，探討凸 n邊形等面積線段數量之多寡與分布。 
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分)去解答。因此，老師鼓勵我們可嘗試用其它方式來探索此雙曲線，進而朝我們的研究

主題邁進。 

[主題一]:三角形等面積線段移動產生的包絡現象與過定點等面積線段數量之探討。 

我們想到，將 ABC∆ 放在座標平面上，且設 ),(),0,(),0,0( cbCaBA ，由於過 ABC∆ 周

界上一點P必存在一條等面積線，且因為三角形中線等分其面積。因此，我們可考慮當P

在CE ( E為AC之中點)上移動時，其等面積線段PQ之另一端點Q，必也同時在BF ( F為

AB之中點)上移動，如(圖二之 1)。 

假設等面積線 kmxyPQ +=:  

 因為 xmyAC 1: = (其中
b
cm =1 ) 
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又因為自 ABC∆ 周界上一點P，作等面積線有且僅有一條等面積線，所以判別式=0  

(若 02 2
1 =− acxm

2
b

22 1

2 a

b
c

ac
m
acx =

⋅
==⇒

2
abx =⇒ 為 ABC∆ 鉛直等面積線) 
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(圖二之1)
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0816168 2
1
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22 =+−+− acymyxmyxmxyacmmca  

088 11
2 =+− acmxymy  

利用GSP軟體，我們繪出圖形如(圖二之 2)。 

又此雙曲線圖形與等面積線還有哪些關係呢？ 

我們試著解下列聯立方程式： 
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(1) 代入 (2)  
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     [ ] 0)(2 2
11 =+− kmymm  

  得
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=   (重根) 

     
)(2

)2(

1

1

mmm
kmm

x
−

−
=  

即兩方程式圖形交於一點，可知：三角形等面積線為某一雙曲線之切線。 

進而我們發現： 

兩圖形交點座標 ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
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)(2
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為等面積線段PQ之中點座標。 

接著，由 088 11
2 =+− acmxymy ，可推得 

當  088 1
2 =− xymy    

     0)( 1 =−⇒ xmyy  

得  0=y ， xmy 1= 為 088 11
2 =+− acmxymy 之圖形---雙曲線的漸進線。仔細一瞧，

此兩條線竟然是 AB、 AC。顯然，雙曲線之中心為 ABC∆ 的頂點座標 A點。 

因此，綜合上述研究可得結論如下： 

6
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當P在CE上移動，其等面積線PQ所包絡出的曲線方程式假設為 1C ，則 

1. 1C ：8 2y -8 011 =+ acmxym  

2. PQ為 1C 之切線 

3. PQ與 1C 之交點座標為PQ之中點座標(
)(2

)2(

1

1

mmm
kmm

−
−

， )
)(2 1

1

mm
km
−

 

4. 1C 之漸進線為 AB ( x軸)、 AC ( xmy 1= ) 

5. 雙曲線 1C 之中心為 ABC∆ 之頂點 A  

本想用同樣的方式，利用 G.S.P.軟體，透過旋轉功能，將三條雙曲線繪出。結果，我

們發現利用 G.S.P函數繪圖功能得到的圖形不能旋轉。因此，我們不得不還要再找出另

二條雙曲線之關係式。還好，由結論我們知另外二條雙曲線之漸進線分別為 

0=y ( AB )與 )(2 axmy −=  (即BC )   及  )(1 ACxmy = 與 )(2 axmy −=   

假設  2C ： 222 )( Kamxmyy =+−           3C ： 3221 ))(( Kamxmyxmy =+−−  
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2
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(2)將 AD中點
4
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2 =+−+++− mmaaxmmaymxmmxymmy    

繪出 1C 、 2C 、 3C 圖形如(圖四)  

重新檢視，當動點P在 ABC∆ 周界上繞時 

，其所有等面積線段之中點構造出封閉曲線 

321 MMM −− (如圖五)，其中 1M 、 2M 、 3M  

分別為三中線 AD、 BE、CF之中點，且 1N  

、 2N 、 3N 分別為CF、 AD、 BE與 21 MM −  

、 32 MM − 、 13 MM − 之交點。令我們好奇的 

是這條封閉曲線到底還有哪些特殊意義呢？ 

由前面的結論，我們得知 ABC∆ 的等面積線是封閉曲線的切線。因此，只要能判定

過定點P對於此條封閉曲線有幾條切線，就可確定，過P有幾條等面積線。針對這樣的

事實，我們想到利用 ABC∆ 三中線與封閉曲線的三條曲線段( 21 MM − 、 32 MM − 、

13 MM − )及定點P的位置關係，即可判斷出是否有等面積線段？ 
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(圖六之 2) 
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結果如下： 

(1) P點在圖六之 1中，黃色區域(不含 21 MN − 曲線段)僅能作一條關於 32 MM − 曲線段

之切線。所以，過此區域之定點P僅有一條等面積線段。 

(2) P點在圖六之 2中，黃色區域(不含 21 MN − 曲線段)，可作兩條關於 21 MM − 曲線段

之切線及一 條關於 32 MM − 曲線段之切線。所以，過此區域之定點P共有三條等面

積線段。 

(3) P點在 21 MN − 曲線段上(不含 2M )，則可作一條關於 21 MM − 曲線段之切線及一條

關於 32 MM − 曲線段之切線。所以，P在 21 MN − 曲線段上(不含 2M )共有兩條等面

積線段。至於P在 2M 上則上述兩條切線合而為一。所以，僅有一條等面積線段，即

中線 BE。 

利用(1)(2)(3)可類推出其它區域。因此，可得過定點P， ABC∆ 之等分面積線段數量

之結論： 

(1) 若P點在 ABC∆ 包絡區外側，則只有一條等面積線段。 

(2) 若P點在 ABC∆ 包絡區周界( 1M 、 2M 、 3M 除外)，則有兩條等面積線段。 

(3) 若P點在 1M 或 2M 或 3M 上，則只有一條等面積線段。 

(4) 若P點在 ABC∆ 包絡區內側，則共有三條等面積線段。 

======================================================================= 
接下去，我們以三角形的研究結果當基礎，繼續探討四邊形的一般化問題。 
 

[主題二]：凸四邊形 4321 AAAA 等面積線段產生的包絡現象及過定點等面積線段數量探討 
 
一、 若四邊形 4321 AAAA 兩雙對邊皆不平行 

，我們想到可將兩雙對邊分別作延長 

(如圖七)，形成 321 AAO∆ 、 212 AAO∆ ， 

再將P點在四邊形 4321 AAAA 周界上移 

動形成的等面積線段PQ視為在 321 AAO∆  

、 212 AAO∆ 之 1r及 2r 等分面積線段。 
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但問題來了，現在已不是兩等分三角形面積，而之前三角形內部包絡區是由其

所有等面積線段之中點構成。 

基於上述疑問，我們須解決下面一般化問題： 

ABC∆ 中， ),(),0,(),0,0( cbCaBA ， P為 ABC∆ 周界上的動點，作PQ (Q在 ABC∆ 周

界上)分割 ABC∆ 面積，使得 PAQ∆ = ABCr∆ 面積。則 PQ與其包絡出的曲線有何關

係？ 

假設 kmxyPQ +=:  

              xmyAC 1: = (其中
b
cm =1 ) 

    得   ),(
1

1

1 mm
km

mm
kP

−−
、 )0,(

m
kQ −  

因為 PAQ∆ 面積= ABCr∆ 面積 

 所以 acr
mm

km
m
k

2
1))((

2
1

1

1 ×=
−

−  

rac
mmm

km
=

−
−

)( 1

2
1  

)( 1
2

1 mmracmkm −=  

( mxyk −= 代入) 

)()( 1
2

1 mmracmmxym −=−  

( )1
222

1 )2( mmracmxmmxyym −=+−  

mracmracmmxmxymmym 1
222

11
2

1 2 −=+−  

0)2()( 2
111

22
1 =+−+− ymmxymracmmracxm  

又因為自 ABC∆ 周界上一點P，作 PAQ∆ 面積= ABCr∆ 面積只有一條等面積線 

所以判別式=0   

(若 02
1 =− racxm rab

b
c

rac
m
racx ===⇒

1

2 rabx =⇒ 為 ABC∆ 鉛直等面積線) 

得 0))((4)2( 2
1

2
1

2
11 =−−− ymracxmxymracm  
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04444 2
1

222
1

222
1

2
1

2
1

222 =+−+− acyrmyxmyxmxyracmmcar  

044 11
2 =+− racmxymy ----------- 圖形仍為雙曲線 

解下列聯立方程式： 

      
⎩
⎨
⎧

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=+−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+=

)2(044
)1(

11
2 racmxymy
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(1) 代入 (2)  

    得 0))(()(44 1
1

1
1

2 =
−

−+
−

− m
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m
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m
kymy   ]))(([

1

1
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m
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−
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       0)()(4)(4 22
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2
1 =+−⋅⋅−−− kmmmykymymmm  

       0)(4)(4 22
111
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1 =+−+− kmkymmmymm   

       [ ] 0)(2 2
11 =+− kmymm  

    
)(2 1

1
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y
−

=⇒   (重根) 

      
)(2

)2(

1

1

mmm
kmm

x
−

−
=  

得兩方程式圖形交於一點，可知：PQ為某一雙曲線之切線，且兩圖形交點座標

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
)(2

,
)(2

)2(

1

1

1

1

mm
km

mmm
kmm

為 PQ之中點座標，即 PQ之中點座標構造出包絡線。 

顯然兩等分三角形面積，僅是 r等分三角形面積的特例而已。 

利用這樣的結論，我們可得到 

(1) 若凸 n邊形的等面積線段可包絡出曲線，則此曲線必為雙曲線之一部分，且雙曲

線的漸近線必為凸n邊形某二邊長的延長線。 

(2) 若凸 n邊形的等面積線段可包絡出曲線，則此曲線必為其等面積線段之中點座標

構造而成。 

     ==================================================================== 

由上述結論，我們得知四邊形 4321 AAAA 的所有等面積線段中點構造出的曲線為

數個雙曲線的組合。以(圖七)為例，由於可將P點在四邊形 4321 AAAA 周界上的移動，
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(圖十一之1)

L
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視為在 321 AAO∆ 、 212 AAO∆ 的部分移動。因此，可判斷出相關的曲線最多有四條，

接著利用其漸近線及過頂點等面積線段中點座標，求出相關雙曲線的方程式，利用

GSP繪圖如(圖九)。 

圖九中，包絡區內部顯然 

太小不容易討論。因此， 

我們將四邊形 1A 432 AAA  

稍作調整，並將包絡區 

放大如(圖十)， 圖中 1L  

、 2L 、 3L 、 4L 與 1M 、 

2M 、 3M 、 4M 分別為 

過頂點 1A 、 2A 、 3A 、 

4A 之等面積線段與等 

面積線段中點。 

接著，我們作出 

[等面積線段判斷圖]如下： 

 
 
 
 
 
 
 
 

(1) 若P點在(圖十一之 1)黃色區域中(不含 ji MM − 曲線段)，則有兩條關於 ji MM −

曲線段之切線，即有兩條等面積線段。 

(2) 若P點在(圖十一之 2)黃色區域中(不含 jNM )，則有一條關於 ji MM − 曲線段之

切線，即有一條等面積線段。 

(3) 若P點在 ji MM − 曲線段上，則有一條關於 ji MM − 曲線段之切線，即有一條等

面積線段。 
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利用[等面積線段判斷圖]，我們可判斷出(圖九)中 

(1) 若P點在四邊形 1A 432 AAA 包絡區外側，則只有一條等面積線段。 

(2) 若P點在四邊形 1A 432 AAA 包絡區周界( 1M 、 2M 、 3M 除外)，則有兩條等面積線

段。 

(3) 若P點在 1M 或 2M 或 3M 上，則只有一條等面積線段。 

(4) P點在四邊形 1A 432 AAA 包絡區內側，則共有三條等面積線段。 

所得結論，竟然與三角形等面積線段數量完全相同。為什麼會有這樣的結果？

我們重新檢視(圖九)、 (圖十)，發現到一個很有趣的現象，即當P點從 3A 移動到 4A

時，其等面積線段的中點構造出 43 MM − 曲線段，接著繼續移動產生 24 MM − 曲線

段。如果將曲線段延長成兩條雙曲線，我們可發現到當P點移動，其等面積線段的

中點也跟著動且在 4M 形成「換軌」現象。為什麼會有此「換軌」現象呢？ 

回到四邊形一開始的(圖七)，按照圖中 1O 、 2O 的交點位置，可推得

(1) 431421321 AAAAAAAAA ∆>∆>∆  

所以存在等面積線段兩端點分別在 21 AA 及 32 AA 兩鄰邊移動，因此，可視為在

321 AAA∆ 作 r等分面積移動，其等面積線段中點所構成的曲線段之雙曲線必與

31 AA 相交。 

(2) 當 432421 AAAAAA ∆≠∆  

同(1)之推論，可得一雙曲線必與 42 AA 相交。 

(3) 當等面積線段之兩端點分別在 21 AA 與 43 AA 兩對邊移動，因此，可得一雙曲線與

32 AA 相交。 

(4) 同(3)之分析，可得第四條雙曲線與 21 AA 相交。 

綜合(1)(2)(3)(4)，在 432421 AAAAAA ∆≠∆ 時，可得過 2A 之三線段( 21 AA 、

42 AA 、 32 AA )皆有一條雙曲線通過。因此，必存在有兩條雙曲線凹向相同形成內切，

且在其中一條雙曲線的曲線段端點處(如圖九中的 4M )形成「換軌」。當
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(圖十二之2)

4 3
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(圖十二之1)
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21 A
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432421 AAAAAA ∆=∆ 時，此「接軌」的曲線段( 42 MM − )消失(即 2M 與 4M 重合)。 

二、若四邊形 4321 AAAA 中， 43214321 ,// AAAAAAAA ≠ ⇒即 4321 AAAA 為梯形。 

當 21 AA > 43 AA ，可延長 41 AA 與 32 AA 交於O，形如(圖十二之 1) 

因為 421321432431 AAAAAAAAAAAA ∆=∆<∆=∆  

所以P自 3A 移動至 4A ，其等面積線段PQ之Q點 

必在 21 AA 上移動，且等面積線段中點為同一點。 

證明：1. 設過 43 AA 上兩相異點 1P、 2P ， 

其等面積線段分別為 11QP 、 22QP  

2. 令 11QP 交 22QP 於M  

3. 因為 4321 // AAAA    所以 MQQMPP 2121 ~ ∆∆  

4. 又 MPP 21∆ 面積 MQQ 21∆=  

  可得 MPP 21∆ MQQ 21∆≅  

M⇒ 為 11QP 、 22QP 之中點 

5. 即P自 3A 移動至 4A 時，其等面積線段的 

  中點為同一點。 

    接著，P從 4A 逆時針移動直到PQ與過 3A 的 

等面積線段重合時之過程，可視為P、Q在 21 AOA∆ 上之移動。 

因此，其等面積線段中點所構成的軌跡圖形如(圖十二之 2) 。 

 

 

 

 

 
 

三、若 4321 AAAA 為平行四邊形，則等面積線段中點為同一點，即平行四邊形 4321 AAAA 之

中心點。可得 

1. 過中心點之等面積線段有無限多條。 

2. 平行四邊形 4321 AAAA 之中心點除外的點僅有一條等面積線段通過。 
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[主題三]： 
凸 n邊形 nAAA .......21 等面積線段產生的包絡現象及過定點等面積線段數量探討。 

經過三角形與四邊形等面積線段移動產生相關問題的研究，我們了解到要解決凸

n邊形等面積線段數量之研究，首先須找出等面積線段中點所構造出的包絡區。由於包

絡區是數個曲線段連接而成的封閉曲線，而每個曲線段端點是過頂點等面積線段之中

點。因此，可推得凸n邊形所有等面積線段中點至多可構造出 n條曲線段，當每條曲線

段延長之後，可得共有等數量的雙曲線。 

又這些雙曲線皆以 n邊形某兩邊當漸近線，所以，同三角形的作法，我們可求出必

要的方程式，再利用GSP繪出圖形。以五邊形為例，我們繪出圖形(如圖十三之 1、2)。 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

     
 
 
 
將(圖十三之 1、2)中的包絡區放大得(圖十四之 1、2)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
利用「等面積線段判斷圖」可得過定點P之等面積數量如下表： 

3M
4M

5MI 

II 
III 

1M
2M(圖十四之 1) 

1M

 

(圖十四之 2) 

4M
3M

2M5M

II 
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P點位置  

數   
圖形類別   量 

I II III 

圖十三之 1 1 2 3 4 5 

圖十三之 2 1 2 3  

( PS：1.表中等面積數量為偶數時，表示P點在相鄰兩層之曲線段上[不含曲線段交點]。 

2.若P在曲線段交點上，則等面積數量為與P相鄰之內層的數量減 2條。) 

比較(圖十三之 1、2)及上表，我們發現(圖十三之 1)雙曲線皆外切，過定點其等

面積線段數量最大值等於其邊數；而(圖十三之 2)其中一條雙曲線與另兩條雙曲線形成內

切，造成「換軌」現象，過定點的等面積線段數量最多僅 3條，比其邊數少 2。又因為

在四邊形的探討中，我們得知，四邊形在兩邊皆不平行，且其兩條對角線都不是等面積

線段的條件下，必然形成「換軌」，其等面積線段數量最多 3條比其邊數少 1。 

為什麼四邊形與五邊形會有此差異性呢？ 

 

 

 

 

由於在前面的研究過程中，我們常常會利用到：當等面積線段 PQ之兩端點在某兩

條不平行的邊上移動時，其中點所構成的曲線段之雙曲線必通過此二邊延長所形成的三

角形之第三邊。反之，當等面積線段PQ之兩端點在某兩條平行的邊上移動時，會是如

何？ 

<性質> 已知凸 n邊形 nAAA ...21 中， 11 // ++ jjii AAAA ，當且過 iA、 1+iA 的等面積線段 ii BA 、

11 ++ ii BA 之端點 iB 、 1+iB 皆在 1+jj AA 上時，則 

(1) ii BA 與 11 ++ ii BA 之交點M ，為此兩線段之中點。 

(2) 若P點在 ii BA 上，則過P點之等面積線段亦必經過M 。(如圖十五) 

針對此疑惑？我們想到凸 n邊形等面積線段產生的雙曲線有內切情況，則必產生

「換軌」現象，其等面積線段數量也隨之減少。若等面積線段數量要最大，則凸n邊形

等面積線段產生的雙曲線皆須以「外切」來相連，那麼其圖形會是如何？以下是我們對

凸 n邊形的探討： 
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(圖十五)
i j+1B

A

A

M

i+1

j+1

i

j

P A

QBA

證明：(1) ○1  因為 11 // ++ jjii AAAA     

 所以 MBBMAA iiii 11 ~ ++ ∆∆  

○2   又 MAA ii 1+∆ 面積 MBB ii 1+∆= ， 

可得 MAA ii 1+∆ MBB ii 1+∆≅  

即M 為 ii BA 、 11 ++ ii BA 之中點 

(2) ○1  作 PM交 1+ii BB 於Q  

       ○2  因為 MBMA ii = ，且 QBPA ii // ，所以 PMAi∆ QMBi∆≅  

          即PQ為凸 n邊形 nAAA ...21 之等面積線段 

  又因為過 p之等面積線段只一條，所以過P點之等面積線段必經過M  

由上述性質可推得 

 

        

 

 

 

 

 

 

 

對於等面積線段兩端點所在的兩邊不平行，則等面積線段可視為以此兩邊延長所

構成的三角形 r等分面積之移動，可得一曲線段，且含此曲線段之雙曲線必過第三邊。

因此，每一曲線段對應到一條對角線〈或一邊〉為了方便說明，我們先給出一些符號

意義： 

iC ：第 i條曲線段 

iS ：將 iC 曲線段延長後之雙曲線最先經過的線段(此曲線段為凸n邊形之邊或對角線) 

. 1.若凸 n邊形具有 k組平行邊符合〈性質〉中之條件，則曲線段之端點必少 k個。換言

之，曲線段所在的雙曲線也必少 k條。

2.若凸 n邊形符合下列兩條件 

(1)所有對角線皆不為等面積線段 

    (2)等面積線段兩端點所在的兩邊皆不平行 

則過頂點等面積線段必有 n條 

    ⇒過頂點等面積線段中點必有 n點 

⇒所有等面積線段中點構造出的曲線段必有 n段 

⇒曲線段所在的雙曲線共 n條 
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(圖十六)
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我們把對應關係寫成 iC ↔ iS  

利用此對應關係，可把等面積線段移動產生的曲線段 iC 轉化成 iS 之研究。 

接著，我們寫出曲線段所在的雙曲線要形成以「外切」相連的要件： 

1. 過凸 n邊形同一頂點不能有三條以上的 iS 。否則，必產生內切。 

2. 連續三條 iS 不能以「Z」字形狀相連接。否則，必產生內切。 

    又凸 n邊形 nAAA ...21 ，當P點從 1A 做順(逆)時針移動，其等面積線段PQ必先與最

靠近的過頂點等面積線段重合。以(圖十六)正五邊形來說明(圖中 1B、 2B 、 3B 、 4B 、 5B

分別為邊上中點)，其移動過程如下： 

P從 11 BA → 得 311 AAS =  

51 AB → 得 532 AAS =  

55 BA → 得 253 AAS =  

依序連接所有 iS 必形成封閉圖形。 

由等面積線段移動可得 

1. 四個以上曲線段外切如(圖十七)，必不成立。 

2. 任兩條 iS 必有交點。[即連續 3條 iS 以「Z」字 

形狀相連接之圖形不存在]。 

   根據這些推論，若凸 n邊形曲線段所在的雙曲線 

要形成以「外切」來相連，則完成所有 iS 之連接必須符合： 

(1) 當 12 += mn ，則兩相鄰 iS 之連接須相隔 1−m 個頂點。 

(2) 當 mn 2= ，則兩相鄰 iS 之連接須相隔 1−m (或m )個頂點。 

若不如此，必與上述推論相牴觸。 

  因此，可推得 iS 之路徑完成，過程是以 '''' V 字型前進。 

(1) 當 12 += mn  

從 1A 出發，考慮 '''' V 字型的完成，第一次需 3個頂點相連，即  

1211
21

++ ⎯→⎯⎯→⎯ m
S

m
S AAA 。 

(圖十七)
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(圖十八之1)
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(圖十八之2)
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其左右兩側各剩 )1( −m 個頂點，而後續每增一個 '''' V 字型的完成，左右各需取一頂

點。因此，再經 )1( −m 個 '''' V 字型後，路徑通過所有頂點到達 2+mA 。最後，連接 21 +mAA

完成星字型之路徑。(如圖十八之 1為七邊形 iS 星字型路徑) 

(2) 當 mn 2=  

仿上之推論，由於第一次 '''' V 字型的完成 

需 3個頂點，可知第一次 '''' V 字型之後左 

右兩側頂點數奇偶性不同。因此，不能完 

成如凸 12 +m 邊形之 iS 星字型路徑。如(圖 

十八之 2)。 

從(圖十八之 1、2)可發現七邊形符合外切之要件 

，而八邊形呈現出「Z」字形狀相連接，所以圖 

形不存在]。 8S 與 2S 、 3S 、 4S 、 5S 、 6S 無交點， 

會形成內切現象。 

由上述推論，我們得凸 m2 邊形不符合曲線 

     段所在的雙曲線「外切」相連的要件。換言之，必有「內切」相連，所以存在「換軌」。 

至於凸 12 +m 邊形，以正 12 +m 邊形來說明由於過頂點等面積線段所在的直線剛好

為其對稱軸。因此，其所有過頂點等面積線段之中點剛好形成另一個正 12 +m 邊形之頂

點。 

將這些中點以 '''' V 字型方式加上兩點之間以曲線段連接可得其包絡區。(如圖十九之

1、2) 

 

 
 
 

 
 
 
 
 

I 

II 

III

V 

IV

I 

II 

III

IV 

(圖十九之1) 
(圖十九之 2)
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由(圖十九之 1、2)可得等面積數量如下表： 

 

( PS：1.表中等面積數量為偶數時，表示P點在相鄰兩層之曲線段上[不含曲線段交點]。 

2.若P在曲線段交點上，則等面積數量為與P相鄰之內層的數量減 2條。) 

從上表發現當動點P從包絡區最內層往外移動到相鄰的外層時，其等面積線段數

量會減少 2條。 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由於包絡區是由〝V 〞字型曲線段所連接而成。因此，對於包絡區最內層一點 P，

若P所在區域被 k個連續〝V 〞字型所包圍，又每個〝V 〞字型是由兩個相連曲線段

所構成。所以，與P所在區域相關之曲線段端點共 )12( +k 個。即過P必有 12 +k 條等

面積線段。(如圖二十之 1、2) 

 

數   
圖形類別   量 

P點位置  

I II III IV V 

正七邊形 1 2 3 4 5 6 7  

正九邊形 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

理由：因為P點由包絡區內層往相鄰外層移動時，原兩層之共用曲線段對於P點位置

而言，從曲線段外側變成內側。所以會減少 2條切線，即等面積線段數量減少 2

條。 

將結果擴展到正 12 +m 邊形，可得正 12 +m 邊形其內部被等面積線段中點所構成

的包絡曲線分成 1+m 區，且包絡曲線最內層為類似正 12 +m 邊形，其周界為所

有曲線段的一部份所構成，此層共有 12 +m 條等面積線段數量，接著往外依次

每層減少 2條。(同正七、正九邊形之理由) 

在前面的討論中，我們得到曲線段所在的雙曲線要形成以「外切」相連，其 iS 之

路徑是以 '''' V 字型前進，最後形成星字型之路徑。考慮對應關係 iC ↔ iS ，可得 iC 之

路徑還是以 '''' V 字型連接各曲線段，最後形成星字型之封閉曲線。至於，具有此類型

之封閉曲線的凸 n邊形，是否定點P在包絡區最內層一定有n條等面積線段呢？經過

研究，我們寫出下列結論： 
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 圖中第 k區，被 1-k 個〝V 〞字型所包圍。所以，當P點在第 k區共必有 1-2k 條等

面積線段。 

 

理由：因為有 )12( +k 個曲線段端點，所以過此 )12( +k 個端點共有 )12( +k 條等面積線

段。對於任意兩條相接曲線段 ii MM −−1 與 1+− ii MM 及過 iM 之等面積線段 iL ，P所在

位置有 3種可能(如圖二十一之 1、2、3)： 

〈1〉 當P 落在 iL 與 ii MM −−1 之內側，過 

      P可作一條 ii MM −−1 曲線段之切線。  

〈2〉 當P 落在 iL 與 1+− ii MM 之內側，過 

      P可作一條 1+− ii MM 曲線段之切線。 

〈3〉 當P 落在 iL 上，則 iPM 為 ii MM −−1  

      與 1+− ii MM 之公切線。 

顯然，不管P點位置如何？在此情形 

下過P必有一條等面積線段與 ii MM −−1  

或 1+− ii MM 曲線段相切。 

    因此，對於凸 n邊形曲線段所在的雙曲線皆以「外切」相連時，當定點P位在包

絡區最內層時，其等面積線段數量不一定有 n條。又當P由最內層往外層移動時必減

I II 

III 

IV 

I 

II

III 

IV 

V 

(圖二十之 1) (圖二十之 2) 

(圖二十一之 1) 

(圖二十一之 2) 

(圖二十一之 3) 

Li 

Li 

Li 
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少 2條，接著繼續往相鄰外層移動，可視相鄰兩層共用之曲線段凹向來決定增加或減

少兩條。(如圖二十二之 1、2) 

 
 
 
 
 
 
 

圖中數字表示過該區過定點等面積線段數量 

       

 

 

 

 

「換軌」的形成必產生於當凸n邊形的頂點只接一條 iS ，且「換軌點」必為過此頂

點的等面積線段中點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

3 
1 

3 

5 3 

5 

3 

3 

(圖二十二之 1) (圖二十二之 2) 

5 

(圖二十三之 1) (圖二十三之 2) 

接著，考慮凸 m2 邊形，討論如下： 

因為對於每一個凸 m2 邊形，必可找到幾乎與其全等的凸 12 +m 邊形，又此時凸

12 +m 邊形過定點等面積線段數量最多為 12 −m ，即凸 m2 邊形過定點等面積線段數量

最多有 12 −m 條，且存在於包絡區的最內層，其餘各層結果必與奇數邊結論同。 

最後，我們重新檢視 iC ↔ iS 的對應關係，發現： 

理由：若存在凸n邊形頂點(假設為 jA )只有接一條 iS ，則此條 iS 之另一端點(假設

為 kA )，接三條以上 iS  (其中與 jA 相連之 iS 必落在所有與 kA 相連 iS 之內側)。且相鄰三

條 iS 所對應到的三條曲線段 iC 必存在中間的 iC 與相鄰兩條 iC 的其中一條形成內切。因

此，可得「換軌」。且「換軌點」必為兩內切 iC 之切點，由於此切點是相鄰兩曲線段的

端點，所以可得「換軌點」必為過 jA 的等面積線段中點。(如下圖二十三之 1、2) 
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至此，我們心中的疑惑大致解除，當然內容還有很多可探討的地方，惟時間不足與

能力有限，盼望同好予以指教。 

五、 結論 

一. ABC∆ 中， ),(),0,(),0,0( cbCaBA ，P為周界上的動點，則其等面積線段PQ中點共構造出

三條曲線段(雙曲線的一部分)，假設分別為 1C 、 2C 、 3C ，可得 

 方程式 漸進線 中心 

1C  8 08 11
2 =+− acmxymy  AB、 AC A  

2C  8 088 222
2 =−+− acmaymxymy  BC、 AB B  

3C  8 0888)(8 21
2

212
2

2122
2 =+−+++− mmaaxmmaymxmmxymmy  AC、BC C  

其中PQ為曲線段之切線。 

二. 若凸 n邊形的等面積線段之中點構造出一曲線段。則包含此曲線段之雙曲線其漸近線必為

n邊形某兩邊長的延長線。 

三. 凸 12 +m 邊形中 

1. 所有等面積線段之中點構造出的封閉曲線段，將形內分成若干區，每相鄰兩區過定點

等面積線段數量相差兩條。 

2. 過定點等面積線段數量最多有 12 +m 條。 

四. 凸 m2 邊形曲線段所在的雙曲線必有「內切」相連，所以存在「換軌」。過定點等面積線

段數量最多有 12 −m 條。 

五. 若凸 n邊形有 k個「換軌點」，則此n邊形過定點等面積線段至多有 kn − 條。 

 

 

 

[圖二十三之 1]：頂點只接一條 iS 的共有 3個頂點，所以共有 3個換軌點，即此

六邊形最多有三(6-3)條等面積線段 

[圖二十三之 2]：頂點只接一條 iS 的共有 6個頂點，所以共有 6個換軌點，即此

九邊形最多有三(9-6)條等面積線段 
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六. 過定點等面積線段數量： 

 

數   
圖形類別   量 

P點位置 
   

I II III IV ⋯ 第 1+m 區

(最內層) 

正 12 +m 邊形 1 2 3 4 5 6 7 ⋯ 12 +m  

當P 不在中心點 當P在中心點 
正 m2 邊形 

1 無限多條 

( PS：1.表中等面積數量為偶數時，表示P點在相鄰兩層之曲線段上[不含曲線段交點]。 

2.若P在曲線段交點上，則等面積數量為與P相鄰之內層的數量減 2條。) 
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