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壹、摘要 
本研究主要是由文獻中〝巧斷金練〞一條二十三環金練一天付一環之斷金問題延伸探討

一條有 k環的鍊子，依假設每天需給付 m環，給付環數不同情況下，推導出在每一假設條件
下之項鍊最大環數、切開環各段環節的環數、被切開環的序號等公式，進而再推研一條項鍊

與一圈項鍊之差異性。 
首先我們先由一天付一個環、兩個環、三個環、四個環進行實驗、尋找規律、驗證推導

公式，進而推導出一天付 m個環之情況。其次我們又進一步研究若為一圈密合項鍊在與一條
項鍊假設條件相同之情況變化為何進行研究。總結我們研究推導出許多可行的公式，統整後

歸納於結論即討論中。 

貳、研究動機 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

☆巧斷金鍊 

有一次，米勒從家鄉來到里昂參加一個美術討論活動，由於行前匆忙，所以沒有帶足

夠支付開銷的鈔票，值錢的東西僅有他身上那一條金項鍊。  

當他來到一家旅店打算住下時，才發現口袋空空的，於是他從脖子上解下金項鍊交給

旅店老闆，老闆用手掂了掂，又數了數環數(共23環)，便說：「你每天須付一個環作為食宿

費，且須每日結賬。」米勒無法，只好點了頭。 

老闆剛要用剪刀剪開項鍊的環時，米勒急忙道：「您不必每天剪掉一個環，我有一個辦

法讓您只要剪下其中的兩個環，便可按您的要求支付我23天的費用。」 

旅店老闆聽後覺得簡直荒唐可笑，便說：「你若真的能做到，那麼這23天的食宿費我

全免了！」⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯。 

最後米勒真的免付他所有的住宿費，他是這樣做到的： 

他將項鍊上面的第4個環和第11個環切開【如圖一】 

圖一 

「我可以這樣支付食宿費。」說著他在紙上畫了張表： 

第k天 一 二 三 四 五 六 ⋯⋯⋯ 二十三 

付款方式 +1 +1 +3 - (1+1) +1 +1 +6 – (3+1+1) ⋯⋯⋯ 1+1+3+6+12

這裡〝+〞表示米勒付給老闆的環數，而〝-〞表示老闆找回的環數。 

看似不可能的解法，卻意外的為米勒省下了住宿費。於是我們開始效仿米勒的做法，去

探討其他變化的問題⋯⋯。其中我們應用到了一些課堂上老師教的像是等比級數這類的東西

來作一些推導。 

課餘時間我們常喜愛閱讀一些課外讀物，其中數學部分更是我們所偏愛的。記得有一次

在「啊哈！有趣的推理」一書中，看到一則有趣的數學故事：斷掉的手鍊，興起了我們深入

研究的動機。現就我們尋找到的資料，由「名人趣題妙解」一書中摘錄以下的內容： 
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參、  研究目的 
 

 

 

 

 

 

肆、 研究設備及器材 

 

 

伍.、  研究方法 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
陸、  研究過程與結果 

一、 研究一：一條金鍊切環的問題：一天付兩個環 

(((一一一)))玩玩玩法法法   

把由k (設k為2的倍數)個環所連結起來的鍊子，以切開最少的環數來組成2、4、

6⋯⋯⋯(k-4)、(k-2)、k這些環數的組合。 

例：今有一條6個環連結起來的鍊子，欲切開最少的環來組成2、4、6這些環數的組

合，請問該如何下手？ 

答： 

 

將第2個環切開，將會得到1、1、4這些環與環節。組合狀況如下表： 

 
 

環數組合 2 4 6 

須用到的環節大小 1+1 4 1+1+4 

(((一一一)))      k：一條(一圈)項鍊總共的環數 

(((二二二)))      n：在任何一條(一圈)項鍊，切斷的最小環數 

(((三三三)))      m：每天所付的環數。(每天必須一樣) 

(((四四四)))      x：第x個環節。 

(((五五五)))      y：被切開的第y個環。 

(((六六六)))      a：n÷m的商數 

(((七七七)))      b：n÷m的餘數 

一、 找出切一條有k個環的鍊子所需切開的最小環數(即最小刀數n)。 

二、 找出最少刀數(n)與環節數的關係。 

三、 找出一條鍊子經由最少刀數(n)切過後，各環節的環數的關係與規律。 

四、 找出一條鍊子切n個環，與這些被切開的環的序號。 
五、 找出一天付m環之以上第一 ~ 四項之規律。 

一、 用畫圖以及推測的方式，觀察〝須切開金鍊的環數〞、〝切開金環的序數〞

以及〝各環節的環數〞之間的規律與關係。 
二、 利用上述一的研究方式，來做一些有關代數式的討論。 

未知數的定義： 

一、 人腦 

二、 紙筆 

三、 計算機 

四、 電腦 
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(((二二二)))規規規則則則   

1. 首先將每一個環進行編號，例如：1、2、3⋯⋯k。 

2. 切開一個環的定義：將欲切開的環解開來，成為一個獨立的環。 

3. 在本報告中，切環的方式一律從前面開始切起(從序號小的開始)，因為從後面與  

前面切起的意義是一樣的，所以在本報告中只討論從前面切起的狀況。 

4. 環節的定義：在本報告裡所指的〝環節〞為一條鍊子經切開後，那些未被切開的

環──即〝切開環〞獨立出來後，所新形成的連結環。 

如以下圖例：由4個環組成的鍊子，將其第3個環切開後，成為1個環及2個環節的

組合。 

 

(((三三三)))實實實作作作   

表格請見下一頁。 
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金鍊的

環數 

須切開最少

的環數值 

所切金環的序號

※：隨機(最後一個

被切開的環) 

其中一種切環方式及切開後的環節與切開環

之組合〈紅色表切開環〉 
「註」：後面會說明為何要如此切環 

2 0 0 2 

4 1 2 1+1+2 

6 1 2 1+1+4 

8 2 5、※ 4+1+1+1+1 

10 2 5、※ 4+1+2+1+2 

12 2 5、※ 4+1+4+1+2 

14 2 5、※ 4+1+6+1+2 

16 2 5、14 4+1+8+1+2 

18 2 5、14 4+1+8+1+4 

20 2 5、14 4+1+8+1+6 

22 2 5、14 4+1+8+1+8 

24 2 5、14 4+1+8+1+10 

26 2 5、14 4+1+8+1+12 

28 2 5、14 4+1+8+1+14 

30 2 5、14 4+1+8+1+16 

32 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+2 

34 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+4 

36 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+6 

38 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+8 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

56 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+26 

58 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+28 

60 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+30 

62 3 4、13、30 3+1+8+1+16+1+32 

64 4 7、20、45、※ 6+1+12+1+24+1+16+1+2 

66 4 7、20、45、※ 6+1+12+1+24+1+18+1+2 

68 4 7、20、45、※ 6+1+12+1+24+1+20+1+2 

70 4 7、20、45、※ 6+1+12+1+24+1+22+1+2 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

184 4 7、20、45、96 6+1+12+1+24+1+48+1+90 
186 4 7、20、45、96 6+1+12+1+24+1+48+1+92 
188 4 7、20、45、96 6+1+12+1+24+1+48+1+94 
190 4 7、20、45、96 6+1+12+1+24+1+48+1+96 
192 5 6、19、44、95、190 5+1+12+1+24+1+48+1+96+1+2 
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(((四四四)))發發發現現現  
1. 在〝一條金練〞中，切斷n個環(不包括首尾兩個)，則會有(n+1)個環節。 

2. 在此研究中若〝一條金練〞已證實需切開n個環，會有兩種不同情況發生，所以

就分成兩大部分來講。 

〈1〉 第一類  n≡1(mod 2) 

第 1 個環節我們必把它切為 n 個環。因為在 n 個切開的環中，最多可付





 −

=





2
1

2
nn  天，所以下一個我們所需要組成的環數為 (n + 1) ，則第 1 個環節我

們切為 n 個，這樣就可以組成 2~2n 這些環數的組合。若第1個環節直接為 (n+1)

個環，再加上n個被切開的環，就不能被2整除了。 

第 2 個環節我們必須切為 (2n+2)，因為前面n個環及第1個環節n個環已

可組成 2~2n 這些環數的組合，故第2個環節必須為 (2n+2) 才可繼續組合下去。

以此類推第3個環節為 (4n+4)，第四個環節為 (8n+8)⋯⋯。 

最後歸納出切環的方式為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

〈2〉 第二類  n≡0 (mod 2)  

第1個環節我們必把它切為 (n+2) 個環。因為有了n個切開的環，下一個我

們所需要組成的環數為 (n+2)。第2個環節我們必須切為 (2n+4)，因為前面n個

環及第1個環節n個環已可組成 2~(2n+2) 這些環數的組合，故第 2 個環節必須

為(2n+4) 才可繼續組合下去。以此類推第 3 個環節為 (4n+8)，第四個環節為 

(8n+16) ⋯⋯。 

最後歸納出切環的方式為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第x個環節 第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2 

x=1 n  n n 

x=2 n +n +2 2n+2 )1(21 +n  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n+1 
n + n + ﹝n+n+2﹞+⋯⋯+第n

個環節的環節數+2 

2×2×2×⋯⋯×2×(n+1) 
↓n個 

)1(2 +nn  

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 

第x個環節 第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 n+2 n+2 n+2 

x=2 n + (n+2)+2 2n+4 )2(21 +n
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 

x=n+1 
n + (n+2)+﹝n+(n+2)+2﹞+⋯⋯

+第n個環節的環節數+2 

2×2×2×⋯⋯×2×(n+1) 
↓n個 

)2(2 +nn

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 
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(((五五五)))尋尋尋找找找規規規律律律   

在這裡有兩種不同情況發生，所以就分成兩大類來講。 

1. 第一類  n≡1 (mod 2) 

〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

 

 

 

 

 

由上式推導，我們可得一公式：允許切開n環，項鍊最大環數(k)為： 

22)1( 1 −×+ +nn  環 

〈2〉 在一條有 22)1( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

請詳見(四)發現的表格 

〈3〉 在一條有 22)1( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環，則被切開環的序號：我

們用上面的發現與規律，做了以下的歸納： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

切開的第
y個環 

切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )10( ++n  1)22)(1( 1 ++−+ nn
y=2 )11()1(21 ++++ nn  2)22)(1( 2 ++−+ nn
y=3 )12()1(2)1(2 21 ++++++ nnn  3)22)(1( 3 ++−+ nn
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]11)-(n)1(2......)1(2)1(2 121 +++++++++ − nnnn n  nnn n ++−+ )22)(1(
由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： ynn y ++−+ )22)(1(  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的鏈環均需切開。 

)1(2)1(2......)1(2)1(2 121 ++++++++++ − nnnnnn nn
 

= )22......22)(1( 121 nnnnn +++++++ −
 

= )22)(1( 1 −+++ +nnnn  

= 22)1( 1 −×+ +nn  
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2. 第二類  n≡0 (mod 2) 

〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

 

 

 

 

 

〈2〉 在一條有 22)2( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

請詳見(四)發現的表格 

〈3〉 在一條有 22)2( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環，則被切開環的序號：我

們用上面的發現與規律，做了以下的歸納： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

切開的第
y個環 

切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )10()2(20 +++n  (n+2)(12 -1)+1 
y=2 )11()2(2)2(2 10 +++++ nn   (n+2)(22 -1)+ 2 
y=3 )12()2(2)2(2)2(2 210 +++++++ nnn  (n+2)(2 3-1)+ 3 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]11)-(n)2(2......)2(2)2(2 110 ++++++++ − nnn n  (n+2)(2 n-1)+ n 

以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為：(n+2)(
y2 -1) + y 

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

)2(2)2(2......)2(2)2(2 110 +++++++++ − nnnnn nn
 

= )22......22)(2( 110 nnnn ++++++ −
 

= )12)(2( 1 −++ +nnn  

= 22)2( 1 −×+ +nn  

由上式推導，我們可得一公式：允許切開 n 環，項鍊最大環數(k)為：

22)2( 1 −×+ +nn 環 

3. 二個分類比較 

〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

第一類  n≡1 (mod 2)： 22)1( 1 −×+ +nn 環 

第二類  n≡0 (mod 2)： 22)2( 1 −×+ +nn 環 

〈2〉 允許切開n環，在擁有項鍊最大環數的鍊子上，求各段環節的環數。 

第一類  n≡1 (mod 2)：請詳見(四)發現的表格 

第二類  n≡0 (mod 2)：請詳見(四)發現的表格 

〈3〉 允許切開n環，在擁有項鍊最大環數的鍊子上，求被切開環的序號： 

第一類  n≡1 (mod 2)： 
切開的環為第y個時，環的序號為： ynn y ++−+ )22)(1(  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的鏈環均需切開。 

第二類  n≡0 (mod 2)： 

切開的環為第y個時，環的序號為：(n+2)(
y2 -1) + y 

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的鏈環均需切開。 
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(((六六六)))驗驗驗證證證   

在這裡有兩種不同情況發生，所以就分成兩大部分來講。 

1.  第一類  n≡1 (mod 2) 
在上述條件下若有一條〝一條金鍊〞須切開的最小環數為3個環，套入公式後，

得到金練最大環數值應為62，分法是為：3個切掉的環 + 一組3個環的環節(n) + 一

組8個環的環節 (2n+2) + 一組16個環的環節 (4n+4) + 一組32個環的環節 (8n+8) 

=62。 

接著我們用64個環的項鍊來假設其最小切開環數為3，以512如套用以上分法

來分，得到：1, 1, 1, 3, 8, 16, 34，在拼湊過程中會少了32這個數，所以驗證64不合，

證實我們導出來的公式是可行的。即超過62這個環數，切開的最少環數就會超過3。 

2. 第二類  n≡0 (mod 2) 
在上述的條件若有一條〝一條金鍊〞須切開的最小環數為4個環，套入公式後，

得到環數最大可以應用在190個環，分法是：4個切掉的環 + 一組6個環的環節 (n+2) 

+ 一組12個環的環節 (2n+4) + 一組24個環的環節 (4n+8) + 一組48個環的環節

(8n+16) + 一組96個環的環節 (16n+32) =190。 

接著我們用192來假設其最小切開環數為4，以192如套用以上分法《註：即

(n+2) 、(2n+4) 、(4n+8)⋯⋯》來分，得到：1, 1, 1, 1, 6, 12, 24, 48, 98，在拼湊過程中

會少了96這個數，所以驗證192不合，證實我們導出來的公式是可行的。即超過190

這個環數，切開的最少環數就會超過4。 

二、 研究二：一條金鍊切環的問題：一天付三個環 

(((一一一)))玩玩玩法法法   

把由k (設k為3的倍數)個環所連結起來的鍊子，以切開最少的環數來組成3、6、

9⋯⋯⋯(k-6)、(k-3)、k這些環數的組合。   

(((二二二)))規規規則則則   

同研究過程一(二)。 

(((三三三)))實實實作作作   

表格請見下一頁。 
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金鍊的

環數 

須切開最

少的環數

值 

所切金環的序號 

※：隨機(最後一個被切開的

環) 

其中一種切環方式及切開後的環節

與切開環之組合〈紅色表切開環〉
「註」：後面會說明為何要如此切環 

3 0 0 3+0 

6 1 3 2+1+3 

9 1 3 2+1+6 

12 2 2、11 1+1+6+1+3 

15 2 2、11 1+1+6+1+6 

18 2 2、11 1+1+6+1+9 

21 2 2、11 1+1+6+1+12 

24 3 7、20、※ 6+1+12+1+3+1 

27 3 7、20、※ 6+1+12+1+6+1 

30 3 7、20、※ 6+1+12+1+9+1 

33 3 7、20、※ 6+1+12+1+12+1 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

87 3 7、20、45 6+1+12+1+24+1+42 

90 3 7、20、45 6+1+12+1+24+1+45 

93 3 7、20、45 6+1+12+1+24+1+48 

96 4 7、20、45、94 5+1+12+1+24+1+48+1+3 

99 4 7、20、45、94 5+1+12+1+24+1+48+1+6 

102 4 7、20、45、94 5+1+12+1+24+1+48+1+9 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

183 4 7、20、45、94 5+1+12+1+24+1+48+1+90 

186 4 7、20、45、94 5+1+12+1+24+1+48+1+93 

189 4 7、20、45、94 5+1+12+1+24+1+48+1+96 

192 5 7、20、45、94、191 4+1+12+1+24+1+48+1+96+1+3 

195 5 7、20、45、94、191 4+1+12+1+24+1+48+1+96+1+6 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

: 

372 5 7、20、45、94、191 4+1+12+1+24+1+48+1+96+1+183 

375 5 7、20、45、94、191 4+1+12+1+24+1+48+1+96+1+186 

378 5 7、20、45、94、191 4+1+12+1+24+1+48+1+96+1+189 

381 5 7、20、45、94、191 4+1+12+1+24+1+48+1+96+1+192 

384 6 10、29、56、129、274、※ 9+1+18+1+36+1+72+1+144+1+96+1+3

387 6 10、29、56、129、274、※ 9+1+18+1+36+1+72+1+144+1+99+1+3

390 6 10、29、56、129、274、※ 9+1+18+1+36+1+72+1+144+1+102+1+3

393 6 10、29、56、129、274、※ 9+1+18+1+36+1+72+1+144+1+105+1+3
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(((四四四)))發發發現現現   

1. 若〝一條金練〞已證實需切斷n個環.我們找到三種可能所以就分成三大部分來講 

〈1〉 第一類   n≡1 (mod 3 ) 
第1個環節我們必把它切為 (n+1) 個環。因為 n 個環再加 (n+1) 個環的環

節可以被 3 整除。 

 如果第一個環節只有2個環就太浪費了，因為只能組成 3~(n+2) 這些環數

的組合。第 2 個環節我們必須切為 (2n+4) ，因為前面 n 個環及第 1 個環節 

(n+1) 個環已可組成 3~(2n+1) 這些環數的組合，故第 2 個環節必須為 (2n+4) 才

可繼續組合下去。以此類推第3個環節為 (4n+8)，第四個環節為 (8n+16) ⋯⋯。 

最後歸納出切環的方式為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

〈2〉 第二類   n≡2 (mod 3 ) 
第1個環節我們必把它切為 (n-1) 個環。因為 n 個環再加 (n-1) 個環的環

節可以被 3 整除。 

如果第一個環節只有1個環就太浪費了，因為只能組成 3~(n+1) 這些環數的

組合。 第 2 個環節我們必須切為 (2n+2) ， 因為前面 n 個環及第 1 個環節 

(n-1) 個環已可組成 3~(2n-1) 這些環數的組合，故第 2 個環節必須為 (2n+2) 才

可繼續組合下去。以此類推第3個環節為 (4n+4)，第四個環節為 (8n+8) ⋯⋯。 

最後歸納出切環的方式為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
〈3〉 第二類   n≡0 (mod 3 ) 

第1個環節我們必把它切為 (n+3) 個環。因為 n 個環已可組成1~ n這些環

第x個環節 第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 n+1 n+1 n+1 

x=2 n +( n+1)+3 2n+4 )2(21 +n
x=3 n + (n+1) +﹝n +( n+1)+3﹞+3 4n+8 )2(22 +n
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n+1 
n + (n+2) +﹝n +( n+2)+3﹞

+⋯⋯+第n個環節的環節數+3

2×2×2×⋯⋯×2×(n+2) 
↓(n-1)個 )2(2 +nn

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 

第x個環節 第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 n-1 n-1 n-1 

x=2 n +( n-1)+3 2n+2 )1n(21 +
x=3 n+ (n-1)+( n +( n-1)+3) +3 4n+4 )1n(22 +
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n+1 
n+ (n-1)+( n +( n-1)+3) +⋯⋯+

第n個環節的環節數+3 

2×2×2×⋯⋯×2×(n+1) 
↓n個 

)1n(2 +n

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 
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數的組合，故第一個環節必為 (n+3) 個環才能繼續組合下去，且不會浪費。 

 如果第一個環節只有3個環就太浪費了，因為只能組成 3~(n+3) 這些環數

的組合。若第一個環節必為 (n+3) 個環，則可以組合成3~(2n+3) 這些環數的組

合。第 2 個環節我們必須切為 (2n+6) ，因為前面 n 個環及第 1 個環節 (n+2) 

個環已可組成 3~(2n+3) 這些環數的組合，故第 2 個環節必須為 (2n+6) 才可繼

續組合下去。以此類推第3個環節為 (4n+12)，第四個環節為 (8n+24) ⋯⋯。 

最後歸納出切環的方式為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(((五五五)))尋尋尋找找找規規規律律律   

在這裡有三種不同情況發生，所以就分成三大部分來講。 

1.   第一類  n≡1 (mod 3) 

〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

    

 

 

 

 

〈2〉 在一條有  3-22)(n 1n+×+ 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

請詳見(四)發現的表格 

〈3〉 在一條有  3-22)(n 1n+×+  環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.   第二類 n≡2 (mod 3) 

第x個環節 第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 n+3 n+3 02 n+3 
x=2 n+(n+3)+3 2n+6 12 (n+3) 
x=3 n +3+(n+n+3+3)+n+3 4n+12 22 (n+3) 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n+1 
n + (n+2)+ ﹝n+(n+2)+2﹞+⋯⋯

+第n個環節的環節數+2 

2×2×2×⋯⋯×2×(n+3) 
↓n個 

n2 (n+3) 

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 

切開的第y個環 切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )2(21)1( 0 +=++ nn  )2(20 +n   

y=2 1)2(2)2(2 10 ++++ nn   (n+2)(22 -1)+ 1 
y=3 2)2(2)2(2)2(2 210 ++++++ nnn  (n+2)(32 -1)+ 2 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n )1()2(2......)2(2)2(2 110 −+++++++ − nnnn n  (n+2)(n2 -1)+ n-1 
由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： 1)12)(2( −+−+ yn y  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

2)(n2...... )2(n2 )2(n2 )2(n2)1(nn 321 +++++++++++ n  

=  2)2)(n-2(12n 1 +++ +n   

=  3-22)(n 1n+×+  

由上式推導，我們可得一公式：允許切開n環，項鍊最大環數(k)為： 

 3-22)(n 1n+×+  環 
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〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

     

 

 

 

 

〈2〉 在一條有 3-2)1( 1+×+ nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

請詳見(四)發現的表格。 

〈3〉 在一條有 3-2)1( 1+×+ nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.   第三類 n≡0 (mod 3) 

〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

 

 

 

 

 

〈2〉 在一條有 32)3( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

請詳見(四)發現的表格。 

 

 

切開的第y個環 切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )10()1( ++−n  (n+1)(12 -1)+（-1）
y=2 )11()1(2)1( 1 ++++− nn   (n+1)(22 -1)+ 0 
y=3 )12()1(2)1(2)1( 21 ++++++− nnn  (n+1)(32 -1)+ 1 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]11)-(n)1(2......)1(2)1( 11 +++++++− − nnn n  (n+1)(n2 -1)+ (n-2) 
由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： 2)-(y 1)- 1)(2(n y ++  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

)1(n2...... )1(n2 )1(n2 )1(n21)(nn 321 +++++++++−+ n  

=  )12)(n-2(12n 1 ++− +n   

= 3-2)1( 1+×+ nn  

由上式推導，我們可得一公式：允許切開n環，項鍊最大環數(k)為： 

3-2)1( 1+×+ nn  環 

3)(n2......3)(n23)(n23)(n2n 210 +++++++++ n  

= nn n +++++ )2......22)(3( 10  

= nn n +−+ + )12)(3( 1   

= 32)3( 1 −×+ +nn  

由上式推導，我們可得一公式：允許切開n環，項鍊最大環數(k)為： 

32)3( 1 −×+ +nn 環 
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〈3〉在一條有 32)3( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 
切開的第y個環 切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )10()3(20 +++n  (n+3)(12 -1)+1 
y=2 )11()3(2)3(2 10 +++++ nn   (n+3)(22 -1)+ 2 
y=3 )12()3(2)3(2)3(2 210 +++++++ nnn  (n+3)(32 -1)+ 3 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]11)-(n)3(2......)3(2)3(2 110 ++++++++ − nnn n  (n+3)(n2 -1)+ n 
由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： y 1)- 3)(2(n y ++  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

4.  三個分類比較 

〈1〉 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

第一類  n≡1 (mod 3)：  3-22)(n 1n+×+ 環 

第二類  n≡2 (mod 3)： 3-2)1( 1+×+ nn  環 

第三類  n≡0 (mod 3)： 32)3( 1 −×+ +nn  環 

〈2〉 允許切開n環，在擁有項鍊最大環數的鍊子上，求各段環節的環數。

第一類  n≡1 (mod 3)：請詳見(四)發現的表格 

第二類  n≡2 (mod 3)：請詳見(四)發現的表格 

第三類  n≡0 (mod 3)：請詳見(四)發現的表格 

〈3〉 允許切開n環，在擁有項鍊最大環數的鍊子上，求被切開環的序號：

第一類  n≡1 (mod 3)： 

切開的環為第y個時，環的序號為： )1()12)(2( −+−+ yn y  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

第二類  n≡2 (mod 3)： 

切開的環為第y個時，環的序號為： 2)-(y 1)- 1)(2(n y ++  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

第三類  n≡0 (mod 3)： 

切開的環為第y個時，環的序號為： y 1)- 3)(2(n y ++  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

(((六六六)))驗驗驗證證證   

在這裡有三種不同情況發生，所以就分成三大部分來講。 
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三、 研究三、一條金鍊的問題 ：一天付m個環 

(((一一一)))玩玩玩法法法   

把由k個環所連結起來的鍊子， k為m的倍數，以切斷最少的環數來組成m、

2m、3m⋯⋯⋯(k-2m)、(k-m)、k這些環數的組合。因為一天付m個環, 所以付款的天

數為
m
k
天。 

(((二二二)))規規規則則則   

同研究過程一(二)。 

(((三三三)))實實實作作作   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

金鍊的環數 

須

斷

最

少

的

環

數

值

所切金環的序號 
其中兩種斷金環的方式及切斷後的環節與

切斷環之組合〈紅色表切斷環〉 
「註」：後面會解說為何要如此斷環 

切環的條件 

m 0 0 m 無 

m12 = 2m 1 m (m-1)+1+ m m＞1 

m12 +m 

= 3m 
1

m 
(m-1)+1+2 m m＞1 

m22 = 4m 2 (m-1)、3m (m-2)+1+2m+1+m m＞2 

m22 +m 

= 5m 
2

(m-1)、3m 
(m-2)+1+2m+1+2m 

m＞2 

m22 +2m 

= 6m 
2

(m-1)、3m 
(m-2)+1+2m+1+3m 

m＞2 

m22 +3m 

= 7m 
2

(m-1)、3m 
(m-2)+1+2m+1+4m m＞2 

m32 = 8m 3 (m-2)、(3m-1)、7m (m-3)+1+2m+1+4m +1+ m m＞3 

m32 +m 

= 9m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 2m m＞3 

m32 +2m= 

10m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 3m m＞3 

m32 +3m= 

11m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 4m m＞3 

m32 +4m= 

12m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 5m m＞3 

m32 +5m= 

13m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 6m m＞3 

m32 +6m= 

14m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 7m m＞3 

m32 +7m= 

15m 
3
(m-2)、(3m-1)、7m

(m-3)+1+2m+1+4m +1+ 8m m＞3 
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m42  
= 16m 

4
(m-3)、(3m-2)、

(7m-1)、15m 
(m-4)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ m m＞4 

m42 +m 

= 17m 
4
(m-3)、(3m-2)、

(7m-1)、15m 
(m-4)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 2m m＞4 

m42 +2m= 

18m 
4
(m-3)、(3m-2)、

(7m-1)、15m 
(m-4)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 3m m＞4 

m42 +3m= 

19m 
4
(m-3)、(3m-2)、

(7m-1)、15m 
(m-4)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 4m m＞4 

m42 +4m= 

20m 
4
(m-3)、(3m-2)、

(7m-1)、15m 
(m-4)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 5m m＞4 

m42 +5m= 

21m 
4
(m-3)、(3m-2)、

(7m-1)、15m 
(m-4)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 6m m＞4 

: 

: 

:

:

: 

: 

: 

: 

: 

: 

m52 +2m= 

34m 
5

(m-4)、(3m-3)、

(7m-2)、(15m-1)、

31m 

(m-5)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 

16m+1+ 3m m＞5 

: 

:  
: 

: 

: 

: 

: 

: 

m52 +28m 

= 60m 
5

(m-4)、(3m-3)、

(7m-2)、(15m-1)、

31m 

(m-5)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 

16m+1+ 29m m＞5 

m52 +29m 

= 61m 
5

(m-4)、(3m-3)、

(7m-2)、(15m-1)、

31m 

(m-5)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 

16m+1+ 30m m＞5 

m52 +30m 

= 62m 
5

(m-4)、(3m-3)、

(7m0-2)、(15m-1)、

31m 

(m-5)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 

16m+1+ 31m m＞5 

m52 +31m 

= 63 m 
5

(m-4)、(3m-3)、

(7m-2)、(15m-1)、

31m 

(m-5)+1+2m+1+4m +1+ 8m+1+ 

16m+1+ 32m m＞5 

: 

: 
:

:

: 

: 

: 

: 

: 

: 

m2 m m

(2m+1)、(6m+2)、

(14m+3)、⋯、

﹝ mmm +− )22( ﹞

2m+1+4m+1+8m +⋯+1+ mm 12 − +1+ 

m 
無 

: 

: 

:

:

: 

: 

: 

: 

: 

: 

mm2 + 

(m2 -m) 
= (12 +m -1)m 

m

(2m+1)、(6m+2)、

(14m+3)、⋯、

﹝ mmm +− )22( ﹞

2m+1+4m+1+8m +⋯+1+ m2 m 無 

: 

: 

:

:

: 

: 
: 

: 

: 

: 
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(((四四四)))發發發現現現 

1. 若〝一條金練〞已證實需切斷n個環，則會有兩種狀況發生。 

我們使用下面這一個式子，來做一些探討。 

 n ÷ m = a ... b         (n = am + b) 

〈1〉 第一類  n≡b (mod m)  (b≠0時) 

在這裡切 n 個環已可組成 1 ~ am 的組合，則第一個環節我們便切為 

(am+m-b) 個環。其實第 1 個環只要是 (am+m) 就可以繼續組合下去了，但切 n 

個時環還餘b ，所以原先的 (am+m) 還需減掉 b ，才能和 n 個環組合成可以整

除 m 的環節數，也就是 1~(2am+m) 這些環數的組合。如果 (am+m) 個環不減掉 

b 而加上 ( m – b ) ，則其與n個環相加時，可組合成 1~(2am+2m) 這些環數的
組合，但其中不能組合成 (2am+2m) 這個環數的組合，故第一個環節不可能為 

(2am+2m-b) 。 

第 2 個環節我們必須切為 (2am+2m) ，因為前面 n 個環及第 1 個環節 

(am+m-b) 個環已可組成 1~(2am+m) 這些環數的組合，故第 2 個環節必須為  

(2am+2m) 才可繼續組合下去。以此類推第3個環節為 (4am+4m)，第四個環節為  

(8am+8m)  ⋯⋯。 

最後歸納出切環的方式為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

〈2〉 第二類  n≡0 (mod m)  ( b＝0時) 

在這裡切 n 個環已可組成 1 ~ n 的組合，則第一個環節我們便切為 (n+m) 

個環。才可繼續組合下去。 

第 2 個環節我們必須切為 (2n+2m) ，因為前面 n 個環及第 1 個環節 (n+m) 

個環已可組成 1~(2n+m) 這些環數的組合，故第 2 個環節必須為  (2n+2m) 才可

繼續組合下去。以此類推第3個環節為 (4n+4m)，第四個環節為  (8n+8m)  ⋯⋯。 

 

 

 

第x個

環節 
第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 am+m-b am+m-b (a+1)m-b 

x=2 n + (am+m-b) +m 2m(a+1) )1(21 +am  

x=3 
n + (am+m-b)+ ﹝n + (am+m-b) +m﹞

+m 
4m(a+1) )1(22 +am

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n+1 
n + (am+m-b)+ ﹝n + (am+m-b) +m﹞

+⋯⋯+第n個環節的環節數+m 

2×2×2×⋯⋯×2×(a+1) 
↓n個 

)1(2 +amn

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 
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(((五五五)))尋尋尋找找找規規規律律律   

雖然在「發現」的部分我們分成兩個部份來討論，但其實b＝0以及b≠0這兩個
條件下討論的式子會是一樣的，只不過b＝0的部分我們做了簡化的過程。以下「尋

找規律」就把他們合併在一起討論，因為餘數不一定為正整數有時也可為0。 

1. 允許切開n環，項鍊最大環數為： 

 

 

 

 

 

 

2. 在一條有 )]1)1(2[ 1 −++ am n 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。《註：注意它還

有n個被切開的環》 

 

 

 

 

 

 

第x個

環節 
第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 n+m n+m m)(n20 +  

x=2 n + (n+m)+m 2n+2m m)(n21 +

x=3 n + (n+m)+ ﹝n + (n+m)+m﹞+m 4n+4m )(2
2

mn +

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n+1 
n + (n+m)+ ﹝n + (n+m)+m﹞+⋯⋯+

第n個環節的環節數+m 

2×2×2×⋯⋯×2×(n+m) 
↓n個 

m)(n2 +n

備註：第(n+1)個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 

第1段 第2段 ⋯⋯ 第n段 第(n+1)段 

(a+1)m-b )1(21 +am  ⋯⋯ )1(22 +am  m)(n2 +n  

)1(2)1(2......)3(2)1(2)1(2b]-1)m[(an 1321 +++++++++++++ − amamnmamam nn  

= )1(2)1(2......)3(2)1(2)1(2b]-1)m[(ab)(am 1321 ++++++++++++++ − amamnmamam nn  

= )22......22)(1()2( 121 nnammam +++++++ −  

= )22)(1()2( 1 −+++ +nammam  

= )]1)1(2[ 1 −++ am n  

由上式推導，我們可得一公式：允許切開n環，項鍊最大環數(k)為： 

)]1)1(2[ 1 −++ am n 環 
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3.   在一條有 )]1)1(2[ 1 −++ am n 環的項鍊上，切開n環，則被切開環的序號：我們用

上面的發現與規律，做了以下的歸納： 

 

 

 

 

 

 

   

   

(((六六六)))驗驗驗證證證   

1.   當m值及n值固定時，項鍊最大環數的公式驗證： 

在m = 4時我們有做過推導，有一條〝一條金鍊〞須切開的最小環數為5個
環。則套入公式後，得到金練最大環數值應為508。 

)]1)1(2[ 1 −++ am n
 = )]1)11(2[4 15 −++

 =  508 

分法為：5個切掉的環 + 一組含7個環的環節 (n+2) + 一組含16個環的環

節 (2n+6) + 一組含32個環的環節( 4n+12) + 一組含64個環的環節( 8n+24) + 一組

含128個環的環節 (16n+48) + 一組含256個環的環節 (32n+96) = 508。 

接著我們用512來假設其最小切開環數為5，以512如套用以上分法《即

(n+2)、(2n+6)、(4n+12)⋯⋯》來分，得到：1, 1, 1, 1, 1, 7,16, 32, 64, 128, 260在拼湊

過程中會少了256這個環數的組合，所以驗證512不合。即超過508這個環數，

切開的最少環數就會超過5。 

2.   當m值及n值固定，且k值為最大時，切開n環各段環節的環數的公式驗證： 

在m = 4時，有一條〝一條金鍊〞須切開的最小環數為5個環。 
利用第一項的證明，我們知道這時k值最大為508。 

開始套入公式(見下表)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

切開的第y個環 切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )10()b-mam( +++  bma −+−+ 1)12)(1( 1

y=2 )11()1(2)b-mam( 1 +++++ am  bma −+−+ 2)12)(1( 2

y=3 )12()1(2)1(2)b-mam( 21 +++++++ amam  bma −+−+ 3)12)(1( 3

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]11)-(n)1(2......)1(2)b-mam( 11 ++++++++ − amam n bna n −+−+ m)12)(1(  

由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： bya y −+−+ m)12)(1(  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。

第1段 第2段 ⋯⋯ 第n段 第(n+1)段 

(a+1)m-b )1(21 +am  ⋯⋯ )1(2 1 +− amn  m)(n2 +n  

 

第1段 第2段 第3段 第4段 第5段 第6段 

(1+1)×4 - 1 )11(421 +×× )11(422 +×× )11(423 +×× )11(424 +××  )11(425 +××

 

第1段 第2段 第3段 第4段 第5段 第6段 

7 16 32 64 128 256 
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各環節的環數用公式倒出來後，我們做了一些證明，數據完全相符，證實我

們導出來的公式是可行的。 

且將這些環節的環數加起來剛好會等於 508，也就是 k值最大的時候。 

3.   當m值及n值固定，且k值為最大時，被切開環的序號的公式驗證： 

在m = 4時，有一條〝一條金鍊〞須切開的最小環數為5個環。 

利用第一項證明，我們知道這時k值最大為508。 

開始套入公式(見下表)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

各環節的環數在公式導出來後，經驗證我們導出來的公式是可行的。 

 

 

 

 

切開的第y個環 切開的第y個環的序號 

y=1 3)22)(3( 1 ++−+ nn  

y=2 4)22)(3( 2 ++−+ nn  

y=3 5)22)(3( 3 ++−+ nn  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n )2()22)(3( +++−+ nnn n  

 

切開的第y個環 切開的第y個環的序號 

y=1 35)22)(35( 1 ++−+  

y=2 45)22)(35( 2 ++−+  

y=3 55)22)(35( 3 ++−+  

y=4 65)22)(35( 4 ++−+  

y=5 )25(5)22)(35( 5 +++−+  

 

切開的第y個環 切開的第y個環的序號 

y=1 8 

y=2 25 

y=3 58 

y=4 123 

y=5 252 
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四、 研究四：一圈金鍊的問題：一天付一個環 

(((一一一)))玩玩玩法法法 

把由k個環所連結成一圈的鍊子，切開最少的環數來組成1、2、3⋯⋯⋯k-2、

k-1、k這些組合。 

例：今有一條11個環連結起來的鍊子，欲切開最少的環來組成1、2、3、4、5、6、

7、8、9、10、11這些組合，請問該如何下手？ 

 

答：先將任意一個環切開，再將得到的一個含有10個環的新環節，切開此環節的

第四個環。最後總共得到2個環及2個環節。如何組成1~11的環數的組合，如

下表： 

 

 

 

 

(((二二二)))規規規則則則 

1.   切開一個環的定義：將欲切開的環解開來，成為一個獨立的環。 

2.   在本報告中，切環的方式一律從前面開始切起(從序號小的開始)。 

3.  環節的定義：在本報告裡所指的〝環節〞，為鍊子經切開後，那些未被切開

的環──即〝切開環〞獨立出來後，所新形成的連結環。 

4.  當〝一圈金鍊〞第一個被切開的環，我們定義其序號為1，其它剩下的則依

序由2開始編號。 

 

(((三三三)))實實實作作作   

 

 

 

 

環數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

切開的環與

環節組合 
1 1+1 3 1+3 1+1+3 6 1+6 1+1+6 3+6 1+3+6 1+1+3+6

金鍊的環數 
須切最少

的環數值 
所切金環的序號

切環方式及切開後的環節與切開環之組合

〈紅色表切開環〉「註」：後面會解說為何要如此切環

3 1 1 1+2 

4 2 1、3 1+1+1+1 

5 2 1、4 1+2+1+1 

6 2 1、5 1+3+1+1 

7 2 1、5 1+3+1+2 

8 2 1、5 1+3+1+3 

9 2 1、5 1+3+1+4 

10 2 1、5 1+3+1+5 

11 2 1、5 1+3+1+6 
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(((四四四)))發發發現現現 

1. 在〝一圈金練〞中，切開n個環，但序號為2及最後一個的環不可切開，則會

有n個環節。 

2. 若〝一圈金練〞已證實需切開n個環，則第1個環可任意切，因為不論切哪一

個環其意義都一樣。接下來，第1個環節我們必須把它切為含有 (n+1) 個環的

環節，因為切下n個環代表已可組成1、2、⋯⋯n這些環數的組合，所以若要

繼續組合下去，則第1個環節必須要有 (n+1) 個環，如此才可使k值最後達到

最大。第2個環節我們必須切為 (2n+2) 的環，因為前面n個環及第1個環節 (n+1) 

個環已可組成1、2、⋯⋯(2n+1) 這些環數的組合，故第2個環節必須為 (2n+2) 

個環才可繼續組合下去。以此類推第3個環節為 (4n+4) 個環，第4個環節為 

(8n+8) 個環⋯⋯。 

 

 

 

 

 

 

12 3 1、6、11 1+4+1+4+1+1 

13 3 1、6、12 1+4+1+5+1+1 

14 3 1、6、13 1+4+1+6+1+1 

15 3 1、6、14 1+4+1+7+1+1 

16 3 1、6、15 1+4+1+8+1+1 

17 3 1、6、15 1+4+1+8+1+2 

18 3 1、6、15 1+4+1+8+1+3 

19 3 1、6、15 1+4+1+8+1+4 

20 3 1、6、15 1+4+1+8+1+5 

21 3 1、6、15 1+4+1+8+1+6 

22 3 1、6、15 1+4+1+8+1+7 

23 3 1、6、15 1+4+1+8+1+8 

24 3 1、6、15 1+4+1+8+1+9 

25 3 1、6、15 1+4+1+8+1+10 

26 3 1、6、15 1+4+1+8+1+11 

27 3 1、6、15 1+4+1+8+1+12 

28 3 1、6、15 1+4+1+8+1+13 

29 3 1、6、15 1+4+1+8+1+14 

30 3 1、6、15 1+4+1+8+1+15 

31 3 1、6、15 1+4+1+8+1+16 

32 4 1、7、18、31 1+5+1+10+1+12+1+1 
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總結以上發現，所以在研究五裡，若此鍊已證實須切開n個環，則歸納出切

環的方式為： 

 
 

 

 

 

 

 

 

(((五五五)))尋尋尋找找找規規規律律律   

總結以上發現，歸納出一些可行的公式為： 

1. 若允許切開n環，項鍊最大環數為： 

 

 

 

2. 在〝一圈〞有 12)1( −×+ nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

 

 

3. 在一條有 )12( 1 −+nm 環的項鍊上，切開n環，則被切開環的序號：我們用上面的

發現與規律，做了以下的歸納： 

 

 

 

 

 

 

 

第x個
環節 

第x個環節的環數 式子簡化1 式子簡化2

x=1 n+1 n+1 1)(n20 +  

x=2 n + (n+1)+1 2n+2 1)(n21 +  

x=3 n + (n+1)+ ﹝n+(n+1)+1﹞+1 4n+4 )1(2
2

+n  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

x=n 
n + (n+1)+ ﹝n+(n+1)+1﹞+⋯⋯+第

(n-1)個環節的環節數+1 

2×2×2×⋯⋯×2×(n+1) 
↓ (n-1)個 

1)(n2 1 +−n  

備註：第n個環節的環數，在這裡用其最大值來計算。 

因為這樣可以使k值達到最大。 

第1段 第2段 ⋯⋯ 第(n-1)段 第n段 

)1(20 +n  )1(21 +n  ⋯⋯ )1(2 2 +− nn  )1(2 1 +− nn  

切開的第
y個環 

切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 )10()1(20 +++n  1)12)(1( 1 +−+n  

y=2 )11()1(2)1(2 10 +++++ nn  2)12)(1( 2 +−+n  

y=3 )12()1(2)1(2)1(2 210 +++++++ nnn  3)12)(1( 3 +−+n  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]12)-(n)1(2......)1(2)1(2)1(2 2210 ++++++++++ − nnnn n  nn n +−+ )12)(1(  

由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： yn y +−+ )12)(1(  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

)1(2)1(2......)1(2)1(2 1210 +++++++++ −− nnnnn nn  

= )22......22)(1( 1210 −− ++++++ nnnn  

= )12)(1( −++ nnn  

= 12)1( −×+ nn  
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(((六六六)))驗驗驗證證證   

若有一條〝一圈項鍊〞須切開的最小環數為4個環，套入公式後，得到金練最
大環數值應為79，分法為：4個切掉的環 + 一組5個環的環節(n+1) + 一組10(2n+2)

個環的環節 + 一組20個環的環節 (4n+4) +一組40個環的環節 (8n+8) = 79 

接著我們用80來假設其最小切開環數為4，以80如套用以上分法《即n、(n+1)、

(2n+2)⋯⋯》來分，80可分成1, 1, 1, 1, 5, 10, 20, 41，在拼湊上少了40這個數，所以

驗證80不合，證實我們導出來的公式是可行的。即超過79這個環數，切開的最少環

數就不可能為是4。 

柒、  討論 

一、 〝一條金鍊〞與〝一圈金鍊〞切環的差異 
我們由一開始的實作發現無論是〝一條金鍊〞或是〝一圈金鍊〞切環的規律若為

切 n 個環，第一個環節的環數就會是原本可以組成的環數再多 m 個、第二個環節的

環數為第一個環節的環數加上 n 個環在加 m ⋯⋯⋯，以下以此類推。 

這兩個研究有差異的部份，就在於一條金鍊切 n 個環，可得到 (n+1) 個環節；一

圈金鍊切 n 個環，可得到 n 個環節。為什麼會這樣呢？因為切〝一圈環〞第一刀切
下去的必為序號 1 的環(規定的)，所以只有它的右邊會形成一個環節。 (註：在不切

序號2及序號最後1號的情況下) 

而〝一條環〞，切一刀下去(註：在不切序號 1 及序號最後1號的情況下)，在此環
的左右兩邊各會形成一個環節，即形成兩個環節。由上可推論切〝一圈環〞時自然會
比切〝一條環〞時少了一個環節！ 
例： 

 
 

捌、  結論  

一、 關於〝一條金鍊〞一天付m環的式子推導結果 

從每天付 1 個環開始作測試，慢慢的推導，終於我們推出了有關每天切m個環

的一些公式，以下就這個部分做一個總整理。 

我們使用下面這一個式子，來做一些探討。 

 n ÷ m = a ... b    (n = am + b) 

 

(((一一一)))允許切開n環，對於項鍊最大環數我們做了以下的歸納： 

1. 允許切開n環，項鍊最大環數為： )]1)1(2[ 1 −++ am n 環。 

這是從研究三推論出來的結果，欲知詳細推論過程請見研究三的(五)。 
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(((二二二)))在一條有 )]1)1(2[ 1 −++ am n 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。《註：注意它還有

n個被切開的環》 

 

 

(((三三三)))有 )]1)1(2[ 1 −++ am n 環的項鍊上，切開n環，則切開的環為第y個時，環的序號為： 

bya y −+−+ m)12)(1(  

這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

二、 關於〝一圈金鍊〞一天付m環的式子推導結果 

雖然上面有關於〝一圈金鍊〞的研究我們只推出了一天付一個環的情形，但是

第1段 第2段 ⋯⋯ 第n段 第(n+1)段 

(a+1)m-b )1(21 +am  ⋯⋯ )1(2 1 +− amn  )1(2 +amn  

2.  允許切開n環，項鍊最大環數為： mbmn n −×−+ +12)]([ 環。 

我們將每個研究中做過〝項鍊最大環數〞實作紀錄歸納的結果，逐一放上來

比較⋯⋯ 

 m = 1 

n≡0 (mod 1)：最大環數為 12)1( 1 −×+ +nn  環 

 m = 2 

第一類  n≡1 (mod 2)：最大環數為 22)1( 1 −×+ +nn  環 

第二類  n≡0 (mod 2)：最大環數為 22)2( 1 −×+ +nn  環 

 m = 3 

第一類  n≡1 (mod 3)：最大環數為  3-22)(n 1n+×+ 環 

第二類  n≡2 (mod 3)：最大環數為 3-2)1( 1+×+ nn  環 

第三類  n≡0 (mod 3)：最大環數為 32)3( 1 −×+ +nn  環 

 m = 4 

第一類  n≡1 (mod 4)：最大環數為  4-2)3(n 1n +×+  環 

第二類  n≡2 (mod 4)：最大環數為 4-2)2( 1+×+ nn  環 

第三類  n≡3 (mod 4)：最大環數為 42)1( 1 −×+ +nn  環 

第四類  n≡0 (mod 4)：最大環數為 42)4( 1 −×+ +nn  環 

經過上面的列表，發現這些數字都是有規律的。而那個規律正是

mbmn n −×−+ +12)]([ 。即允許切開n環，項鍊最大環數為： mbmn n −×−+ +12)]([ 環。 

將得到的新結果做了驗算之後發現真的可行，雖然和上一個公式的運算過程

不太一樣，但是得到的結果卻會是一樣的。 
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由於〝一圈金鍊〞的切環方式與〝一條金鍊〞十分相似，所以我們直接由〝一條金

鍊〞切m個環的研究，推出了有關〝一圈金鍊〞每天切m個環的一些公式。我們利

用討論裡面的方法(詳見討論第一項)，扣除〝一條金鍊〞多的那最後一個環節的環數，

就得到一圈金鍊的最大環數公式，進而推出以下所有的公式。 

我們使用下面這一個式子，來做一些探討。 

 n ÷ m = a ... b    (n = am + b) 

(((一一一)))允許切開n環，對於項鍊最大環數我們做了以下的歸納： 

1. 允許切開n環，項鍊最大環數為： )]1)1(2[ −+am n 環。 

 

 

 

 

2. 允許切開n環，項鍊最大環數為： mbmn n −×−+ 2)]([ 環。 

我們利用討論裡面的方法(詳見討論第一項)，扣除〝一條金鍊〞多的那最後

一個環節的環數，再配合〝一條金鍊〞中項鍊最大環數的歸納方式2。在這個項

目裡運用歸納的方法得到了 mbmn n −×−+ 2)]([ 這個在〝一圈金鍊〞中找項鍊最大環數

的規律。 

因為在〝一條金鍊〞的結論中，對於最大環數歸納第２種方法中，最大環數

為： mbmn n −×−+ +12)]([ 環。 

而若為〝一圈金鍊〞，應該將上述的式子減掉第(n+1)環節的環數，則答案就

會是〝一圈金鍊〞切n個環時，項鍊最大的環數了。經過紙上許多的實作後，我

們確定那個推導出來的式子就是──〝一圈金鍊〞切n個環時，項鍊最大環數為

mbmn n −×−+ 2)]([ 環。 

最後多次用數字代入這個式子中，發現雖然和上一個算法的運算過程不太一

樣，但是得到的結果卻會是一樣的，答案都是正確的。 

(((二二二)))在一圈有 )]1)1(2[ −+am n 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。 

 

 

 

(((三三三)))在一圈有 )]1)1(2[ −+am n
環的項鍊上，切開n環，則被切開環的序號：我們用上面

的發現與規律，做了以下的歸納： 

第1段 第2段 ⋯⋯ 第(n-1)段 第n段 

(a+1)m-b )1(21 +am  ⋯⋯ )1(2 2 +− amn  )1(2 1 +− an  

)1(2......)3(2)1(2)1(2b]-1)m[(an 1321 +++++++++++ − amnmamam n  

= )1(2......)3(2)1(2)1(2b]-1)m[(ab)(am 1321 ++++++++++++ − amnmamam n  

= )22......22)(1()2( 1121 −− +++++++ nnammam  

= )22)(1()2( −+++ nammam  

= )]1)1(2[ −+am n  
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玖、  參考資料及其他 
一、 資料來源 
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二、 文獻探討 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

切開
的第y
個環 

切開的第y個環的序號 式子簡化 

y=1 1 1 

y=2 )11()b-mam( +++  bma −+−+ 2)12)(1( 1

y=3 )12()1(2)b-mam( 1 +++++ am  bma −+−+ 3)12)(1( 2

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

y=n [ ]11)-(n)1(2......)1(2)b-mam( 21 ++++++++ − amam n  bna n −+−+ − m)12)(1( 1

由以上推導，我們可得一公式： 

切開的環為第y個時，環的序號為： bya y −+−+ − m)12)(1( 1  

則這裡【y = 2、3、⋯⋯、n】的環均需切開。 

y =1時，切的序號必為第1個，因為一圈環的玩法中有規定：第一個被切開的環，

我們定義其序號為1，其它剩下的則依序由2開始編號。 

故y =1時不能套用上面的算式，而是必為1。 

因為網路及書本上對於一條金鍊一天付一個環的題目，大多有所解答，故我們

把這個範圍列入參考文獻中。 

下面是我們從對於書籍及網路上〝一條金鍊一天付一個環〞有關的資料，我們

的研究有用這裡的一些想法來進行推導。  

(((一一一)))在一條金鍊中，切開n個環，若首尾環不可切，則會有(n+1)個環節。 

(((二二二)))若一條金鍊已證實需切開n個環，則第1個環節須把它切為含有 (n+1) 個環的

環節。因為切下n個環代表已可組成1、2、⋯⋯n這些環數的組合，所以第1

個環節的環數需要比切開的環數再多一個，才能在所切環數最少的情況下繼續

組合下去，並可使k值最後能達到最大。第2個環節須切為含有 (2n+2) 環數

的環節，因為前面n個環及第1個環節 (n+1) 個環已可組成1、2、⋯⋯(2n+1)

這些環數的組合，故第2個環節必須為 (2n+2) 個環才可繼續組合下去。以此

類推第3個環節為 (4n+4) 個環，第4個環節為 (8n+8) 個環⋯⋯。 

(((三三三)))允許切開n環，項鍊最大環數〈按例中付款方式最多可付天數〉為： 

12)1( 1 −×+ +nn  環 

(((四四四)))在一條有 12)1( 1 −×+ +nn 環的項鍊上，切開n環各段環節的環數。《註：注意它還有

n個被切開的環》 

切開的環為第y個時，環的序號為： y+1)-2 1)(+(n y  

則這裡【y = 1、2、3、⋯⋯、n】的鏈環均需切開。
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 三、未來展望 

此次我們所探討的為一條金鍊及一圈金鍊在每天付m個環的情形下，若切開n

個環，則其鍊的最大環數可為多少，以及付環的方式。以上研究歸納的皆為一個維度

的情形，經過我們跟老師不斷的討論之後，希望能將這個主題延伸擴充到二個維度：

平面上像是：若又沒有帶錢，但是剛好帶了一件金縷衣，想以其做為房租，又該如何

將它拆解較為省時省力呢？以上的情形，讓研究的範圍更加廣泛。 

金縷衣的圖片如下：金縷衣以玉製成，並以銅線縫補，不僅組裝費時，拆解當然

也費時，故可以成為我們下一個研究的主題。 
(圖片摘自：www.ttvs.cy.edu.tw/ kcc/88stone/stone1.htm) 
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