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從摺紙中談規律之美 
壹、 摘要 

   將紙條的摺痕定義出「內」與「外」之後，探索摺痕所形成數列的規律性及紙

條立起來後最後所指的方向。 
貳、 研究動機 

雨後的彩虹以七彩圓弧橫越天際；沙丘的起伏形如波浪 . . .，自然界處處都隱

含著某一規律之美。在下課之餘，桌上突然飛來一團紙，打開之時有些似『山峰』、

有些似『山谷』排列其中，也隱藏某種規律，因此邀約同學一起研究這個問題並

請老師指導。 

參、 研究目的 
    一、能從這個研究中，找出紙條摺痕的規律性。 

         二、能應用 GSP 軟體，來輔助解決問題及驗證。 
         三、培養團隊合作的精神。 

肆、 研究設備及器材 
     紙條、電腦、量角器、GSP 軟體 。 
伍、 研究過程或方法 

一、預備知識： 

1. GSP 軟體操作。 

2. 多邊形內角和：  ( ) o1802 ×−n

3. 正 n 邊形的每一內角： ( ) nn ÷×− o1802   

二、研究過程： 

問題一  拿一張紙條依同方向對摺，指出「起始點」，並將摺痕定義出「內」

與「外」。 

(1)依同方向對摺：如圖往上對摺（即往圓形貼紙方向）。 

   
  
 

起始點 

往
上
對
摺
兩
次
的
結
果 

往
上
對
摺
一
次
的
結
果 
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(2)將摺痕定義出「內」與「外」。 

 

            圖二 定義「內」 
 

 
              圖三 定義「外」 

問題二  對摺多次後，打開觀察摺痕且由起始點依序寫出一數列？可否用 GSP

軟體來驗證？ 

(1)實際用紙條對摺多次並紀錄如下表: 

順時鐘方向

定義為「內」 
起始點 

起始點 

逆時鐘方向

定義為「外」 

 

實 際 的 圖 片 數列 

對 

摺 

一 

次 

 

內 

1 內 

 2



 

對 

摺 

二 

次 

 

內 
內 

外 
3 外 

2 內 

1 內

對 

摺 

三 

次 

 內 

內 

外 

內 

內 

外 

外 

 3

對 

摺 
四 
次 

 

 

內
內
外
內
內
外
外
內
內
內
外
外
內
外
外 

2 內 

15 外 

14 外 

13 內 

12 外 

11 外

10 內

9 內 

8 內 

7 外 
6 外 

5 內

4 內 

3 外 

1 內 

7 外 
6 外 

5 內 
4 內 

3 外 

2 內 

1 內 

在對摺五次時，就很困難進行，因為紙摺疊在一起厚度增加了,就很難再對摺

了，除非再把紙條加長。 

 

(2)用 GSP 軟體來操作並紀錄如下表： 

 

 

 

 

 

 

 



  GSP 軟體操作的圖形 數列 
 

 

摺 

一 

次 

 

 

 內 
 

 

 

 

摺 

二 

次 

 

 
內 

內 

外 

 

 

 

 

 

 

摺 

三 

次 
 

內 

內 

外 

內 

內 

外 

外 

 

 

 

 

 

 

 

 

摺 

四 

次 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

內
內
外
內
內
外
外
內
內
內
外
外
內
外
外 

(3)從上面(1)與(2)的表中可知，用紙條實際對摺與 GSP 軟體操作的結果是相同

的，因此用 GSP 軟體解決了(1)厚度增加且不易再對摺的問題。 

      另外在操作 GSP 軟體的過程中，我們也有重大的發現，如下圖所示。 
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這裡當旋轉中心 

 

 將摺二次後的圖形

全部旋轉 90 度 
就產生摺三次的圖形 摺二次的圖形 

 

 

問題三  如果不藉助紙條或 GSP 軟體時可否在對摺多次後寫出一數列？ 

我們討論出一個結論： 

以對摺二次來說明，在第一次摺痕處劃上一條黑線，在第二次摺痕處劃上

二條黑線。 

最後展開的結果是在「一條黑線」之上、下各有『二條黑線』。如下圖： 

                 

第一次摺痕（內）

第二次摺痕（內）

第二次摺痕（外）

所有第二次

摺痕處劃上

二條黑線 

第一次摺痕處

劃上一條黑線 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

最後展開的結果 

 

 

因此在對摺二次時，在原先的「內」，上、下依次各插入一個「內」與「外」，

所以我們得到了對摺二次的數列是 內、內、外 。 

繼續再做下去，我們發現了「內、外、內、外．．．」有規律地插入在前一

次數列的間隔中，因此我們得到「對摺三次」、「對摺四次」的數列。如下表： 
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 摺一次 摺二次 摺三次 摺四次 
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數
列 

內 

內 

內 

外 

內 

內 
外 
內 

內 

外 

外 

內 

內 
外 
內 

內 

外 

外 

內 

內 

內 

外 

外 

內 

外 

外 

 

問題四  摺三等分多次時所得的數列又是如何？ 

我們也分三個部份來討論： 

(1) 用紙條實際摺時 

 實 際 的 圖 片 數列 

摺 

一 

次 

 

內  

內 

摺 

二 

次 

 

 
內 

內 

內 

外 

外 

內 

內 

內 

1 內 

2 內

7 內 

6 內 

1 內 

2 內 

3 內 

4 外 
5 外 

8 內 



摺 

三 

次 
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內
內
內
外
外
內
內
內
內
外
外
外
內
內
外
外
外
內
內
內
內
外
外
內
內
內 

 

(2) 用 GSP 軟體操作時 

       GSP 軟體操作的圖形 數列 

摺
一
次 

 

 

 

 
內 

內 

 

 

 

1 內 

2 內 

3 內 

4 外

5 外 

6 內 

7 內 
8 內 

9 內
10 外 

11 外12 外

13 內 
14 內 

15 外 
16 外 

17 外 

18 內 

19 內 

20 內 21 內 

22 外 

23 外 

24 內
25 內 

26 內 
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摺
二
次 

 

內
內
內
外
外
內
內
內 

這時候 GSP 軟體無法像對摺時那麼方便。   摺
三
次 

 

 

(3) 不藉助紙條或 GSP 軟體時 

根據問題三的方法，在摺『三等分』二次時，保留原先的「內 內」，由上

而下依「內 內」、「外 外」依次填入其中，如下圖所示。 

                     

 
第二次摺痕（內）

 
第二次摺痕（內）

 
第一次摺痕（內）

 
第二次摺痕（外）

 

 

第一次摺痕（內）

第二次摺痕（內）

第二次摺痕（內）

第二次摺痕（外）

『三等分』摺二次的圖形 『三等分』摺一次的圖形

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



同理也可推得「摺三次」的數列。如下表： 

 摺一次 摺二次 摺三次 

內 

內 

內 

外
外 

內  
內 
內 

數     

列 

內     

內 

內
內
內
外
外
內
內
內
內
外
外
外
內
內
外
外
外
內
內
內
內
外
外
內
內
內 

 

問題五  是否能繼續推廣到摺 n 等分？ 

我們根據問題三的方法 ---- 不藉助紙條或 GSP 軟體討論出下表： 

 數   列 

一次 內 
對摺 

二次 內內外 
一次 內內 

摺三等分 
二次 內內內外外內內內 
一次 內內內 

摺四等分 
二次 內內內內外外外內內內內內外外外 

一次 內內內內 

摺五等分 
二次 內內內內內外外外外內內內內內內外外外外內內內內內

 
一次 n-1 個內 

摺 n 等分 
二次 n-1 個內內 n-1 個外內 n-1 個內．．． 
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問題六  在對摺多次後，如果將摺痕打開成直角，且把紙條立起來，你將看到

什麼形狀？紙條是否會轉向自己？ 

(1)實際以紙條操作 

摺
一
次
後
打
開
的
圖
形 
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摺
二
次
後
打
開
的
圖
形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

摺
三
次
後
打
開
的
圖
形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



(2)以 GSP 軟體操作 

 

摺 1 ~ 4 次時的圖形，如下圖所示： 

 

 

 

 

 
終點 

 

 

 

 

 

摺 1 ~ 8 次時的圖形，如下圖所示： 

 

 

 

 

 

 

 

起始點  

 
終點 

 

 

 

 

 

從（1）或（2）可知，圖形以順時鐘方向在旋轉，紙條會轉向自己。 
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問題七  繼續推廣問題六，在對摺多次後，如果將摺痕打開成其他角度又如

何？ 

 

一開始將摺痕打開成 30 度角 

實  際  情  況 GSP 軟體操作 
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D

（1）對摺二次時的數列是 內、內、外。 

（2）在 GSP 操作後，我們發現 AB 和CD 交疊在一起，經討論後是遇到連

續兩個「內」所造成的。 

（3）在這個情況之下改成打開成 60 度角時就解決了這個問題，如下圖所

示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

起始點 

B

C 

D

o30=∠DCB 會產生交疊 

B
C 

A o30
o30

 

B

D

C

o60

o60

没有交疊在一起 
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繼續再摺並打開成 60 度角 

實  際  情  況 GSP 軟體操作 

 

  

 

 

（1）對摺四次後的數列是 內內外內內外外內內內外外內外外。 

（2）GSP 軟體操作後的圖形與實際情況相片（一）有出入。我們仔細分

析與討論後，是因為相片（一）E、F、G 是連續三個「內」而造成

在 GSP 中 q 和 8、w 和 6、e 和 7 三段交疊在一起。 

6 

5 4 3 
2 

K
r 

E 

F 

G

H

I e 

w 
q 0 

9 
8 

7 
1 

J F 

E 

G

 
GSP 中交疊部份 

K r 

r 

6 

8 7q 
w 
e  

0 

0 

9 8 7 

6 

5 34  

1 

2 

相片（一）

K 
J 

I 

F 

G
H J ′

I ′
H ′  

G′

相片（二）

（3）我們修正了相片（一）中的 F-G-H-I-J 改成相片（二）中的 F-G'-H'-I'-J'，

紙條會發生交疊，就與 GSP 的模擬一致。 

E F 

G 
H

J

K 

（4）在這個情況之下改為打開成 90 度角時就解決了這個問題，如下圖所

示： 

 

B 

C 
D 

I  

 

 

 没有交疊在一起 



 

最後以 GSP 軟體來操作並打開成 92 度角 
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打開成 92 度角時，也不再出現有交疊的現象。 

 

從上面觀察我們討論出： 

(1) 在問題三中所得到的數列，我們可以觀察到對摺多次後的數列最多只遇

到連續三個「內」。 

(2) 因為連續三個「內」，我們計算出 ( ) oo 90418024 =÷×− ，所以摺痕打開

的角度不要小於 90 度（如圖往 b 或 c），就不會產生交疊的現象。 

 

 

 

第一個「內」            

 

 

 

 

a
b

c 

 

 
第二個「內」 第三個「內」  

 

 

 



問題八  摺『三等分』多次時，將摺痕打開成多少角度時就不會產生交疊的現

象？ 

我們觀察出『三等分』摺三次時的數列是 內內內外外內內內內外外外內內外

外外內內內內外外內內內，或是摺更多次時最多有連續四個「內」，我們計算

出 ( ) 108518025 =÷×− 度。所以摺痕打開的角度不要小於 108 度（如圖往 b 或

c），就不會產生交疊的現象。 

 第一個「內」 
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問題九  我們把問題七、問題八做個整理如下表： 

 
 紙條至少打開的角度 

對摺 ( ) oo 90418024 =÷×− （連續三個內） 

摺三等分 ( ) oo 108518025 =÷×− （連續四個內） 

摺四等分 ( ) oo 120618026 =÷×− （連續五個內） 

摺五等分 ( ) 718027 ÷×− o （連續六個內） 

 
摺 n 等分 ( )2180 +÷× nn o （連續 n+1 個內） 

第四個「內」

bc
a

第二個「內」 

第三個「內」 

 

 

 

 

 

 

 



問題十  根據問題六、七、八的心得，在没有交疊的情形下以數學模式來討論

「對摺」及「摺三等分」時，紙條最後所指的方向。 

（1）對摺時 

 假設「內」= 1，「外」= -1。我們就可得到下表中 數列的和 

  數    列 數列的和 

摺一次 內 1 

摺二次 內內外 1 

摺三次 內內外內內外外 1 

摺四次 內內外內內外外內內內外外內外外 1 

 

摺 n 次  1 

 

和都等於 1 ，表示紙條最後所指的方向和對摺一次的方向一致，如下圖如示： 
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（2）摺三等分時 

假設「內」= 1，「外」= -1。我們就可得到下表中數列的和   

 數            列 數列的和 

摺一次 內內 122 ×=  

摺二次 內內內外外內內內 224 ×=  

摺三次 內內內外外內內內內外外外內內外外外內內內內

外外內內內 
326 ×=  

 

摺 n 次  n×2  

對摺一次的圖形 

對摺三次的圖形 
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以摺二次並且將紙條打開角度為 108 度為例，數列的和等於 4 ，表示紙條最後

所指的方向和參考圖中「4」的方向一致。 

 

 

 

5 

1
 

4 
 

 

 

 

 

2

3
參考圖 

 

      
      

摺三次並且將紙條打開角度為 108 度，數列的和等於 6 ，我們就 

1156 ⋅⋅⋅⋅⋅=÷  ，餘數是 1，表示紙條最後所指的方向和參考圖中「1」的方向一

致 

 



 

（3）從這裡我們也討論出一個心得如下表： 

              摺痕打開成 90 度角 

餘數 0 1 2 3 

紙條最後所指

的方向 

    

              因為每一個內角等於 90 度構成了正方形，所以將數列的和除以 4 所得的餘

數，就是紙條最後所指的方向。 

 

              摺痕打開成 108 度角 

餘數 0 1 2 3 4 
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紙條最後所指

的方向 

              因為每一個內角等於 108 度構成了正 5 邊形，所以將數列的和除以 5 所得的

餘數，就是紙條最後所指的方向。 

     

問題十一  討論『對摺』、『摺三等分』及推廣到「摺 n 等分」的摺痕總數。 

  一開始我們觀察對摺的摺痕的總數是 1，3，7，17，．．．，看不出有什麼規律，

但是我們寫成下面的方式很容易看出它的規律性。 

（1）對摺時 

 數 列 

摺
痕
的
總
數

摺痕總數的數學公式 

一次 內 1 11×

二次 內內外 3 ( ) 112 ×+

三次 內內外內內外外 7 ( ) 11222 ×++

四次 
內內外內內外外內內

內外外內外外 
15 ( ) 11222 23 ×+++

 

n 次   ( ) 1122...222 2321 ×+++++ −−− nnn  

摺痕總數的數學公式推演如下： 

對摺二次的摺痕總數 = 對摺一次的摺痕總數 + 插入摺痕總數 

= 對摺一次的摺痕總數 + （對摺一次的摺痕總數+1） 



換句話說： 

假設前一次的摺痕 =  x
目前摺痕總數    = 前一次的摺痕總數 + （前一次的摺痕總數+1） 

( )1++ xx                             =

                           = 12 +× x  

對摺一次 對摺二次 對摺三次 對摺四次 
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12 +× x  12 +Δ×  12 +Δ×  

( )
11212

11122
2 +×+×=

++××
 

( )
1121212

1112122
23

2

+×+×+×=

++×+××
 

1 112 +×  

( ) 112 ×+  11×  ( ) 11222 ×++  ( ) 11222 23 ×+++  

所以摺 n 次時的摺痕總數 = ( ) 1122...222 2321 ×+++++ −−− nnn
 

 

（2）摺三等分時 

 數 列 

摺

痕

的

總

數

摺痕總數的數學公式 

一次 內內 2 21×
( ) 213 ×+二次 內內內外外內內內 8 

三次 

內內內外外內內內內外外

外內內外外外內內內內外

外內內內 

26 ( ) 21332 ×++

n 次   ( ) 2133...333 2321 ×+++++ −−− nnn

 

摺痕總數的數學公式推演如下： 

摺二次的摺痕總數 = 摺一次的摺痕總數 + 插入摺痕總數 

= 摺一次的摺痕總數 + （摺一次的摺痕總數 + 1）× 2 

換句話說： 

假設前一次的摺痕 =  x
目前摺痕總數    = 前一次的摺痕總數 + （前一次的摺痕總數 + 1）× 2 

                         = ( ) 21+ ×+ xx  

                         = 23 +× x  

 



摺一次 摺二次 摺三次 摺四次 

 20

 23 +× x  23 +Δ×  23 +Δ×  

( )
2232323

2223233
23

2

+×+×+×=

++×+××
 

( )
22323

22233
2 +×+×=

++××
 

2  223 +×  

( ) 21332 ×++  ( ) 21333 23 ×+++  ( ) 213 ×+  21×  

所以摺 n 次時的摺痕總數 = ( ) 2133...333 2321 ×+++++ −−− nnn
 

(3) 推廣到摺 n 等分 

n 次後摺痕的總數  

( ) 112222 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  對摺 

( ) 213333 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  摺三等分 

( ) 314444 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  摺四等分 

( ) 415555 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  摺五等分 

 

摺 n 等分 ( ) ( )11221 −×+++⋅⋅⋅++ −− nnnnn nn

 

陸、 結論 
（一） 實際用紙條對摺多次時，遇到的瓶頸是疊在一起的厚度一直增加，相對也

不易對摺，應用 GSP 軟體來操作也解決了不少問題。 

（二） 在使用 GSP 軟體來印證紙條實際對摺多次後得到的數列過程中，我們也有

重大的發現，如下圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

這裡當旋轉中心 

將摺二次後的圖形

全部旋轉 90 度 
就產生摺三次的圖形 摺二次的圖形 

 

 

 

 

 

 



（三） 將摺痕定義出「內」與「外」後，我們也證明不管是「對摺」或「摺三等

分」，甚至於到「摺 n 等分」都有著規律性。               

 數   列 

一次 內 
對摺 

二次 內內外 
一次 內內 

摺三等分 
二次 內內內外外內內內 
一次 內內內 

摺四等分 
二次 內內內內外外外內內內內內外外外 

一次 內內內內 

摺五等分 
二次 內內內內內外外外外內內內內內內外外外外內內內內內
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一次 n-1 個內 

摺 n 等分 
二次 n-1 個內內 n-1 個外內 n-1 個內．．． 

 
 
（四） 在對摺多次時，摺痕打開的角度不要小於 90 度；在摺三等分多次則不要

小於 108 度，紙條將不會交疊在一起，圖形也會順時鐘方向旋轉。至於其

他我們也整理如下表： 
 紙條至少打開的角度 

對摺 ( ) oo 90418024 =÷×− （連續三個內） 

摺三等分 ( ) oo 108518025 =÷×− （連續四個內） 

摺四等分 ( ) oo 120618026 =÷×− （連續五個內） 

摺五等分 ( ) 718027 ÷×− o （連續六個內） 

 
摺 n 等分 ( )2180 +÷× nn o （連續 n+1 個內） 

 

 

 

 

 

 



（五） 我們將「對摺」、「摺三等分」到「摺 n 等分」以數學模式整理如下： 

       假設「內」= 1，「外」= -1 

 
數列 

數列

的和 
n 次後數

列的和 
一次 內 1 

對摺 
二次 內內外 1 

1 

一次 內內 12×  摺三

等分 二次 內內內外外內內內 22×  
n×2  

一次 內內內 3 摺四

等分 二次 
3 

內內內內外外外內內內內內外外外 3 
一次 內內內內 14×  

摺五

等分 二次 
內內內內內外外外外內內內內內內

外外外外內內內內內 
24×  

n×4  

 
n 是奇數 ( ) nn ×−1摺 n

等分 n 是偶數 
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1−n  

（六） 把紙條立起來後，紙條最後所指的方向，我們的結論如下： 

 

             摺痕打開成 108 度角 

餘數 0 1 2 3 4 

    
紙條最後所

指的方向 

 

因為每一個內角等於 108 度構成了正 5 邊形，所以將數列的和除以 5 所得

的餘數，就是紙條最後所指的方向。 

 

（七） 我們整理出對摺、摺三等分、．．．在 n 次後摺痕的總數。 

                  

n 次後摺痕的總數  

對摺 ( ) 112222 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  

摺三等分 ( ) 213333 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  

摺四等分 ( ) 314444 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  

摺五等分 ( ) 415555 221 ×+++⋅⋅⋅++ −− nn  

 
摺 n 等分 ( ) ( )11221 −×+++⋅⋅⋅++ −− nnnnn nn  



                
（八） 到目前為止我們所討論都是往上摺，因此我們再從另一個方向去思考就是

「一上一下」，也得到下表： 

       數     列 
內 摺一次（上）
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摺二次（下） 外內內 摺二等分 

摺三次（上） 內外外內內內外 
內內 摺一次（上）

摺二次（下） 外外內內內內外外 
摺三等分 

摺三次（上）
內內外外外外內內內外外內內內內外外內內內

外外外外內內 
摺一次（上） 內內內 

外外外內內內內內外外外內內內內 摺二次（下）

摺四等分 
摺三次（上）

內內內外外外外外內內內外外外外內內內內內

外外外內內內內內外外外內內內內外外外外外

內內內外外外外內內內內內外外外內內內內內

外外外 
 

摺一次（上） （n-1 個內） 
摺二次（下） （n-1 個外）內（n-1 個內）內（n-1 個外）．．．摺 n 等分 

（n-1 個內）外（n-1 個外）外（n-1 個內）．．．摺三次（上）

從這個表可以讓我們了解到往上摺就是以「內」起頭；往下摺就是以「外」

起頭且有規律地呈現。 

（九） 未來展望：（1）摺三等分或是摺其他等分多次時，用 GSP 軟體來模擬顯得

麻煩許多，列為下次研究、探討的對象。 
（2）雖然能不藉助紙條或 GSP 軟體推出數列，但是要列出摺

多次後的數列是有點麻煩，希望將來在數學課程中學習更

多的知識並能用電腦程式自動產生數列，那就方便多了。 
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評語： 

考慮在摺了多次以後的內外序列，是蠻有趣的

問題，比較可惜的是，似乎未能掌握解決問題

的核心關鍵，如果能由小例子看出正確的規

律，作者會發現第二段的內外規則其實不適是

第一段的反向，若能說明此一事實，討論將大

為簡化。




