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壹、 摘要: 

本研究的目的是在對
zyxn
1114

++= 作探討, 我們以
yxn
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+= 為基礎,推至
n
3 ,再經由操作 5000 

以內的所有
zyxn
1114

++化成 的所有方式,進而找出規律性,以期導出
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4
的所有三項表達式 

貳、研究的動機：  
    去年(93)暑假,閒來無聊,順手翻起書櫃裡的一本書---「不知道的世界(數學篇)」(李毓佩著),在看
了前兩篇「簡單卻解決不了」之後,就引起我莫大的震撼而久久不能自已。其中有一段的敘述如下:

「問題出現在把一個真分數分解成兩個或兩個以上的單位分數之和的上面。比如
5
4
雖然不能分解成

兩個單位分數之和,但可以分解成 3個單位分數之和,即
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能否分解成 3個單位分

數之和？用公式表達能否找到 x,y,z使得式子
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++= 成立。」 
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中亦曾提及文耀光教授著問題」頁「古埃及的單位分數頁至第第四期第

卷年「數學傳播」第註問題還沒解決。」[n,但是對於一般的自然數:正確的

的猜想是愛爾特希數n,對於不超過1億的自然ine)証明了,(Francesch弗朗西沙因

數學:的猜想是正確的愛爾特希000時,4証明了n柯召數學家中國1964年,:正確的

的猜想是愛爾特希5000時,明了n(Strauss)証斯特勞斯家一定有正整數解。數學
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這一段的敘述可就激起向來不服輸的我,於是我就找了幾位志同道合的同學,開始蒐集資料,並著手証
明推討,遇到困難就隨時請教師長及爸媽。在師長及爸媽的指導下,我們終於解決了一小部分的問題;
至於尚未解決的問題,還要煩請教授們給予指導。以下就是我們的研究過程與方法: 

參、研究的目的： 
一、 探討 0與 1之間的分數可表成「有限項」相異「單位分數」之和的理由 

二、 找出 的表達式
nnnn
4,3,2,1  

肆、解釋名詞： 

。古埃及分數所以也叫,分數

上發現這種蘭特紙草書又由於最早在埃及的;分數」「單分子分數」或「單

所以也被稱為,1為的正分數。因為其分子1而分子是,就是指分母是正整數:「單位分數」
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伍、預備知識與定理： 
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成立使能找出不同自然數時設

故結論成立得由當証明

。即單位分數的和都可以表成若干個相異、最簡真分數一
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再設從而有

即成立使得

存在互不相同的自然數的假設依據

於是

且為正整數其中可設而言對最簡真分數設
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成立使得

然數都能找出互不相同的自與對任何互質的自然數因此

成立亦即

故之假設不成立即
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則得証若最大的單位分數是不超過設証明

個相異單位分數的和可表成不超過、任何一個最簡真分數二
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個相異單位分數的和可表成不超過故任何一個最簡真分數

分子至少減小每進行一步
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陸、研究的過程及方法： 

  第一部分: 
n
2  表達式的研究 
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公式數。故單位分數乘積的單位分

相減後必為兩相鄰即任何兩相鄰單位分數

我們都知道著手探討因而我們先從的表達式為了研究過程一

達形式呢又是否能找出所有的表一呢？若否分數之和的方式是否唯

表成兩個相異單位單位分數」的和？又其一定可表成兩個相異「「單位分數」本身是否問題一
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還有三種形式之外可化成除了用公式。例如

而不能找到所的表達式一種表達的型式的方法也不過只能找到分數之和。但使用公式
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的所有兩項表達式。最簡真分數為整數時亦可得到符合
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。且其表達式為的方法

分數之和可否表成兩個相異單位數亦可作為一個判別真分和化成兩相異單位分數之
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達式為何呢？相異單位分數之和的表
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 第二部分: 
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3  表達式的研究 
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表達式研究架構表
n

分 

一、n=4t+3(分母 n為 4的倍數餘 3) 
二、n=4t+2(分母 n為 4的倍數餘 2) 
                                                   (一).n=24t'+5 
                                  (A)、t為奇數     (二).n=24t'+13 
                                                   (三).n=24t'+21 
三、n=4t+1(分母 n為 4的倍數餘 1) 
                                                   (一).n=24t'+9 

(B)、t為偶數     (二).n=24t'+17 
                                                                    (1).n的個位數字為“3”(n=120t'+73) 
                                                                    (2).n的個位數字為“5”(n=120t'+25) 
                                                   (三).n=24t'+25      (3).n的個位數字為“7”(n=120t'+97)  
                                                                                                           (i)n=840t'+121 
                                                                                                           (ii)n=840t'+241 
                                                                                                           (iii)n=840t'+361 

                                             (4).n的個位數字為“1”(n=120t'+121)        (iv)n=840t'+481 
                                                                                     (v)n=840t'+601 
                                                                                     (vi)n=840t'+721 
                                                                                     (vii)n=840t'+841 

                                                                                                           (i)n=840t'+49 
                                                                                                           (ii)n=840t'+169 
                                                                                                           (iii)n=840t'+289 

                                            (5).n的個位數字為“9”(n=120t'+49)          (iv)n=840t'+409 
                                                                                     (v)n=840t'+529 
                                                                                     (vi)n=840t'+649 
                                                                                     (vii)n=840t'+769 
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。而把問題更即個相異單位分數之和能否分解成相異單位分數的和。然

個但可表成不超過位分數之和不能分解成兩個相異單可知過程二第二部分比照過程一

其表達式為何呢？異單位分數之和呢？又

則至少須表成幾個相若否異「單位分數」的和？是否都可以表成兩個相最簡真分數問題一

zyx

n

111
5
4,3

4,
5
4],][[:][

,4:][

++=

 

:,)14(14)24(

24)34(34,4:][

)(1114

,,,34:

而展開了以下的討論等三種情形即的倍數餘三、為即

的倍數餘二、為即的倍數餘一、為我們將分母分成針對最簡真分數過程二

成立呢？」使得

找到？亦即用公式表達能否個相異單位分數之和呢能否分解成「一般化

+=+=

+=

<<++=

tntn

tn
n

zyx
zyxn

zyx
n

)1734(
14
1

2
1

27
1

2
1

7
4:

)1(
1

1
1

)1)(34(
1

1
1

)44)(34(
4

1
1

)34)(44(
)34(4)44(4

44
4

34
44

34
4

44
4,34

=∴=+=+=
×

+=

+
+

+
=

++
+

+
=

++
+

+
=

++
+−+

+
+

=
+

=∴
+

<
+

+=

ttn

tntttttt

ttt
tt

ttntt
tn

Q

Q

例如

。

時一、若

 

),

,2,
12

2
24

44(4,24

故不再討論單位分數之和

必可化成兩項相異分子為即必不為最簡真分數時二、若 Q
+

=
+

=+=
ttnn

tn
 

:,)1(,1,,

;154)1)(14(,
)1(

3
1

1
)1)(14(

3
1

1
)44)(14(

12
1

1
)44)(14(

)14(4)44(4
44

4
14

44
14

4
44

4,14

2

做成下表四者之關係將

而

時三、若

++

++=++
+

+
+

=
++

+
+

=
++

+

+
=

++
+−+

+
+

=
+

=∴
+

<
+

+=

tnttn

tttt
tntttttt

ttt
tt

ttntt
tn Q

 

n 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 ⋯⋯
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ⋯⋯

t+1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ⋯⋯
n(t+1) 

=4t2+5t+1 
10 27 52 85 126 175 232 297 370 451 480 637 742 ⋯⋯

可得:        

。過程三第二部分見必可改成兩項式故必為偶數

則為奇數、若

])][[(
)1)(14(

3,)5138(2

1026161)12(5)12(4154)1(),12()(

2

222

++
++=

++=++++=++=++=

tt
ss

sssstttnsttA
 

:,

4,))58(,,37,29,21,13,5)((14

我們又細分成找出其表達式單位分數之和。又為了

相異都可改成不大於三項的時如為奇數即在
n

tnttn +′=+= LL
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或即的倍數時且為之倍數餘為二

。例如必可改成兩項式故

即的倍數時之倍數且為為一

524(:2,13)1(154)1)(14).((

)114514(
180

1
12
1

45
4

);52114(
42
1

6
1

21
4:

3
)1(

1
1

14
)2124(:23)1(154)1)(14).((

2

2

+′=+=++=++

=∴=+=+=

=∴=+=+=
+

+
+

+′=+=++=++

tntntttt

ttn

ttn
tntn

tntntttt

Q

Q

 

2
)1)(13(

1
1

1

3
2

)13()13(

1

3
2)13(

1
13

3
)1)(14(

3
;213,13154)1)(14()1324

2

2

++
+

+
=

+
++

+
++

=
+

=
++

∴

++=++=+++′=

µµµµµ
µµ

µµ

tt

tttttn ”必有正因數“此時令 Q

 

);13310)1(,1514(
20
1

4
1

2
1

5
4

:

6
)1(2)1(

1

3
2)1(

1
1

1
6

)354)(154(
1

3
354

1
1

1

2
)1)(13(

1
1

1
1

14

22

222

+×==+=∴=+=++=

+++
+

++
+

+
=

++++
+

++
+

+
=

++
+

+
+

+
=

tnttn

tntntnt

ttttttttn

且

。例如

故

Q

µµµ

 

)117352)1(,31314(
468
1

18
1

4
1

13
4

+×==+=∴=+=++= tnttn 且Q  

必不存在。時之倍數餘為故

附件二証明見之倍數餘必不為但

令

時之倍數餘為三

,23154)1)(14(
])[(23)1(,)1()(3

)12()(3154,23154)1)(14(
:23154)1)(14).((

2

222

2222

2

++=++

++++=

++++=+++=++=++

++=++

tttt
tttt

tttttttttt
tttt

Qµ
 

;16)1(154)1)(14(
:,13)1(154)1)(14).((

)2914(
9
1

3
1

9
4:

3
)1(

1
1

14
,3)1()1()1(3)1)](1(3[)1)(14(

)924(:3)1(154)1)(14).((
:,

1)58(2110161)2(5)2(4154),2()(

2

2

2

2

2222

的倍數餘必為則

且為奇數時之倍數餘為二

。例如必可改成兩項式故

的倍數必為

即之倍數且為奇數時為一

故可分必為奇數

則令為偶數、若

+=++=++

+=++=++

=∴=+=+=
+

+
+

+∴+++=+++=++

+′=+=++=++

++=++=++=++=

tntttt
tntttt

ttn
tntn

ttttttttt
tntntttt

ssssssttsttB

Q

Q  

:,404,341,231,184,106,75,29,14,,22,18

,16,12,10,6,4,
6

54),(16154)1)(14(
2

2

而可分為兩組分別對應

得則為正整數設

LL =

==
+

+=++=++

µ

µµµ ttttttt  
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)1)(14()0(
)78)(23(3411847514

462216104][
172489654117

++′

+′+′
+′
+′

ttt
tt

tta
tn

即或正整數為

L

L

L

µ
 

,)1724()56(,)56)(1724(
)56)(1724(

3
1

1
)1)(14(

3
1

14),56)(1724(]1)46][(1)46(4[

之因數或必含中而在

此時可得

+′+′+′+′
+′+′

+
+

=

++
+

+
=+′+′=++′++′=

tttt
ttt

tttn
tttt

 

)1)(14(
3)68)(56)(1724(3

)]1724(1)[56)(1724()1724)(56()56)(1724(

])3(5.[
)56(

)]56)(1724[()56)(1724(

)68)(56(3)1824)(56(]56)[56()56)(1724(

2

22

++
+′+′+′=

+′++′+′=+′+′++′+′=

+
+′

+′+′
++′+′

+′+′=+′+′==+′+′++′+′

tt
ttt

ttttttt
k
nnp

t
tttt

ttttktttt

。故

中的公式即且

視使得

 

)68)(56)(1724(
1

)68)(56(
1

1
1

)1)(14(
3

1
14

+′+′+′
+

+′+′
+

+
=

++
+

+
=

tttttttttn
即此時  

)11503451)1(,104114(
6314

1
154

1
11
1

41
4

)128385)1(,41714(
510
1

30
1

5
1

17
4:

3
)1)(1(

1

3
)1)(1(

1
1

1

]
3

1)1724()[46)(1724(

1

]
3

1)1724()[46(

1
1

1

+×==+=∴=+=++=

+×==+=∴=+=++=

++
+

++
+

+
=

++′
+′+′

+
++′

+′
+

+
=

tnttn

tnttn

ntnntt

tttttt

且

且例如

Q

Q

 

)0(
)2924)(1(40423110629

662418126][
252497734925

或正整數為t
tt

ttb
tn

′

+′+′
+′
+′

L

L

L

µ
 

再操作計算示之以我們發現可先將後在我們多次觀察運算之

或正整數為如”時的個位數字為“當

而得到某些的表達式分別討論””“”“”“”“的個位數字“我們發現可以以

後相對應的與。不過在我們找出此時教授指導之處

這也是要麻煩表達式也無法找出一個完整的有一部分使我絞盡腦汁但此時的

,
)2(

7
2

14,

),0)(73120,,553,433,313,193,73(:3)1(
:,;97531

31328926524121719316914512197734925
7872666054484236302418126

)

(,4

+
+

+

′+′=

tntn

ttnn
n

n
t

nt
n

L

L

L

:
)2(

7,
)2(

7
分成兩項。其運算如下都可將

++ tntn
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)10,3,4,4721863;67220;371073(

30660
1

210
1

20
1

7
10

73207320

1

7
107320

1
20
1

7320
7

20
1

73
4)( 22

可補不足餘+×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

Q

a

 

1331700
1

1380
1

50
1

7
10

1935019350

1

7
1019350

1
50
1

19350
7

50
1

193
4)( 22 ++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=b  

)10,3,4,414;17750;4727193( 可補不足餘=×+×=+×=Q  

)20,6,1;1721535;371180;5744313(

4482160
1

3580
1

80
1

7
20

3138031380

1

7
2031380

1
80
1

31380
7

80
1

313
4)( 22

可補不足餘+×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

Q

c

)5,5,2;2743065;5715110;6761433(
64824430

1
6805

1
110

1
7

5
433110433110

1

7
5433110

1
110

1
433110

7
110

1
433
4)( 22

可補不足餘+×==×+×=+×=

++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=

Q

d

11060
1

140
1

553140
7

140
1

553
4)( +=

⋅
+=e

)5,5,2;221;2724170;1796673(
374006290

1
16345

1
170

1
7

5
673170673170

1

7
5673170

1
170

1
673170

7
170

1
673
4)( 22

可補不足餘=×+×=+×=

++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=

Q

f

 

)20,6,1;171842;4728200;27113793(
17693800

1
22660

1
200
1

7
20

793200793200

1

7
20793200

1
200
1

793200
7

200
1

793
4)( 22

可補不足餘+×==×+×=+×=

++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=

Q

g
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LLLL

Q

)(
)10,3,4;4721836;6732230;37130913(

629970000
1

30000
1

230
1

7
10

913230913230

1

7
10913230

1
230
1

913230
7

230
1

913
4)( 22

i

h

可補不足餘+×==×+×=+×=

++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=

 

,47)2(,67220210
4

773840
4

7
,37)0(73840))()(.(1

:

之倍數餘必為又之倍數餘為而

之倍數餘必為或正整數為為同一組且

至此我們得知

++=+′=
++′

=
+

′+′=

tntttn
ttnoha LL  

7
10

)2()2(

1

7
10)2(

1
2

14:,

,10),37(10)20210(;3

22

22

+
++

+
++

+
+

=

+=+′

tntn
tntn

tn

可得表達式單位分數之和

而可將其化成三項相異故可補上必含有因數又不足

 

亦可得其上述表達式。或正整數為同理在 )0(193840.2 ttn ′+′=

亦可得其上述表達式。或正整數為同理在

可得表達式位分數之和而將其化成三項相異單故可補上

必含有因數又不足之倍數餘必為又之倍數餘為

而之倍數餘必為或正整數為在

)0(793840.4
7

20
)2()2(

1

7
20)2(

1
2

14
:,,20),614(20

)80210(;6,17)2(,372

80210
4

7313840
4

7,57)0(313840.3

22

22

ttn

tntn
tntn

tntnt

ttnttn

′+′=

+
++

+
++

+
+

=

+=
+′++=

+′=
++′

=
+′+′=

 

亦可得其上述表達式。或正整數為同理在

可得表達式位分數之和而將其化成三項相異單即可補上

必含有因數故不足之倍數餘必為又之倍數餘為

而之倍數餘必為或正整數為在

)0(673840.6
7

5
)2()2(

1

7
5)2(

1
2

14
:,,5

,5)110210(;5,27)2(,572

110210
4

7433840
4

7,67)0(433840.5

22

22

ttn

tntn
tntn

tntnt

ttnttn

′+′=

+
++

+
++

+
+

=

+′++=

+′=
++′

=
+′+′=

 

7
)2(

1
2

14:,7)0(553840.7
+

+
+

=′+′=
tntn

ttn 可得兩項表達式之倍數時必為或正整數為在  
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分數之和。進而化成三項相異單位

改成都可使為正整數或”的個位數字為“在知綜合
)2(

7
2

14)0(73120,3)1(,7~1
+

+
+

′+′=
tntn

tttn

:
)4(

15,
)4(

15
4

14,)

0(25120,,865,745,625,505,385,265,145,25,5)2(

化成兩項式。如再進而將示之以我們先將時正整數

或為分別為即”時個位數字為“

++
+

+

′+′

tntntn

ttn L

 

)1,1,230212;13310,2315;53,2515(

850
1

17
1

10
1

3
1

510510

1

3
1510

1
10
1

510
3

10
1

2510
15

10
1

25
4)( 22

可補不足與分別為約分後與 +×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

⋅
+=

Q

a

 

)1,1,2
,230212;131340,23929;293,14515(

448920
1

387
1

40
1

3
1

29402940

1

3
12940

1
40
1

2940
3

40
1

14540
15

40
1

145
4)( 22

可補不足餘

與分別為約分後與 +×==×+×=+×=

++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=
⋅

+=

Q

b

 

)1,1,2
,230212;132370,231753;533,26515(

4589270
1

1237
1

70
1

3
1

53705370

1

3
15370

1
70
1

5370
3

70
1

26570
15

70
1

265
4)( 22

可補不足餘

與分別為約分後與 +×==×+×=+×=

++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=
⋅

+=

Q

c

 

LLLL

Q

)(
)1,1,2

,230212;1333100,232577;773,38515(

19765900
1

2567
1

100
1

3
1

7710077100

1

3
177100

1
100

1
77100

3
100

1
385100

15
100

1
385

4)(

22

e

d

可補不足餘

與分別為約分後與 +×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

⋅
+=

 

,2)18(3524
5

),524(5)0(25120, ++′=+′=∴+′=′+′= ttntttn 或正整數為綜合上述操作Q  

所以的倍數餘又為而與分別得到約分後與故 ;23524;3)524(,15 +′+′ ttn  
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:4,)25120

,5)2((4

)4(
5

3
)4(

15

之和。且其表達式為化成三項相異單位分數一定可將時

且個位數字為分數之和。因此在必可化成兩項相異單位

n
t

n
ntntn

+′=

+
=

+
     

。

75
]5)4()[4(

1

15
5)4(

1
4

14
+++

+
++

+
+

=
tntntntn

 

可得示之我們以

時或正整數為分別為”個位數字為“

,
)1(

3
1

14
,)0(97120,,937,817,697,577,457,337,217,97,7)3(

+
+

+
=

′+′

tntn

ttn L

)255;5,2,1,130111;132397,13825(

392850
1

810
1

25
1

3
5

97259725

1

3
59725

1
25
1

2597
3

25
1

97
4)( 22

之因數恰為而可補不足餘+×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

Q

a

 

)555;5,2,1,130111;1372217,131855(

1899260
1

1780
1

55
1

3
5
2175521755

1

3
521755

1
55
1

21755
3

55
1

217
4)( 22

之因數恰為而可補不足餘+×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

Q

b

 

)855;5,2,1,130111;13112337,132885(

54719500
1

9550
1

85
1

3
5
3378533785

1

3
533785

1
85
1

33785
3

85
1

337
4)( 22

之因數恰為而可補不足餘+×==×+×=+×=

++=
⋅

+⋅
+

+⋅
+=

⋅
+=

Q

c

 

LLLL)(d  

15
]5)1()[1(

1

3
5)1(

1
1

14:

)97120,7)3((4;15);23(,,8,5,2

,131)80819701200(3242559103600)2530)(97120(
)1(;131)810(325301;5)56(52530

1,2430
4

96120),0(9712014:

22

+++
+

++
+

+
=

+′=++

++′+′=+′+′=+′+′=

+++′=+′=++′=+′

=++′=
+′

=∴′+′=+=

tntntntn

tn
n

tr

tttttt
tnttttt

tttttttn

為位分數之和。且表達式也都可化成三項相異單

且個位數字為所以在之因數”恰為而此時“可補

的倍數餘為

又的倍數餘為且之倍數必為

故或正整數為綜合上述

L

Q

:][,)0(121120,,1921,1801
,1681,1441,1321,1201,1081,961,841,721,601,481,361,241,121,5000,1)4(

附件三我們分別操作於時或正整數為

分別為”個位數字為“

tt
nn

′+′
<

L
 

,1489,1369,1249,1129,1009,889,769,649,529,409,289,169,49,5000,9)5( 分別為”個位數字為“ nn <
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)
]][[(:][,)0(49120,,1729,1609

法呈上因限於頁數的限制而無

附件四附件三但附件四我們在分別操作在時或正整數為tt ′+′L

:,
,49120121120,5000

律我們也發現了某些的規。不過

的表達式似乎無法完全找出通用等兩類型後及且在操作完 +′=+′=< tntnn

))121120((:
14349,7,3,1

9,7,3,1,∴,1

,),121120(4)(

11

α有因數若其理由如下

的型式。或”的因數必為“”“”“”字為“

”的因數又因個位數“”“”“”就一定含個位數字為“不為質數只要”個位數字為“

的此時異單分數之和。就必定可分解成三個相不為質數只要中凡在

+′=
++

+′=

tnn
rr

n

nntn
n

A Q

;110)25(41101001:1)(
)2-()2-(

++×=++×== zyabcdzyabcdyzabcdi
kkk

43421
L

43421
L

43421
L

位數位數位數

設”時個位數字為“ α  

的型式。所以

或亦可改成故的型式為偶數當或為奇數當也必為其

”時個位數字為“

型式

的或亦可改成故的型式為奇數當或為偶數當必為其

”時個位數字為“

型式

的或亦可改成故的型式為奇數當或為偶數當必為其

”時個位數字為“

的型式或

故的型式為偶數當或為奇數當必為又

位數位數位數

位數位數位數

位數位數位數

位數

位數

1434,)(14)(34910

;910)25(49101009:9)(

1434,)(14)(34310

;310)25(43101003:3)(

1434,)(14)(34710

;710)25(47101007:7)(

14])25[(434

3])25[(4,)(14)(34110

1111

)2-()2-(

1111

)2-()2-(

1111

)2-()2-(

1

)2-(

1

)2-(

+++++

++×=++×==

+++++

++×=++×==

+++++

++×=++×==

+=+×=+=

++×=+++

rrzrzrz

zyabcdzyabcdyzabcdiv

rrzrzrz

zyabcdzyabcdyzabcdiii

rrzrzrz

zyabcdzyabcdyzabcdii

rryabcdr

ryabcdzrzrz

kkk

kkk

kkk

k

k

α

α

α

α

α

α

α

α

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

43421
L

。

而。又如

而如

我們設型式的因數時有當

161312
1

966
1

167885
1

966
1

3841966
23

966
1

)15960(3841
354

15960
1

3841
4

)960,196043841;5,35423(167233841:
52215

1
885
1

59885
1

885
1

3481885
59

885
1

)114870(3481
3144

114870
1

3481
4)870,18704

3481;14,314459(59593481:;
)1(

34
1

141

4
444

)14(
341

14
43414,34)(

1

1
1

1

1
1

111
1

+=
⋅

+=
⋅

+=
++

+×
+

++
=∴

=+×==+×=×=+=

⋅
+=

⋅
+=

++
+×

+
++

=∴=+×=

=+×=×=
++

+
+

++
=⇒++=⇒

++
=⇒

+
+

+=
+

⇒
+

+=+

tr

t

r
rtn

r
rtn

rtx

rtx
xt

r
xtnx

r
xn

rna

Q

Q

nrtn
r

rttn
rt

t
r

tn
r

n
rrrrrrnb

4
)1(

34
1

1
14

441
)14(

341
14

434

14),3(343123)14(,14)( 1111

⇒
+′+

+′
+

+′+
=

+
=⇒+′+=⇒

×+
+′

+=
+

⇒
×
+′

+

=⇒′=+′=+=×++

●
●●●

●
令我們可先將型式的因數時有當
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)14(
)1(

3
1

1
14

44)14(;
)1(

)14(3
1

1
14

4

1

1
1

+
+′+

+
+′+

=
+

=∴+
+′+
+

+
+′+

=
+

=

r
rtnrttn

rn
rtn

r
rtt

之因數有又因  

之和。化成三項相異單位分數就必可將化成兩項式。如此一來

故可將必為偶數也得為偶數可得為偶數則為奇數若

故可分成必為偶數且由於

n
r

rtn

r
rtnrtrrri

tttttn

4,

)14(
)1(

3

;
)14(

)1(,1,131,)(

:,3030
4

12012012112014

1

1
11

+
+′+

+
+′+

+′++=+′

+′=
+′

=⇒+′=+=

 

)1301;2,2,1,130
111;131237,1343130);(9,34394

39313);(3,1413,3713481(
3857620

1
1604

1
130

1
3

2
3713037130

1

3
237130

1
130

1
37130

3
130

1
481130
313

130
1

481
4:

11

22

為一偶數且可補不足餘

而又因奇數

且奇數

如

=+′++×=
=×+×=+×==′+′=+×=

=×=+=×=++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=
⋅
⋅

+=

rt
rr

rrQ
  

化成兩項式。也必可將

因而的整數的倍數餘為且為奇數可得為奇數則為偶數若

)14(
)1(

3

,23
14
1;1,131,)(

1

1
11

+
+′+

+
+′+

+′++=+′

r
rtn

r
rtrtrrrii

)1,1,2,230
221;136401921,23929;12,343124

51317;4,1417,113171921(
1034516130

1
18570

1
493
1

3
1
192129192129

1

3
1192129

1
493
1

192129
3

493
1

1921493
317

493
1

1921
4:

11

11

22

可補不足餘

而又因

且

如

+×=
=×+×=+×==′+′=+×=

=×=+=×=++=

⋅
+⋅

+
+⋅

+=
⋅

+=
⋅
⋅

+=

rr

rrQ
 

。中

理由作法亦同單分數之和。一樣可分解成三個相異不為質數也只要中而在

))121120(4

(,),49120(4

+′=

+′=

tn
n

ntn
n  

:)

,,))()()(((,)121120(4)(

分數之和。其理由如下

亦可化成三項相異單位是否為質數不論者若符合以下中在 niviiiiiitn
n

B +′=
 

:])121)17(120[,,5281,4441,3601,2761,1921,1081,241(121)17(120)( ++′=++′ tntni L如時也為若  
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必因而故

。可得示之都可以

3,6)830(76221026021014121)17(120
7

)3)(2(
1

7
)3(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44

+++′=+′=++′=∴+=++′=

++
+

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

ttttttttn

ttntntntnttn

Q

。

之倍數。因此為

7
)3)(2(

1

7
)3(

1
2

1

7
3)2(

1

7
3)2(

2
2

1
7

3)2(

3
2

1

7
3)2(

7
37

2
1

)2(
7

2
1

14
447

++
+

+
+

+
=

+
×+

+
+

×+

+
+

+
=

+
×+

+
+

+
=

+
×+

+
×

+
+

=
+

+
+

=
+

=

ttntntttnttn

t
t

ttn

t
tttn

t

ttnttn
 

11467248
1

42159
1

272
1

392721081
1

392721081
272

272
1

392721081
273

272
1

7
3270)2270(1081

3270
2270

1
7

3270)2270(1081

7
32707

2270
1

)2270(1081
7

2270
1

12704
4

1081
4:

++=
××

+

××
+=

××
+=

+
×+×

+
+

+
=

+
×+×

+
×

+
+

=
+×

+
+

=
+×

=例如

 

。可得示之也都可以

如時為在同理

7
)3)(2(

1

7
)3(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44
:])49)37(120[,,5449,4609,3769,2929,2089,1249,409(49)37(120:

++
+

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

++′=++′

ttntntntnttn

tntn L

17648370
1

56205
1

314
1

453141249
1

451249
1

314
1

453141249
1

453141249
314

314
1

453141249
457

314
1

3141249
7

314
1

13124
4

1249
4:

++=
××

+
×

+=
××

+

××
+=

××
×

+=
×

+=
+×

=例如

 

2
1

)2(
7

2
1

14
44

7
6)2(;7)6(

,3)1730(7122210212021014121)37(120
28

)6)(2(
1

7
)6(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44
:])121)37(120[,,5521,4681,38411,3001,2161,1321,481(121)37(120)(

+
=

+
+

+
=

+
=

+
++

++′=+′=++′=∴+=++′=

++
+

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

++′=++′

ttnttn
ttt

tttttttn

ttntntntnttn

tntnii

皆為偶數。因此及且因之倍數必為

因而故

。可得示之都可以

如時也為若

Q

L

 

7
6)2(

4

7
6)2(

2
2

1

7
6)2(

6
2

1

7
6)2(

7
67

+
×+

+
+

×+

+
+

+
=

+
×+

+
+

+
=

+
×+

+
×

+
ttnttn

t
tttn

t
tttn

t
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。

28
)6)(2(

1

7
)6(

1
2

1
++

+
+

+
+

=
ttntnt

 

127478949
1

530058
1

962
1

1389623841
4

1389623841
962

962
1

1389623841
966

962
1

7
6960)2960(3841

6960
2960

1
7

6960)2960(3841

7
69607

2960
1

)2960(3841
7

2960
1

19604
4

3841
4:

++=
××

+

××
+=

××
+=

+
×+×

+
+

+
=

+
×+×

+
×

+
+

=
+×

+
+

=
+×

=例如

 

。可得示之也都可以

如時為在同理

28
)6)(2(

1

7
)6(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44
:])49)57(120[,,5689,4849,4009,3169,2329,1489,649(49)57(120:

++
+

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

++′=++′

ttntntntnttn

tntn L

28562856
1

195636
1

584
1

845842329
4

845842329
584

584
1

845842329
847

584
1

5842329
7

584
1

15824
4

2329
4:

++=
××

+
××

+=

××
×

+=
×

+=
+×

=例如

 

。

皆為偶數。因此及且因之倍數必為

因而故

。可得示之都可以

如時也為若

14
)4)(2(

1

7
)4(

1
2

1
7

4)2(

2

7
4)2(

2
2

1

7
4)2(

4
2

1

7
4)2(

7
47

2
1

)2(
7

2
1

14
44

7
4)2(;7)4(

,5)2130(7152210215021014121)47(120
14

)4)(2(
1

7
)4(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44
:])121)47(120[,,5641,4801,3961,3121,2281,1441,601(121)47(120)(

++
+

+
+

+
=

+
×+

+
+

×+

+
+

+
=

+
×+

+
+

+
=

+
×+

+
×

+

+
=

+
+

+
=

+
=

+
++

++′=+′=++′=∴+=++′=

++
+

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

++′=++′

ttntnt

ttnttn

t
tttn

t
tttn

t
ttnttn

ttt

tttttttn

ttntntntnttn

tntniii

Q

L

 

7
4360)2360(1441

7
43607

2360
1

)2360(1441
7

2360
1

13604
4

1441
4:

+
×+×

+
×

+
+

=
+×

+
+

=
+×

=例如  

523621441
362

362
1

523623841
364

362
1

7
4360)2360(1441

4360
2360

1
××

+=
××

+=
+

×+×

+
+

+
=  
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13562692
1

74932
1

362
1

523621441
2

++=
××

+  

。可得示之也都可以

如時為在同理

14
)4)(2(

1

7
)4(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44
:])49)67(120[,,5829,4969,4129,3289,2449,1609,769(49)67(120:

++
+

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

++′=++′

ttntntntnttn

tntn L

66162184
1

215512
1

614
1

886142449
2

886142449
614

614
1

886142449
887

614
1

6142449
7

614
1

16124
4

2449
4:

++=
××

+
××

+=

××
×

+=
×

+=
+×

=例如

 

:])121)57(120[,,5761,4921,4081,3241,2401,1561,721(121)57(120)( ++′=++′ tntniv L如時也為若  

。之倍數。因此必為

因而故

。可得示之都可以

7
)2(

1
2

1
)2(

7
2

1
14

447)2(

),2630(7182210218021014121)57(120
7

)2(
1

2
14,

)2(
7

2
1

14
44

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=+

+′=+′=++′=∴+=++′=

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

tnttnttn
t

tttttttn

tntntnttn

Q  

18746
1

182
1

7
182721

1
182

1
)2180(721

7
2180

1
11804

4
721
4: +=

×
+=

+×
+

+
=

+×
=例如  

。可得示之也都可以

如時為在同理

7
)2(

1
2

14,
)2(

7
2

1
14

44
:])49)67(120[,,5089,4249,3409,2569,1729,889,49(497120:

+
+

+
=

+
+

+
=

+
=

++′=+′×

tntntnttn

tntn L

 

415898
1

854
1

7
8543409

1
854

1
8543409

7
854

1
18524

4
3409

4: +=
×

+=
×

+=
+×

=例如  

無法找出固定的中。我們猜想或達式餘者皆有固定型式的表

等六型的質數外或正整數為型或正整數為型

或正整數為型或正整數為型正整數

或為型或正整數為型除了中亦即在質數外

的或正整數為或正整數

或為且除了在中得知在所述過程二與過程一綜合過程三

,4)1114114(

;)0(529840))(0(841840)(
)0(169840))(0(841840))(

0(361840))(0(121840)(,4,

)4,2,1,60)(0(49)7(120)6,2,0,60)(

0(121)7(12014,4,][][:][

nzyxnyxn

ttnvittnv
ttnivttniii

ttniittni
n

sststnss

tstntn
n

++=+=

′+′=′+′=

′+′=′+′=

′+′=′+′=

=≤≤′++′==≤≤

′++′=+=

 

?, 那些是質數應是受制於自然數中有表達式者  

:,4,3,2,1:][ 列表如下的表達式得的最後我們將研究討論所過程四
nnnn

 



                                         

【表一】： 

項目 )(
n
m :  

條      件 
 

表      達       式 
 
             例      題 

 
 
 
 
 

n
1

: 

  
 
 
 
 

)<,(
+

1
+

+
1

=
1 2

2 nknk

k
n

n
knn

之正因數為  

40
1

+
24
1

=

9
15

+15

1
+

9+15
1

=

60
1

+
20
1

=

5
15

+15

1
+

5+15
1

=

90
1

+
18
1

=

3
15

+15

1
+

3+15
1

=

240
1

+
16
1

=

1
15

+15

1
+

1+15
1

=
15
1

2

2

2

2

 

 
 
 
 

n
2

: 

  
 
 

)<,(

2

+

1
+

2
+
1

=
2 2

2 nknk

k
n

n
knn

之正因數為

18
1

+
6
1

=

2
3
9

+9

1
+

2
3+9

1
=

45
1

+
5
1

=

2
1
9

+9

1
+

2
1+9

1
=

9
2

2

2

 



   
   

【表二】： 

項目 )(
n
m :  

條      件 
 

表      達       式 
 
              例      題 

 
 
 
 

)(2+3=)1( 為正整數ttn
 

 
 
 

)<,(

3

+

1
+

3
+
1

=
3 2

2 nknk

k
n

n
knn

之正因數為

8
1

+
4
1

=

3
4
8

+8

1
+

3
4+8

1
=

24
1

+
3
1

=

3
1
8

+8

1
+

3
1+8

1
=

8
3

2

2

 

 
 
 
 

)(1+3=)2( 為偶數ntn
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+

1
+
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+
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=
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k
n

n
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之正因數為
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+
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1

=

3
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1
+

3
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1
=
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1

+
8
1

=

3
2

22
+22

1
+

3
2+22

1
=
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3

2

2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n
3

: 

 

 
 

)(1+3=)3( 為奇數ntn

 

2
]1+)1+()[1+(

1
+

2
1+)1+(

1
+

1+
1

=
3

tntntntn
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1

+
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1

+
3
1

=

2
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1
+

2
1+)1+2(7

1
+

3
2+7

1
=

7
3

ttn

 



【表三~(一)】： 

項目 )(
n
m :  

條      件 
 

表      達       式 
 
              例      題 

 
)(34)1( 為正整數ttn +=  

 

)1(
1

1
14

+
+

+
=

tntn
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1

2
1

27
1

2
1

7
4
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′
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或

t
t
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′
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3
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1
1
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+

+
+
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1
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3
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+
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+
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+
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+
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+
+
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tntntnt

tntn
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1

6
1

3
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1
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1
21
4
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+
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1
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1

4
1

6
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1

3
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1
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1
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4
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1

4
1

2
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1

3
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1
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1
5
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+
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+
=
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)0(
924)(

或正整數為t
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′
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)(
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或正整數為t
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′
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3
)1(

1
1
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+

+
+
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)1)(1(

1

3
)1)(1(

1
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+
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+
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9
1

3
1

3
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1
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1
9
4
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+

+
+
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99
1

9
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3
)18(33

1
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1
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+

+
+
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1
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1
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1
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4
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1
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1

5
1
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4
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【表三~(一)】： 
項目 )(

n
m :  

條      件 
 

表      達       式 
 
              例      題 

 
)(34)1( 為正整數ttn +=  

 

)1(
1

1
14

+
+

+
=

tntn
 

 

14
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2
1

27
1

2
1

7
4
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×
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)0(

2124)(
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14)2(
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)0(
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或

t
t
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′
+′
+′=

3
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1
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3
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1
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′
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1
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+
+

= tntn
 

 
 
 
 

3
)1)(1(

1

3
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1
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++

+
++

+
+

= ntnnttn
 

9
1

3
1
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1
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5
1

17
4

++=

++=
 



【表三~(二)】： 
項目

)(
n
m : 

 
條   件 

 
附 帶 條 件 

 
表      達       式 

 
         例      題 

 

193840
73840).(

+′=
+′=

tn
tna

或
 

 

 

7
10

)2()2(

1

7
10)2(

1
2

14
22 +

++
+

++
+

+
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tntn
tntn

 

 

1030541460
1

38370
1
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1

1033
4

62997000
1
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1
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1

913
4

++=

++=
 

 

793840
313840).(

+′=
+′=

tn
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或
 

 

7
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)2()2(

1

7
20)2(

1
2

14
22 +

++
+

++
+

+
=

tntn
tntn

 

17693800
1

22660
1
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1
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4

798642745
1

47770
1
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1

1153
4

++=

++=
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433840).(
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或
 

 
 

 

7
5
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1

7
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1
2

14
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++
+
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+

+
=
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1
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1
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1
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4
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1
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1
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7
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1
2
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+

+
+
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1
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1
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4
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1
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1
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+
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+
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【表三~(三)】： 
項目 )(

n
m :  

條   件 
 
附 帶 條 件 

 
表      達       式 

 
         例      題 

 
241840).( +′= tna  

 
或 

 
409840 +′= tn  

 
 

7
)3)(2(

1

7
)3(

1
2

14
++

+
+

+
+

= ttntntn
 

 

11467248
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42159
1
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1
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++=  
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1

56025
1
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1
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4

++=  

 
481840).( +′= tnb  

 
或 
 

649840 +′= tn  

 
 

28
)6)(2(

1

7
)6(

1
2

14
++

+
+

+
+

=
ttntntn

 
127478949

1
530058

1
962
1

3841
4

++=  

 

28562856
1

195636
1

584
1

2329
4

++=  

 
601840).( +′= tnc  
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769840 +′= tn  
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1

7
)4(

1
2
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++

+
+

+
+

=
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13562692

1
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1
362
1

1441
4

++=  
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1
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1
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1
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721840).( +′= tnd  

 
或 
 

49840 +′= tn  
 

 
 

7
)2(

1
2
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+

+
+

= tntn
 

18746
1

182
1

721
4

+=  

 

415898
1

854
1

3409
4

+=  

綜合[表三~(一)]、[表三~(二)] 、[表三~(三)] 及,得知在
n
4
中,除了(i) 121840 +′= tn  (ii) 361840 +′= tn  (iii) 841840 +′= tn  

(iv) 169840 +′= tn  (v) 289840 +′= tn  (vi) 529840 +′= tn 等六類型的質數外,餘者,我們都可以找出固定的表達式。 
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柒、最後心得及結論： 
(一)、任何 0與 1之間的最簡分數皆可表成「有限項」相異「單位分數」的和 
(二)、「單位分數」本身一定可表成兩個相異「單位分數」的和。且其表達式為: 

),,(111 2

2 nk
k
nnkn

k
nnknn

<+<+
+

+
+

= 即其中  

(三)、0與 1之間的最簡分數不一定可表成兩個相異「單位分數」的和 

(四)、最簡真分數
n
2
都可以表成兩個相異「單位分數」的和。且其表達式為: 

。且之正因數為其中 nknk

k
nn

knn
<

+
+

+
= ,,

2

1

2

12 2
2  

(五)、最簡真分數
n
3
都可以表成三個相異「單位分數」的和。且其表達式: 

)3)(,,(

3

1

3

13
)(,1323).1(

2
2 之倍數為且之因數為其中
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k
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+
+
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2
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1
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(六)、最簡真分數
n
4
應都可以表成三個相異「單位分數」的和。且各分類表達式的總表如下: 
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t
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ntnnttnt
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t
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t
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或
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或

或正整數為

或正整數為

或正整數為

或

或正整數為為奇數

為正整數

例題表達式三附帶條件二附帶條件一附帶條件條件項目

 

[總表一] 
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66162184
1

215512
1

614
1

2449
4

14
4))(2(

1

7
)4(

1
2

14769840)(

28562856
1

195636
1

584
1

2329
4
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1
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1
2
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17648370
1

56025
1

314
1
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4
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1

7
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1
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415898
1
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1
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1
2
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1
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1
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1
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7
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962
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7
)6(

1
2
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1

42159
1

272
1

1081
4

7
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1

7
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1
2
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+
+

+
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+
+
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+
+

+
+
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+

+
+
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∈

+=
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+
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+
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+
+

+
+
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+

+
+

=+′=′
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ttntntn
tng

ttntntn
tnf

tne

ttntntn
tndtne

tnc
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tntn
tna

tng
t

tniii
Nt
tn

n

tntn
tnf

ttntntn
tne

ttntntn
tndtnd

tnc

ttntntn
tnb

tna

不固定

不固定

不固定

不固定
或正整數為

不固定

不固定

例題表達式三附帶條件二附帶條件一附帶條件條件項目

 

達式。我們皆可找出固定的表餘者等六類型的質數外

除了中得知二一綜合總表

,,

529840)(289840)(169840)(841840)(361840)(121840)(,4),)(( +′=+′=+′=+′=+′=+′= tnivtnvtnivtniiitniitni
n

[總表二] 
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捌、問題的討論與展望：

。如此亦要煩請教授指導

的表達式。當然是否以便導出所有甚或確定出最大的質數數的發展能找出更大的質

尚望隨著科技的原因之一改成前無法找出將所有這也是我們認為我們目

同學的看法以上當然純屬我們幾位數為何者應是無法確定最大的質無限的延伸

然而隨著自然數可以質數但確信應有比其更大的的奧祕」見堀場芳數所著「素數

位的數是畢竟目前發現最大的質有那些是質數是受制於自然數中

應原因無法找出固定表達式的中。我們猜想在或的表達式

皆有固定型式剩餘的等六型的質數外或正整數為型或正整數

為型或正整數為型或正整數為型

或正整數為型或正整數為型除了

中亦即在的質數外或正整數為或

或正整數為且除了在中得知在綜合上述

n

zyxn

nzyxnyxn

n
ttnvi

ttnvttnivt
tniiittniittni

n
sststns

ststntn
n

4,,

;1114
;?,

,),(
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,,4)1114114(
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0(841840))(0(169840))(0(841
840))(0(361840))(0(121840)(

,4,)4,2,1,60)(0(49)7(120)6,2,0

,60)(0(121)7(12014,4,

859433

++

−

++=+=

′+′=

′+′=′+′=′+

′=′+′=′+′=

=≤≤′++′==

≤≤′++′=+=
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國中組 數學科  
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030404 

單位分數的探密 

 

花蓮縣立花崗國民中學 

 

評語： 

討論將真分數 m/n 分解為單位分數的方法，對

於 2/n 和 3/n 的情況，討論了分解為兩個單位

分數的條件，對 4/n 的情形也做了詳盡的分

析，這是一個困難的問題，作者引進了一個新

的分解技巧，對此問題的發展提供了一個新的

方向，是很不錯的作品，如能進一步改進分解

的技巧將會更好。 




