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壹、摘要： 

欲找一多項式 Ax i＋1，能使相異之 n個數，經由此多項式之運算，產生兩兩互質的

數，則能夠符合上述條件之 A值的數，為此 n個數中，兩兩數之差的最小公倍數。 

舉例來說，4、6、12 三個數中，兩兩數之差為 2、6、8，而 2、6、8之最小公倍數

為 24，則找到一多項式為 24x i＋1。此時 4、6、12 經由多項式 24x i＋1運算後得到 97

（1×97）、145（5×29）、289（17×17），很顯然的，97、145、289 此三個數兩兩互質。 

 

 

貳、研究動機： 

老師在上數學補充教材之“因數與倍數＂單元時，曾介紹一些數學家找質數的方

法，他們是把某數經由多項式之運算，找到了質數。後來有同學問老師：「相異的兩數，

是否可經由多項式之運算，產生互質的兩數。」頓時間，把老師給問倒了，但老師卻鼓

勵我們研究看看。 

 

 

參、研究目的： 

一、找一多項式 Ax i＋1，能使相異的兩數，經由此多項式之運算，產生互質的兩數。 

二、找一多項式 Ax i＋1，能使相異的三個數，經由此多項式之運算，產生兩兩互質的數。 

三、找一多項式 Ax i＋1，能使相異的 n個數，經由此多項式之運算，產生兩兩互質的數。 

 

 

肆、研究設備及器材：紙、筆。 

 

 

伍、研究過程： 

一、我們開始研究時，就仿照數學家找質數的方法去做，亦即假設有一多項式為 Ax i＋1，

能使相異的兩數，產生互質的兩數。但 A值究竟要為何數時，才能符合上述的條件。

故首要之急就是要尋找 A值，在找尋 A值的過程中，我們做了很多的猜想和推測，後

來發現 A值似乎和這兩數有關，故以下我們將這兩數的關係做一討論。為了方便說明，

我們把這兩數假設為 p、q，且 p>q，則 p和 q的四種（加、減、乘、除）關係，如表

一。表一中的 p值和 q值，除了 p=2、q=1 這組數以外，其餘均為隨機取樣，並沒有任

何特殊的含義。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



表一 

p q p＋q p－q p×q p÷q 

2 1 3 1 2 2 

3 1 4 2 3 3 

3 2 5 1 6 
2
3
 

4 1 5 3 4 4 

4 2 6 2 8 2 

4 3 7 1 12 
3
4
 

5 1 6 4 5 5 

5 2 7 3 10 
2
5
 

5 3 8 2 15 
3
5
 

5 4 9 1 20 
4
5
 

10 1 11 9 10 10 

10 2 12 8 20 5 

10 3 13 7 30 
3

10
 

10 4 14 6 40 
2
5
 

10 5 15 5 50 2 

10 6 16 4 60 
6

10
 

10 7 17 3 70 
7

10
 

10 8 18 2 80 
8

10
 

10 9 19 1 90 
9

10
 

 

分析：觀察表一知 

(一)兩數之和時，找不到 1和 2的值。 

(二)兩數之差時，可以找到任何一個數。 

(三)兩數之積時，找不到 1的值。 

(四)兩數之商時，找不到 1的值。 

(五)由上述(一)~(四)的分析知，因為 A值可能為任何一個數，故只有當兩數之差的時候，

才可以找的到，因此 A值似乎和兩數之差有關係。 

 

 

 

 

 

 



 

二、為了驗證我們的推論是否正確，故我們就從 A＝1、2、3⋯，逐一討論之，亦即分析當

A＝1，是否真的只有當兩數之差為 1時，此兩數才會互質，抑或是兩數之差為其他數

時，也會互質。 

(一)A＝1 時，此時多項式為 x i＋1。 

表二 

x i  x i的值 “x i＋1＂的值 

x 1 1 2 

x  2 2 3 

x  3 3 4 

x  4 4 5 

x  5 5 6 

x  6 6 7 

x  7 7 8 

x 8 8 9 

x  9 9 10 

 ⋮   ⋮   ⋮  
x  n n n＋1 

觀察表二知： 

1.當兩數之差為 1時，此時這兩數經由多項式 x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝2－1＝1，g.c.d(x ＋1，x 1＋1)＝g.c.d(3，2)＝1(互質) 2 2

②x －x ＝n－(n－1)＝1，g.c.d(x n＋1，x ＋1) n 1−n 1−n

＝g.c.d(n＋1，n)＝g.c.d((n＋1)－n，n) 

＝g.c.d(1，n)＝1 

(註)：g.c.d(n＋1，n)＝g.c.d((n＋1)－n，n) 此定理之原理，在第十四頁有詳盡的

探討。 

2.當兩數之差為偶數時，此時這兩數經由多項式 x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x 3－x ＝3－1＝2，g.c.d(x 3＋1，x ＋1)＝g.c.d(4，2)＝2(不互質) 1 1

②x －x 1＝5－1＝4，g.c.d(x ＋1，x 1＋1)＝g.c.d(6，2)＝2 5 5

3.當兩數之差為 3之倍數時，此時這兩數經由多項式 x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x －x ＝5－2＝3，g.c.d(x 5＋1，x 2＋1)＝g.c.d(6，3)＝3 5 2

②x 8－x ＝8－2＝6，g.c.d(x 8＋1，x ＋1)＝g.c.d(9，3)＝3 2 2

 

4.當兩數之差為 5之倍數時，此時這兩數經由多項式 x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x －x ＝9－4＝5，g.c.d(x ＋1，x ＋1)＝g.c.d(10，5)＝5 9 4 9 4

②x 14－x 4＝14－4＝10，g.c.d(x 14＋1，x 4＋1)＝g.c.d(15，5)＝5 

 

 



 

5.當兩數之差為 7之倍數時，此時這兩數經由多項式 x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x 13－x ＝13－6＝7，g.c.d(x 13＋1，x ＋1)＝g.c.d(14，7)＝7 6 6

②x －x 6＝20－6＝14，g.c.d(x ＋1，x ＋1)＝g.c.d(21，7)＝7 20 20 6

6.當兩數之差為 11、13、17⋯ 之倍數時，此時這兩數經由多項式 x i＋1運算後之數，不

一定會互質。 

例如： 

①x －x 10＝21－10＝11，g.c.d(x 21＋1，x 10＋1)＝g.c.d(22，11)＝11 21

②x －x 12＝25－12＝13，g.c.d(x ＋1，x 12＋1)＝g.c.d(26，13)＝13 25 25

③x 33－x ＝33－16＝17，g.c.d(x 33＋1，x 16＋1)＝g.c.d(34，17)＝17 16

7.由上述 1~6 的分析， 

我們發現：當 A＝1時，兩數之差要為 1，才可使這兩數經由多項式 x i＋1之運算，產

生互質。 

(二)A＝2 時，此時多項式為 2x i＋1。 

表三 

x i  x i的值 “2x i＋1＂的值 

x 1 1 3 

x  2 2 5 

x  3 3 7 

x  4 4 9 

x  5 5 11 

x  6 6 13 

x  7 7 15 

x 8 8 17 

 ⋮   ⋮   ⋮  
x  n n 2n＋1 

 

觀察表三知： 

1.當兩數之差為 1時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝2－1＝1，g.c.d(2x ＋1，2x 1＋1)＝g.c.d(5，3)＝1 2 2

②x －x ＝n－(n－1)＝1， n 1−n

g.c.d(2x n＋1，2x ＋1)＝g.c.d(2n＋1，2(n－1)＋1) 1−n

＝g.c.d(2n＋1，2n－1)＝g.c.d((2n＋1)－(2n－1) ，2n＋1) 

＝g.c.d(2，2n＋1)＝1 

 

 

 

 

 

 



 

2.當兩數之差為 2時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x 3－x ＝3－1＝2，g.c.d(2x 3＋1，2x ＋1)＝g.c.d(7，3)＝1 1 1

②x －x ＝n－(n－2)＝2， n 2−n

g.c.d(2x ＋1，2x ＋1)＝g.c.d(2n＋1，2(n－2)＋1) n 2−n

＝g.c.d(2n＋1，2n－3)＝g.c.d((2n＋1)－(2n－3)，2n＋1) 

＝g.c.d(4，2n＋1)＝g.c.d(2 ，2n＋1)＝1 2

3.當兩數之差為 3之倍數時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x －x 1＝4－1＝3，g.c.d(2x ＋1，2x 1＋1)＝g.c.d(9，3)＝3 4 4

②x －x 1＝7－1＝6，g.c.d(2x ＋1，2x 1＋1)＝g.c.d(15，3)＝3 7 7

4.當兩數之差為 4時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x 5－x ＝5－1＝4，g.c.d(2x 5＋1，2x ＋1)＝g.c.d(11，3)＝1 1 1

②x －x ＝n－(n－4)＝4， n 4−n

g.c.d(2x ＋1，2x ＋1)＝g.c.d(2n＋1，2(n－4)＋1) n 4−n

＝g.c.d(2n＋1，2n－7)＝g.c.d((2n＋1)－(2n－7)，2n＋1) 

＝g.c.d(8，2n＋1)＝g.c.d(2 3，2n＋1)＝1 

5.當兩數之差為 5之倍數時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x －x ＝7－2＝5，g.c.d(2x ＋1，2x ＋1)＝g.c.d(15，5)＝5 7 2 7 2

②x 12－x ＝12－2＝10，g.c.d(2x 12＋1，2x 2＋1)＝g.c.d(25，5)＝5 2

6.當兩數之差為 7之倍數時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x 10－x 3＝10－3＝7，g.c.d(2x 10＋1，2x 3＋1)＝g.c.d(21，7)＝7 

②x 17－x 3＝17－3＝14，g.c.d(2x 17＋1，2x 3＋1)＝g.c.d(35，7)＝7 

7.當兩數之差為 8時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝9－1＝8，g.c.d(2x ＋1，2x 1＋1)＝g.c.d(19，3)＝1 9 9

②x －x ＝n－(n－8)＝8， n 8−n

g.c.d(2x ＋1，2x ＋1)＝g.c.d(2n＋1，2(n－8)＋1) n 8−n

＝g.c.d(2n＋1，2n－15)＝g.c.d((2n＋1)－(2n－15)，2n＋1) 

＝g.c.d(16，2n＋1)＝g.c.d(2 ，2n＋1)＝1 4

8.當兩數之差為 11、13、17⋯ 之倍數時，此時這兩數經由多項式 2x i＋1運算後之數，

不一定會互質。 

例如： 

①x 16－x 5＝16－5＝11，g.c.d(2x 16＋1，2x 5＋1)＝g.c.d(33，11)＝11 

②x 32－x ＝32－19＝13，g.c.d(2x 32＋1，2x 19＋1)＝g.c.d(65，39)＝13 19

③x －x ＝42－25＝17，g.c.d(2x 42＋1，2x ＋1)＝g.c.d(85，51)＝17 42 25 25

9.由上述 1~8 的分析， 

我們發現：當 A＝2 時，兩數之差要為 1、2、4、8、⋯(亦即 2 ，n＝0、1、2、3⋯)，n



才可使這兩數經由多項式 2x i＋1之運算，產生互質。 

 

(三)A＝3 時，此時多項式為 3x i＋1。 

表四 

x i  x i的值 “3x i＋1＂的值 

x 1 1 4 

x  2 2 7 

x  3 3 10 

x  4 4 13 

x  5 5 16 

x  6 6 19 

x  7 7 22 

x 8 8 25 

 ⋮   ⋮   ⋮  
x  n n 3n＋1 

 

觀察表四知： 

1.當兩數之差為 1時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝2－1＝1，g.c.d(3x ＋1，3x 1＋1)＝g.c.d(7，4)＝1 2 2

②x －x ＝n－(n－1)＝1， n 1−n

g.c.d(3x n＋1，3x ＋1)＝g.c.d(3n＋1，3(n－1)＋1) 1−n

＝g.c.d(3n＋1，3n－2)＝g.c.d((3n＋1)－(3n－2)，3n＋1) 

＝g.c.d(3，3n＋1)＝1 

2.當兩數之差為 2之倍數時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x 3－x ＝3－1＝2，g.c.d(3x 3＋1，3x ＋1)＝g.c.d(10，4)＝2 1 1

②x 5－x ＝5－1＝4，g.c.d(3x 5＋1，3x ＋1)＝g.c.d(16，4)＝4 1 1

3.當兩數之差為 3時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝4－1＝3，g.c.d(3x ＋1，3x 1＋1)＝g.c.d(13，4)＝1 4 4

②x －x ＝n－(n－3)＝3， n 3−n

g.c.d(3x n＋1，3x ＋1)＝g.c.d(3n＋1，3(n－3)＋1) 3−n

＝g.c.d(3n＋1、3n－8)＝g.c.d((3n＋1)－(3n－8)，3n＋1) 

＝g.c.d(9，3n＋1)＝g.c.d(3 ，3n＋1)＝1 2

4.當兩數之差為 5之倍數時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x －x ＝8－3＝5，g.c.d(3x 8＋1，3x 3＋1)＝g.c.d(25，10)＝5 8 3

②x 13－x 3＝13－3＝10，g.c.d(3x 13＋1，3x 3＋1)＝g.c.d(40，10)＝10 

 

 

 



 

5.當兩數之差為 7之倍數時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，不一定會互質。 

例如： 

①x －x ＝9－2＝7，g.c.d(3x 9＋1，3x 2＋1)＝g.c.d(28，7)＝7 9 2

②x 16－x ＝16－2＝14，g.c.d(3x 16＋1，3x 2＋1)＝g.c.d(49，7)＝7 2

6.當兩數之差為 9時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x 10－x 1＝10－1＝9，g.c.d(3x 10＋1，3x 1＋1)＝g.c.d(31，4)＝1 

②x －x ＝n－(n－9)＝9， n 9−n

g.c.d(3x ＋1，3x ＋1)＝g.c.d(3n＋1，3(n－9)＋1) n 9−n

＝g.c.d(3n＋1，3n－26)＝g.c.d((3n＋1)－(3n－26)，3n＋1) 

＝g.c.d(27，3n＋1)＝g.c.d(3 3，3n＋1)＝1 

7.當兩數之差為 11、13、17⋯ 之倍數時，此時這兩數經由多項式 3x i＋1運算後之數，

不一定會互質。 

例如： 

①x 18－x ＝18－7＝11，g.c.d(3x 18＋1，3x 7＋1)＝g.c.d(55，22)＝11 7

②x 17－x ＝17－4＝13，g.c.d(3x 17＋1，3x 4＋1)＝g.c.d(52，13)＝13 4

③x －x 11＝28－11＝17，g.c.d(3x ＋1，3x 11＋1)＝g.c.d(85，34)＝17 28 28

8.由上述 1~7 的分析， 

我們發現：當 A＝3時，兩數之差要為 1、3、9、⋯(亦即 3 ，n＝0、1、2、3⋯)，才

可使這兩數經由多項式 3x i＋1之運算，產生互質。 

n

(四)A＝4 時，此時多項式為 4x i＋1。 

表五 

x i  x i的值 “4x i＋1＂的值 

x 1 1 5 

x  2 2 9 

x  3 3 13 

x  4 4 17 

x  5 5 21 

x  6 6 25 

x  7 7 29 

x 8 8 33 

x  9 9 37 

x 10  10 41 

 ⋮   ⋮   ⋮  
x  n n 4n＋1 

 

 

 

 

 

 



 

 

觀察表五知： 

1.當兩數之差為 1時，此時這兩數經由多項式 4x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝2－1＝1，g.c.d(4x ＋1，4x 1＋1)＝g.c.d(9，5)＝1 2 2

②x －x ＝n－(n－1)＝1， n 1−n

g.c.d(4x n＋1，4x ＋1)＝g.c.d(4n＋1，4(n－1)＋1) 1−n

＝g.c.d(4n＋1，4n－3)＝g.c.d((4n＋1)－(4n－3)，4n＋1) 

＝g.c.d(4，4n＋1)＝g.c.d(2 ，4n＋1)＝1 2

 

2.當兩數之差為 2時，此時這兩數經由多項式 4x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x 3－x ＝3－1＝2，g.c.d(4x 3＋1，4x ＋1)＝g.c.d(13，5)＝1 1 1

②x －x ＝n－(n－2)＝2， n 2−n

g.c.d(4x ＋1，4x ＋1)＝g.c.d(4n＋1，4(n－2)＋1) n 2−n

＝g.c.d(4n＋1，4n－7)＝g.c.d((4n＋1)－(4n－7)，4n＋1) 

＝g.c.d(8、4n＋1)＝g.c.d(2 、4n＋1)＝1 3

 

3.當兩數之差為 3之倍數時，此時這兩數經由多項式 4x i＋1運算後之數，不一定會互質。

(因礙於篇幅的關係，故不舉例說明) 

 

4.當兩數之差為 4時，此時這兩數經由多項式 4x i＋1運算後之數，會互質。 

例如： 

①x －x 1＝5－1＝4，g.c.d(4x ＋1，4x 1＋1)＝g.c.d(21，5)＝1 5 5

②x －x ＝n－(n－4)＝4， n 4−n

g.c.d(4x ＋1，4x ＋1)＝g.c.d(4n＋1，4(n－4)＋1) n 4−n

＝g.c.d(4n＋1，4n－15)＝g.c.d((4n＋1)－(4n－15)，4n＋1) 

＝g.c.d(16，4n＋1)＝g.c.d(2 ，4n＋1)＝1 4

 

5.當兩數之差為 5、7、11、13⋯ 之倍數時，此時這兩數經由多項式 4x i＋1運算後之數，

不一定會互質。(因礙於篇幅的關係，故不舉例說明) 

 

6.當兩數之差為 8時，此時這兩數經由多項式 4x i＋1運算後之數，會互質。 

例如：①x 9－x ＝9－1＝8，g.c.d(4x 9＋1，4x ＋1)＝g.c.d(37，5)＝1 1 1

②x －x ＝n－(n－8)＝8， n 8−n

g.c.d(4x ＋1，4x ＋1)＝g.c.d(4n＋1，4(n－8)＋1) n 8−n

＝g.c.d(4n＋1，4n－31)＝g.c.d((4n＋1)－(4n－31)，4n＋1) 

＝g.c.d(32，4n＋1)＝g.c.d(2 ，4n＋1)＝1 5

7.由上述 1~6 的分析， 

我們發現：當 A＝4時，兩數之差要為 1、2、4、8⋯(亦即 2 n，n＝0、1、2、3⋯)，才

可使這兩數經由多項式 4x i＋1之運算，產生互質。 

 



 

 

(五)A＝5、6、7、8、9、10 時，同上述之研究方法，但因篇幅的關係(詳見筆記)，在此

僅將研究結果列於表六中。 

表六 

A 值 
兩數之差要為下列各數，才可使這兩數經由多

項式 Ax i＋1之運算，產生互質。 
將左列之數一般化 

1 1 1 

2 1、2、4、8、16⋯ 2 (n＝0、1、2、3⋯) n

3 1、3、9、27⋯ 3 (n＝0、1、2、3⋯) n

4 1、2、4、8、16⋯ 2 (n＝0、1、2、3⋯) n

5 1、5、25⋯ 5 (n＝0、1、2、3⋯) n

6 1、2、3、4、6、8、9⋯ 
2 或 3 n (n＝0、1、2⋯)或 n

6n(n＝1、2⋯) 

7 1、7、49⋯ 7 (n＝0、1、2、3⋯) n

8 1、2、4、8、16⋯ 2 (n＝0、1、2、3⋯) n

9 1、3、9、27⋯ 3 (n＝0、1、2、3⋯) n

10 1、2、4、5、8、10⋯ 
2 或 5 n (n＝0、1、2⋯或 n

10n(n＝1、2⋯) 

(六)觀察分析表六，我們發現： 

1.A 值恰巧都可從兩數之差中找到。 

2.(1)當兩數差 1時，A值可為 1、2、3、4、5、6、7、8、9、10⋯ 

(2)當兩數差 2時，A值可為 2、4、6、8、10⋯ 

(3)當兩數差 3時，A值可為 3、6、9⋯ 

(4)當兩數差 4時，A值可為 2、4、6、8、10⋯ 

(5)當兩數差 5時，A值可為 5、10⋯ 

(6)由上述(1)~(5)知，A值可由兩數之差的倍數找到。 

3.綜合 1、2知：A值為兩數之差的倍數。 

 

(七)由(六)之分析知，相異的兩數經由多項式 Ax i＋1之運算，會產生互質，此時 A值為

此兩數之差的倍數。 

(八)我們將(七)之敘述，寫成結論一，如下： 

結論一：相異兩正整數 x 1、x 2，且 x 1＜x ，則將有一多項式 Ax i＋1，使得(Ax 1＋

1)與(Ax ＋1)兩數互質，其中 A為（x 2－x 1）之倍數。 

2

2

(九)舉一個例子來說明結論一。 

[範例一]求 10、15兩數經由多項式 Ax i＋1運算後之結果﹖ 

<說明>：A＝15－10＝5，此時多項式為 5x i＋1。 

當 x 1＝10，5x ＋1＝5×10＋1＝51＝3×17 1

當 x 2＝15，5x ＋1＝5×15＋1＝76＝4×19 2

因為 g.c.d(5x 1＋1，5x ＋1)＝g.c.d(51，76)＝1 2

可見多項式 5x i＋1是一個可使 10、15兩數產生互質的多項式。 

 

 

 



 

 

三、找出“能使相異三個正整數，產生兩兩互質之數＂的多項式。 

(一)由結論一中知，當兩個數時，多項式中的 A值為兩數之差的倍數，故我們推測，三個

數時就是此三數中，兩兩數之差的最小公倍數。 

(二)我們將(一)之敘述寫成結論二，如下： 

結論二：相異三個正整數 x 1、x 、x ，且 x 1＜x ＜x ，則將有一多項式 Ax i＋1，

使得(Ax 1＋1)、(Ax ＋1)、(Ax ＋1)為兩兩互質的數，其中 A為（x －x 1、

x －x 1、x －x ）之最小公倍數。 

2 3 2 3

2 3 2

3 3 2

(三)舉一個例子來說明結論二。 

[範例二]求 8、9、12 三個數經由多項式 Ax i＋1運算後之結果﹖ 

<說明>：A＝l.c.m（9－8，12－8，12－9） 

＝l.c.m（1，4，3）＝12，此時多項式為 12x i＋1。 

當 x 1＝8，12x ＋1＝12×8＋1＝97＝1×97 1

當 x 2＝9，12x ＋1＝12×9＋1＝109＝1×109 2

當 x 3＝12，12x ＋1＝12×12＋1＝145＝5×29 3

因為 g.c.d(12x 1＋1，12x ＋1，12x 3＋1) 2

＝g.c.d(97，109，145)＝1 

可見多項式 12x i＋1是一個可使 8、9、12 三個數，產生兩兩互質的多項式。 

 

四、找出“能使相異 n 個正整數，產生兩兩互質之數＂的多項式。 

(一)我們由結論二可推論出：能使相異 n 個正整數 x 1、x 、x ⋯x ，產生兩兩互質之數

的多項式為 Ax i＋1，其中 A值為此 n個數中，兩兩數之差的最小公倍數，將上述之

敘述寫成結論三，亦即 

2 3 n

結論三：相異 n 個正整數 x 、x 、x 3⋯x n，且 x 1＜x ＜x 3⋯＜x n，則將有一多項

式 Ax i＋1，使得(Ax ＋1)、(Ax ＋1)、⋯(Ax ＋1)為兩兩互質的數，其中

A為（x －x 1、x －x 1、x －x 、x －x 1、⋯、x －x ）之最小公倍數。 

1 2 2

1 2 n

2 3 3 2 4 n 1−n

(二)舉一個例子來說明結論三。 

[範例三]求 2、3、5、7四個數經由多項式 Ax i＋1運算後之結果﹖ 

<說明>：A＝l.c.m（3－2，5－2，5－3，7－2，7－3，7－5） 

＝l.c.m（1，3，2，5，4，2）＝60，此時多項式為 60x i＋1。 

當 x 1＝2時，60x ＋1＝60×2＋1＝121＝11×11 1

當 x 2＝3時，60x ＋1＝60×3＋1＝181＝1×181 2

當 x 3＝5時，60x ＋1＝60×5＋1＝301＝7×43 3

當 x 4＝7時，60x ＋1＝60×7＋1＝421＝1×421 4

因為 g.c.d(60x 1＋1，60x ＋1，60x 3＋1，60x ＋1) 2 4

＝g.c.d(121，181，301，421)＝1 

可見多項式 60x i＋1是一個可使 2、3、5、7四個數，產生兩兩互質的多項

式。 

 

 

 

 



 

 

陸、研究結果： 

 

有相異 n 個正整數 x 1、x 2、x 3⋯x ，且 x 1＜x 2＜x 3⋯＜x n，則將有一多項式 n

Ax i＋1，使得(Ax 1＋1)、(Ax ＋1)⋯(Ax ＋1)為兩兩互質的數，其中 A為（x －x 1、 2 n 2

x －x 1、x －x 、x －x 1、⋯、x －x ）之最小公倍數。 3 3 2 4 n 1−n

 

柒、討論： 

一、結論之原理探討：在此我們將討論結論三之原理 

結論三：相異 n 個正整數 x 1、x 、x ⋯x ，且 x 1＜x ＜x 3⋯＜x ，則將有一多項式

Ax i＋1，使得(Ax 1＋1)、(Ax ＋1)、⋯(Ax ＋1)為兩兩互質的數，其中 A為

（x －x 1、x 3－x 1、x 3－x 2、x 4－x 1、⋯、x －x ）之最小公倍數。 

2 3 n 2 n

2 n

2 n 1−n

 

（一）假設 p＞q，且 x ＞x ，則將 x 、x 分別代入多項式 Ax i＋1中， p q p q

得到 Ax ＋1、Ax ＋1，此時 A為(x －x )之倍數。 p q p q

則 g.c.d(Ax ＋1，Ax ＋1) p q

＝g.c.d((Ax ＋1)－(Ax ＋1)，Ax ＋1) p q p

＝g.c.d(Ax －Ax ，Ax ＋1) p q p

＝g.c.d(A(x －x )，Ax ＋1) p q p

 

（二）令 g.c.d(A(x －x )，Ax ＋1)＝b，假設 b≠1，則 b≧2， p q p

那麼必定存在一質數 m≧2，使得 m為 b之因數。 

又因為 b為 A(x －x )之因數，所以 m為 A(x －x )之因數。 p q p q

由此可推得 m為 A之因數或(x －x )之因數。又因為 A為(x －x )之倍數，故 m

為 A之因數，那麼也必為 Ax 之因數。 

p q p q

p

 

（三）由（二）知 m為 b之因數，又因為 b為(Ax ＋1)之因數， p

所以 m為(Ax ＋1)之因數。 p

 

（四）由（二）、（三）之推論知，m為 Ax p之因數，又為(Ax ＋1)之因數， p

但因連續的兩數會互質，所以 m＝1，這和 m≧2互相矛盾，故我們 

假設 b≠1是錯的，亦即 b＝1，所以 g.c.d(A(x －x )，Ax ＋1)＝1。 p q p

 

（五）由（一）知 g.c.d(Ax ＋1，Ax ＋1)＝g.c.d(A(x －x )，Ax ＋1) p q p q p

又由（四）知 g.c.d(A(x －x )，Ax ＋1)＝1 p q p

故 g.c.d(Ax ＋1，Ax ＋1)＝1 p q

所以對於 Ax 1＋1、Ax ＋1、Ax ＋1、⋯、Ax ＋1 這 n 個數而言， 2 3 n

它們兩兩之間均會互質。 

 

 



 

二、我們在研究過程及結論三之原理探討時，均利用“兩數之最大公因數會和此兩數之差

及其中任一個數之最大公因數相等＂的理論，亦即若將此兩數假設為 x、y，且 x＞y，

則 g.c.d(x，y)＝g.c.d(x－y，x)，以下我們將探討此一關係。 

（一）設此兩數為 x、y，且 x＞y，令 g.c.d(x，y)＝d， 

則 x＝c 1･d，y＝c ･d，且 g.c.d(c 1，c )＝1⋯① 2 2

（二）x－y＝c 1･d－c ･d＝(c －c 2 )･d 2 1

g.c.d(x－y，x)＝g.c.d((c －c )･d，c 1･d) 1 2

＝d･g.c.d(c 1－c ，c 1)⋯② 2

（三）假設 g.c.d(c 1－c ，c )≠1 2 1

則 g.c.d(c 1－c ，c 1)＝t，且 t≧2 2

令 c 1－c ＝e 1･t，c 1＝e 2 ･t 2

將 c 1＝e ･t 代入 c 1－c ＝e 1･t 中 2 2

得到 e ･t－c ＝e 1･t，則 c ＝（e 2－e 1）t 2 2 2

故 g.c.d(c 1，c 2 )＝g.c.d(e 2 t，（e 2－e 1）t）＝t･g.c.d(e ，e －e 1）≧2 2 2

但由（一）中得知矛盾，亦即假設 g.c.d(c 1－c 2，c 1)≠1 是不對的， 

故 g.c.d(c 1－c 2，c 1)＝1⋯③ 

（四）又由②、③中知，g.c.d(x－y，x)＝d･g.c.d(c 1－c ，c )＝d･1＝d 2 1

（五）由（一）、（四）中可推得 g.c.d(x，y)＝g.c.d(x－y，x) 

三、在本研究裡，我們把欲找的多項式假設為 Ax i＋1，在此多項式中常數項為 1，那如果常

數項為 2、3、4⋯等其他數時，是否也可使任意 n個數經由此多項式之運算，產生兩兩

互質的數，以下我們將對此做一探討。 

（一）假設多項式 Ax i＋B可使 x 、x q 兩個數經由多項式之運算，產生互質。 p

其中 x ＞x ，且 A為(x －x )之倍數。 p q p q

1.將 x 、x 代入多項式 Ax i＋B中，得到 Ax ＋B 與 Ax q＋B， p q p

則 g.c.d(Ax ＋B，Ax ＋B)＝g.c.d((Ax ＋B)－(Ax ＋B)，Ax ＋B) p q p q p

＝g.c.d(A(x －x )，Ax ＋B) p q p

令 g.c.d(A(x －x )，Ax ＋B)＝g⋯①，可推得 g為 A(x －x )之因數，又因為

A為(x －x )之倍數，所以 g為 A之因數，也必為 Ax 之因數。 

p q p p q

p q p

2.由①中知 g為“Ax ＋B＂之因數。 p

3.由 1.2.中知 g為 Ax p與“Ax ＋B＂之因數， p

所以 g為“(Ax ＋B)－Ax ＝B＂之因數。 p p

4.既然 g為 B之因數， 

（1）當 B＝1時，g＝1。 

（2）當 B≠1時，g不一定會等於 1。 

故唯有當 B＝1時，g＝1。此時 g.c.d(Ax ＋B，Ax ＋B) p q

＝g.c.d(A(x －x )，Ax ＋B)＝g＝1。 p q p

（二）由（一）知多項式 Ax i＋B，當 B＝1時，才可使兩個數經由多項式之運算，產生互

質。同理當三個數、四個數、⋯、n個數時，B也要為 1，才可使這 n個數經由多項

式之運算，產生兩兩互質的數。 
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